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I. 


Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung, 

Von 

Herrn  Dr.  Heinrich  Wefidlandt 


Sturm  ^)  bemerkt  am  Schlüsse  seiner  in  der  Theorie  der  numeri- 
schen Gleichungen  Epoche  machenden  Arbeit:  „Memoire  sur  la  r^so- 
Intion  des  ^quations  num^riques^^  im  Artikel  21 : 

,,n  existe  encore  nn  autre  moyen  particulier  de  former  les 
fonctions  auxiliaires,  aussi  simple  que  celui  qui  a  ^t^  expos6 
n^  1.  Quand  on  a  deux  fonctions  cons^cntives ,  Fn-i  et  Vn^ 
on  pent  former  la  suivante  Tn^i,  en  divisant  Vn-i  par  Vn^ 
apr^s  avoir  oi*donn6  ces  polynomes  suivant  les  puissances 
croissantes  de  a;,  au  lieu  de  les  ordonncr  suivant  les»  puis- 
sances d6croissantes,  comme  on  a  coutume  de  le  faire.  La 
division  donnera  un  quotient  de  la  forme  p-^gx^  et  nn  reste 
divisible  par  o;^;  en  changeant  les  signes  de  tons  les  termes  de 
ce  reste,  et  le  divisant  par  a;^,  on  anra  la  fonction  F«ifi,  qui 
est  ainsi  li6e  avec  Fn-i  et  Vn  par  la  relation 

Ainsi,  pour  obtenir  Fn-fi,  on  pent  effectuer  la  diyision  de 
Fm.i  par  Vn  de  deux  mani^res  differentes  en  ordonnant  ces 
poljnomes  snivant  les  puissances  d^croissantes  de  ar,  on  suivant 
les  puissances  croissantes.  La  combinaison  de  ces  deux  pro- 
c^d^s  donne  plusienrs  systömes  de  fonctions  auxiliaires  6gale- 
ment  propres  k  la  r^solution  de  F^quation  F=  0;  et  de  lä 
r^sultent  aussi  plusienrs  syst^mes  de  quantit^s  d^pendantes  des 
coefficients  de  cette  6quation,  dont  les  signes  fönt  connaitre  le 
nombre  de  ses  racines  r^elles.'^ 

TeU  LXII.  1 


/ 
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Die  Zahl  der  hier  von  Sturm  angedeuteten  Reihen  seiner  Hülfs- 
functionen  ist  2'-\  wenn  die  Gleichung  F==  0  r  von  einander  ver- 
schiedene Wurzeln  besitzt.  Zwei  dieser  Roste-Reihen  nehmen  eine 
ausgezeichnete  Stellung  ein  *,  man  findet  die  eine  dersel);)en,  wenn  man 
stets  Divisor  und  Dividend  nach  fallenden  Potenzen  schreibt,  die 
andere,  wenn  man  stets  von  den  nach  aufsteigenden  Potenzen  ge- 
ordneten Functionen  ausgeht 

£s  liegen  über  jene  ersten  Hülfsfunctionen,  die  man  vorzüglich 
die  „Sturm'schen  Functionen^'  nennt,  zahlreiche  durch  Eleganz  und 
Reichtum  der  Darstclluugsweisen  so  interessante,  wie  lehrreiche  Unter- 
suchungen vor,  welche  Herr  Hattendorf  ^)  zum  weitaus  grössten  Teilo 
in  seiner  Monographie  der  Sturm*scheu  Functionen  zu  einem  ab- 
gerundeten Ganzen  vereinigt  und  zugleich  von  der  beschränkenden 
Veraussetzung  befreit  hat,  dass  sämnitliche  Wurzeln  der  Gleichung 
K=  0  ungleich  seien. 

Die  Uebertragung  dieser  Untersuchungen  auf  die  andere  bemer- 
kenswerte Reihe  der  Sturm'schen  Hülfsfunctionen  soll  den  Gegenstand 
der  vorliegenden  Arbeit  bilden.  Ich  nenne  diese  Functionen  zum 
Unterschiede  von  den  gebräuchlichen  Sturm'schen  Functionen  die 
„Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung."  Herr  Professor  Stern 
hat  gezeigt,  dass  mit  ihrer  Hülfe  —  da  sie  allciu  sich  auch  für  trans- 
cendente  Gleichungen  aufstellen  lassen  —  der  Sturm'sche  Satz  auf 
transcendente  Gleichungen  erweitert  werden  kann.  Diese  Eigenschaft 
verleiht  den  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  gleichies  Bürger- 
recht mit  den  gewöhnlichen  Stunn'schen  Functionen,  trotzdem  sie 
,,bei  Berücksichtigung  nur  der  algebraischen  Gleichungen  schwerlich 
denselben  vorzuziehen  sein  möchten." 


Litteratur: 

1)  Sturm:  „Memoire  sur  la  resolution  des  ^quations  num^riques" 
(Memoires  present^s  par  divers  savants  t\  l'Academie  Koyalc  des 
Sciences.    T.  6.  pag.  317.) 

2)  Hattendorf:  „Ueber  die  Sturm'schen  Functionen.  Göttingen 
1862. 


/  1874  zweite  Auflage.    Hannover  1874. 

3)  Stern:  „Ueber  die  Anwendung  der  Sturm'schen  Methode  auf 
transcendente  Gleichungen"  (Grelle,  Journal  Bd.  33.  pag.  363.) 
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§  1. 

Es  sei 

(1)  F(x)  =  00  +  013^  +  0««*+  •  ••  +«»i-l«'"'"^  +  ö^ma"' 

eiuc  ganze  Function  mteii  Grades  voua-,  und  oq  sei  =1,  so  dass  auch 

<••'     -'-'-(>-a('-f.)-('-y 

ist,  wenn  mit  arj,  x^^  ...  xm  die  m Wurzeln  von  F(x)  =  0  bezeichnet 
werden.  Es  soll  ferner  der  Coefficient  von  x^  oi,  als  von  Null  ver- 
scbiedcn  vorausgesetzt  werden,  damit  die  Constante  I/q  des  Differen- 
tialquotienten von  F(x) 

dF(x\ 
F\x)  =  — ^^  =  i^J^i^^^i^^J^  ...  +z,„,.ia.«-i 

^0  <"  0  ist    Beide  Functionen,  F{x)  wie  jP'(x),   seien  nach  steigen- 
den Potenzen  von  x  geordnet. 

Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung 

(2)  F{x\  F'{x\  F^{x),  ...  Fr-i{x),  Fr{x) 

sind  dann  durch  das  folgende  System  von  Gleichungen  bestimmt: 

I{x)   =q^.F'(x)^xKF^(x), 
F'(x)=q,,F,(x)-^x^.F^(x),  '•. 

(3)  F^(x)  =  q^,F^{x)  -xK  F,(x), 


Fh^i{x)  =•  q„ .  Fu{x)  ■—  x^ .  Fn^l(x), 

Fr-l{x)  =  qr .  Fr(x)  V  <C^  ) 

Man  dividirc  F(x)  durch  F'(x),  bis  der  Quotient  q^  eiuc  lineare 
Function  von  x  wird;  der  verbleibende  Rest  stellt,  wenn  man  noch 
den  allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor  x^  absondert  und  das  Vor- 
zeichen wechselt,  die  Stürmische  Function  zweiter  Gattung  ^2(3;)  dar. 
Diese  ist  also  eine  ganze  Function  (m  —  2)ten  Grades.  Allgemein 
giebt  die  Division  Fn-i(x)  durch  Ft,{x)  den  in  x  linearen  Quotienten 
qn  =  oiM-^-ßtix  und  einen  Kost,  der  sich  von  der  Hülfsfunction  Fn^i{x) 
nur  durch  den  Factor  —a:^  unterscheidet 

Es  ist  bei  Aufstellung  des  Algorithmus  (3)  stillschweigend  vor- 
ausgesetzt,  dass  bei  sämmtlichen  Resten  die  Coefiicienten  der  höchsten 
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Potenzen  von  x  und  die  constanten  Glieder  von  Null  verschieden  sind. 
Bei  dieser  Annahme  —  an  der  im  folgenden  festgehalten  werden  soll 
—  ist  jeder  Quotient  q  nur  eine  lineare  Function  von  a»,  und  in  der 
Beihc  (2)  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  ist  jede  Func- 
tion im  Grade  um  1  niedriger,  als  die  unmittelbar  vorhergehende  und 
um  1  höher,  als  die  unmittelbar  folgende. 

Die  Reihe  der  Functionen  ist  vollzählig,  das  heisst,  ihre  Anzahl 
ist  r-j-1,  und  daher  ist  die  letzte  /r(a-),  der  grösste  gemeinsame  Teiler 
von  F(x)  und  F'{x)^  vom  Grade  m — r,  also,  wenn  r  =  m  ist,  eine 
von  X  unabhängige  Constante. 

Hat  die  Gleichung  F(x)  =  0  nur  ungleiche  Wurzeln,  so  ist  Fr{x) 
eine  von  Null  verschiedene  Constante,  also  r  ==  m.  Die  Functionen 
(2)  besitzen  dann  folgende,  allgemein  die  Sturm'schen  Functionen 
charaktcrisirenden  Eigenschaften. 

1)  Es  können  nicht  für  denselben  Wert  von  x  zwei  unmittelbar 
folgende  Functionen  verschwinden;  denn  sonst  mttssten  alle  anderen 
Functionen,  auch  F(x)  und  F'(x)^  für  dasselbe  x  zu  Null  werden, 
was  der  Voraussetzung,  dass  F{x)  «==  0  nur  ungleiche  Wurzeln  habe, 
widerspricht. 

2)  Wird  eine  der  mittleren  Functionen,  etwa  F„(ic)  =  0,  so  ist 
nach  (3)  für  diesen  Wert  von  xi  Fn-i{x)  ^—x^Fn^iix),  die  ein- 
schliessendcn  Functionen  haben  also  entgegengesetztes  Vorzeichen. 
Da  nun  stets  ein  und  nur  ein  Zeichenwechsel  entsteht,  einerlei  ob  + 
oder  —  zwischen  zwei  entgegengesetzten  Zeichen  eingeschaltet  wird, 
so  ändert  sich  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  und  der  Zeichenfolgen  in 
der  Zeichenreihe  der  Functionen  (2)  nicht,  wenn  x  stetig  wachsend 
einen  Wert  passirt,  für  den  eine  oder  auch  mehrere  der  mittleren 
Functionen  verschwinden. 

3)  Ist  endlich  xk  eine  Wurzel  der  Gleichung  i?'(a:)  =  0,  so  ist 

F(x}i a) 

für  hinreichend  kleine  Werte  von  a  der  Quotient  -^t/ — ^^z~\   J^egativ, 

F{xii  4-  a) 
der  Quotient  pi^x^^  positiv. 

Der  allgemeinere  Fall,  dass  die  Gleichung  F{x)  =  0  auch  gleiche 
Wurzeln  habe,  lässt  sich  hiernach  leicht  erledigen.  Sind  nämlich  die 
Wurzeln  arr+i,  a-i+2,  ...  Xm  irgend  welche  Wiederholungen  der  unter 
einander  verschiedenen  Wurzeln  a-i,  arg  ...  xr,  so  besitzen  F{x)  und 
F\x)  und  also  auch  alle  übrigen  Functionen  F^ix)^  -fa(^\  •••  ^r{x) 

den  gemeinsamen  Factor  (l j(l 1 ...  (l 1,  sodass 

wir  setzen  können 
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wo  jetzt  unter  Tr(x)  eine  Constante  zu  verstehen  ist.  Die  Functionen 
T  sind  durch  dasselbe  System  von  Gleichungen  (3)  verbunden,  wie 
die  F^  und  daher  haben  sie  auch  die  in  den  Sätzen  1)  und  2)  aus- 
gesprochenen Eigenschaften.    Ist  femer  xk  eine  f*  fache  Wurzel  von 

F(x)  =  0,  also  etwa  F(x)  =  ( 1  —  -  j  */(ic),  so  findet  man 

T(x)         F(x) Xk 

n  '    \         xkj'f{x) 
oder  f ür  a:  =  a-jbi« 

T(xk  ± «)        F(:i»  + «)  +  a 


T 
Diese  Gleichung  zeigt  endlich,  dass  auch  7^  negativ  für  «=arjk-a 

und  positiv  für  a;  ==  n-f*«  ist,  wenn  man  a  hinreichend  kleine  Werte 
beilegt. 

Die  Zeichenreihe  der  Functionen  F,  F',  F^  ...  -Fr  stimmt  aber  in 
der  Zahl  der  Zeichenwechscl  und  Zeichenfolgen  mit  der  der  Func- 
tionen r,   7\,   T,  ...   Tr  überein,  da  der  gemeinschaftliche   Factor 

(1 j  •••  (1 j  die  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  er  positiv  ist, 

sie  alle  in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  wenn  er  negativ  ist.  Wir 
können  uns  daher  stets  an  die  Zeichenreihe  der  Functionen  F,  F\ 
Fi  ...  Fr  halten,  einerlei  ob  die  Gleichung  F{x)  =  0  nur  ungleiche 
oder  auch  mehrfache  Wurzeln  besitzt. 

Es  ergiebt  sich  also  allgemein  dies  Resultat: 

„Die  Zeichenreihe  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung 
FF'F^  .,.  Fr  verliert  stets  dann  und  nur  dann  einen  Zeichenwechsel, 


t}  Weudlanäi:  Die   Sturm tdutn  ß'tMctiottM  sreiier   GaUmmy, 

wenn  die  Variable  von  kleineren  za  gnisseren  Werten  übergehend 
einen  Worzelwert  der  Gleichung  F(x)  ^  0  passirt^ 

and  als  eine  einfache  Folge  desselben  der  Stnrm'schc  Satz: 

,J:Is  liegen  so  viele  verschiedene  Wnrzeln  der  GleiclningF(x)=0 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  nnd  h  (a<^&),  als  die  Zeichenreihe 
der  Starm'schen  Fnnctionen  zweiter  Gattung  f&r  :r=»&  Zeichenwechsel 
weniger  enthalt,  denn  für  x  =  ar 

Far  den  Fall,  dass  die  Gleichung  F{z)  =  0  gleiche  Worzeln  be- 
sitzt, bleibt  noch  zn  ermitteln,  wie  vielfach  eine  anfgefondene  Wurzel 

derselben  ru  ist    Setzen  wir  T{x)  =  \\^^\{x)  und  ^^^=T(x) 


so  ist 


Tix) 


(--.) 


x{^\         xk)  t(x) 


Tix) 

Man  dividire  diesen  Wert  von  t^ttt-^  durch  den  oben  ermittelten  Wert 

T(x) 

T(x)  . 


also 


r.W  _        a-t^  V TkJ   fix) 

n'^y      xt)'t(x) 


(•*)  r(x,)  -  ''• 

Um  die  2ahl  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)=ü 
überhaupt  zu  bestimmen ,  muss  mau  die  Zeicheureihen  für  a;  =«  -)-  oc» 
und  a:  =  —  00  bilden;  in  diesen  beiden  Zeichenreihen  haben  aber  die 
Functionen  dasselbe  Zeichen,  welche  mit  einer  geraden ,  die  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen,  welche  mit  einer  ungeraden  Potenz  von  x  be- 
ginnen. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  die  ^alil  der  Functionen  F,  F\  iu  ... 
Fr  vollzählig,  ihr  Grad  also  abwechselnd  gerade  und  ungerade;  daher 
werden  die  Functionen  abwechselnd  ihr  Zeichen  behalten  und  ver- 
äudcrn,  das  heisst,  einer  Zeichenfolge  in  ( —  x)  entspricht  ein  Zeichen- 
Wechsel  in  (+x)  und  umgekehrt.  Enthält  nun  die  Zeichenreihe 
(-|- x)  /Zeichenwechsel,  mitliin  m— /  Zeichenfolgen,  so  bietet  die 
Zeichenreihe  (— oc)  m  —  /  Zeichenwechsel  und  ?  Zeichenfolgen  dar; 
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die  Gleichung  F(x)  =  0  hat  m— 2i  reelle  und  2*  complexe  verschic- 
deuc  Wurzeln.    So  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Die  Gleichung  /(ar)  =  0  hat  soviel  verschiedene  Paare  com- 
plexer  Wurzeln,  als  die  Reihe  der  letzten  Cocfficienten  der  Sturm- 
scheu Fuuctionen  zweiter  Gattung  Zeichenwechsel  enthält." 

und  als  einfache  Folgen  desselben  die  weiteren  Sätze: 

1)  „Die  Reihe  der  letzten  Coefficienten  der  Sturm'schen  Func- 
tionen  zweiter  Gattung  kann  höchstens  ö  Zcichonwechsel  haben." 

und 

2)  „Die  Gleichung  F(x)  ^  0  hat  nur  reelle  Wurzeln,  wenn  die 
letzten  Coefficienten  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung 
sämmtlich  positiv  sind." 

Die  erste  und  zweite  der  oben  von  den  Functionen  Fn{x)  nach- 
gewieseneu Eigenschaften  bestehen  noch  fort,  wenn  statt  F'(r)  als 
erster  Divisor  irgend  eine  ganze  Function  (m  — l)tcn  Grades  F^ix) 
vcnvendet  wird;  es  ist  nur  vorauszusetzen,  dass  F^(x)  mit  F(x)  keinen 
gemeinsamen  Praetor  habe,  wenn  alle  Wurzeln  von  F(t)  =  0  ungleich 
sind,  —  dass  der  grösste  gemeinsame  Factor  von  F^{x)  und  F{x)  aber 

=*=  ( 1 )( 1 )  •  ( 1 )    ist,   wenn    die   Wurzeln   a-,4.i, 

Ä'r+2, ...  sTm  Wiederholungen  der  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
j*!,  a'j, ...  xr  sind.  Stimmt  ausserdem  für  alle  reellen  Wurzelwerto 
von  F(x)  =  0  Fi{x)  mit  F\x)  im  Vorzeichen  überein,  so  besitzen  F 
und  Fl  auch  die  in  3.  angegebene  Eigenschaft,  und  es  bleibt  daher 
für  die  aus  F  und  F^  abgeleiteten  Sturm'schen  Functionen  zweiter 
Gattuug  der  Sturm'sche  Satz  gültig*). 

Die  wirkliche  Herstellung  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter 
Gattung  durch  wiederholte  Division  nach  dem  Schema  (3)  würde  sehr 
mühselig  sein.  Man  bedient  sich  zweckmässiger  folgenden  einfachen 
Verfahrens*),  welches  Herr  Prof.  Stern  in  seiner  Vorlesung  „Die 
Theorie  der  numerischen  Gleichungen"  zu  entwickeln  pflegt. 

Es  sei 

F(x)  ==  «00  +  «Ol  ^  +  «02  ^'*  +  •  ••  +  «0«  ^"*  ufld 

i^i(«)=  OlO+«ii^+«J2^^+   ••  +«im-ia:'«-l, 

so  wird  der  Quotient 

«00    1     «Ol  «10         «00  «11 

'h  =  "   i r-v a-, 

«10  «10 

und  es  kann,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  F^{x)  in  die  Form*) 
gesetzt  werden 


8 
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F,(a) 


«10 


Oqo   0       0,0 
Ooi   «10  «11 

%t  <hi  «18 

«00        0 
«Ol        «10 


«10 


«00  0     oio 

«Ol   «JO   «11 
«08   «12  «18 


«10 

«11 
«On'l-2  «iH^l  «in-|>2 


'       .        «10* 


.aj-j-  ... 

«00    ^  ^10 

«Ol     «10  «11 

«Om  «i«!— 1  0 


.a; 


in~2 


Das  Yorzeicheu  von  F^{x)j  welches  uns  allein  interessirt,  wird 
durch  den  allen  Coefficienten  gemeinsamen,  wesentlich  positiven  Factor 

— s  nicht  beeinflusst;  wir  dürfen  ihn  daher  unterdrücken  und  für 

«10* 

FjC«)  schreiben 


F^{x)  =  S 

0,m—2 


«00         ^  «10 

«Ol         «10         «It 
«bNi2  «infl   «in4^2 


.«' 


oder 


F^ix)  ^  £     {(«(H)«io)«lii+2+ («oi«io  —  «00«ll)-«lH  H  +  (—  «10*)-«0H  f  2}«^ 
0,m-2 

also,  wenn  mit  A^  j?,  C  die  Grössen  bezeichnet  werden 


A 
B 
C 


==  «00  «10? 

=*  «Ol  «10  ■"  «00  «111 

="—«10*? 


(5) 


ifj(a;)==  2?    {-4.ain-H2+-B.aiH-f-l+Coo»»f2}«*. 

0,m-~2 


Diese  Gleichung  giebt  die  Regel  für  die  Bildung  der  Coefficienten 
von  F^{x)  an: 


Vi 


Man  erhält  den  Coefficienten  von  x^  der  Sturm'schen  Function 
zweiter  Gattung  F^{x)^  wenn  man  die  Grössen  A^  B  und  C  beziehent- 
lich mit  (iin+2,  «iM-i-i  und  aon-i-2  multiplicirt  und  die  Summe  dieser 
Producte  bildet." 

Es  werde  danach 

^»(«)  =  «80  +  «il«  +  «M^*+  -  +«2m-2«"'"^ 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  ganz  ebenso,  wie  in  Gleichung  (5)  FJ<^x)  dar- 
gestellt wird,  dass 

2^3(0;)=:  Z  M'.a2H+2  +  B'.a,H+i  +  C".(ijn+2}«'^ 

0,m— 3 


ZU  setzen  ist,  wenn 
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A'  = 

«ho«» 

B'^ 

«11*»- 

-«lO«« 

C'  = 

-V 

ist  Es  mag  dies  genügen,  um  das  allgemeine  Schema  zu  veranschau- 
lichen, nach  welchem  die  Coefficicnten  aller  Stürmischen  Functionen 
zweiter  Gattung  aus  den  bekannten  Coefißcienten  von  F(x)  und  F^^x) 
allein  durch  die  Operationen  des  Multiplicirens  und  Addirens  gefunden 
werden. 

Litteratur: 

1)  Die  in  der  Einleitung  pag.  41.  angeführte  Abhandlung  von 
Sturm  enthält  alle  vorstehenden  Sätze,  bezogen  auf  die  „Sturm'schcn 
Functionen." 

2)  vergl.  Leesekamp  „Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen mit  complexen  Wurzeln."  Göttingen  1867.  Der  Verfasser 
erwähnt  weder  bei  diesem  Verfahren,  noch  in  den  §§  4—7,  8  erste 
Hälfte  und  9—11,  dass  der  Inhalt  derselben  der  erwähnten  Vorlesung 
des  Herrn  Prof.  Stern  entnommen  ist 

Ein  anderes  Verfahren  für  die  praktische  Berechnung  schlägt 
Heilermann  vor:  „Ueber  die  Reste,  welche  bei  der  Anwendung  des 
Sturm'schen  Satzes  vorkommen."  (Grelle.  Bd.  43.  pag.  43.  1852.), 
Die  Ableitung  dieser  Methode  ist  sehr  umständlich,  und  sie  selbst 
dürfte  in  der  leichten  Handhabung  wohl  kaum  die  oben  mitgeteilte 
Methode  übertreffen. 

3)  Diese  Form  des  Restes  giebt  auch  Sylvester:  „On  a  Theory 
of  the  Syzygetic  relations  of  two  rational  integral  functions"  (Philo- 
sophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London.  June  1853.) 
im  art.  3.  pag.  418. 

Ich  bemerke  hier  ein  für  allemal,  dass  die  litterarischen  Nach- 
weise sich  stets  auf  die  entsprechenden  Untersuchungen  über  die 
„Sturm'schen  Functionen"  beziehen. 


§2. 

Es  soll  an  der  Annahme  festgehalten  werden,  dass  die  Wurzeln 
oTr+i,  av+2, ...  xm  irgend  welche  Wiederholungen  der  unter  einander 
verschiedenen  Wurzeln  o*],  X2y ...  ar^  bilden;  der  besondere  Fall,  dass 
F(x)  nur  ungleiche  Wurzeln  besitzt,  leitet  sich  hieraus  ab,  wenn  man 
r  '^^  m  setzt    Wir  wählen  zum  ersten  Divisor 
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nnd  verstcben  nnter  T^ix)  einstweilen  eine  beliebige  ganze  Function 
(r — l)ten  Grades,  die  jedoch  mit  F(x)  keinen  gemeinsamen  Factor 
haben  darf. 

Das  System  (3)  gicbt  diese  Gleichungen 

F(x)  a? 

=  01  — 


FM 


\Fi{x)J 


F,(X)  S!« 

F,{x)  =  ««  - 


(Ft{x)\ 
\Fi(x)) 


Fr-2(x)  x> 

Fr~l{x) 


/Fr-l(«)\ 
\  Frix)  } 

Fr-l(x) 


Fr(x) 


""«Zn 


ans  denen  sich  der  Sturm'sche  Kettenbruch  zweiter  Gattung  zusam- 
mensetzt 

...  Fix)        T(x)  X*        , 

<«>  f:(x)-7^)=^^-ä,--- 


.— ~,       (r        m), 

odor  mit  Zahülfenahme  der  Stern'schen  BezeichnuDgsweise  ^) 

F(x)  _  Tixl  _ 

Zugleich  sieht  man,  dass 
und  folglich 

V«;         2^  =Q'l9r;      ^   — «Zaffr;      ...    Y  =qnY\qr\      ...   "y ~  =   (^f 

ist.    £s  besteht  aber  allgemein  die  Relation  qnqr  =»  qrqn  nnd  daher 
folgt  aas  (7) 
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Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Verhältnisse  der  bei  der  Ent- 
wicklung des  Kettenbrucb8/(<?i2r)  auftretenden  Reste  zu  dem  letzten 
unter  ihnen  d.  i.  der  Functionen  —2\  — Tj,  — jfg,  ...  —  T,.  zu  der 
Constanten  —  2V  gleich  sind  den  Zählern  der  Näherungswerte  von 
^(^rgfi),  diese  in  umgekehrter  Folge  genommen. 

Die  Division  durch  die  Constaute  7V  beeinfiusst  die  Zahl  der 
Zeichenwechsel  und  Zeichenfolgen  in  der  Zeichenreihe  von  T,  7i,  Yg, 
...  Tr  nicht,  daher  der  Satz 

1)  „Die  Zähler  der  Näherungswerte  von  fiqrqt):  qrQi'^  (Zr^gj — 
9r3»— i;  5r;  li  sind  der  Reihe  7\  7\,  Tg, ...  YV,  also  nach  §  1.  auch 
der  Reihe  F,  Fj,  /i, ...  JFV  äquivalent,  d.  h.  beide  weisen  für  denselben 
reellen  Wert  von  x  die  gleiche  Zahl  von  Zeichenwechseln  auf." 

Die  Coefficienten  cth,  ßn  des  Qnotieuten  qn  nehmen  um  so  com- 
plicirtere  Werte  an,  je  grösser  n  wird;  es  ist  deshalb  für  die  prak- 
tische Berechnung  von  Bedeutung,  dass  der  so  eben  für  die  Zähler 
der  Näherungswerte  von  f(qrqi)  bewiesene  Satz  auch  für  die  Zähler 
der  Näherungswerte  von  /(q^qr)  gültig  ist.  Man  sieht  zunächst  aus 
den  Gleichungen,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Zählern 
der  Näherungswerte  von  /(q^qr)  ausdrücken, 

qiq%  =  <?2  •  (Zi  «1  —  a;* 

qiqz  =  93(Zi<Z2"-a^*  <Zt<zi 


(Zl^wfl  =  (?«|l.<Zi<Zii  — ic-.gr,5„-i 


3l  qr  =^  qr-  </i  qr-l  —  «*.  3i  (/r-2, 


dass  die  erste  und  zweite  der  für  Stürmische  Functionen  charakteri- 
stischen Eigenschaften  auch  von  der  Functionenreihe 

qiqr\   q^qr-,    ..  fZj(Z2»   qi\   i 

gelten.  Ferner  hat  die  Gleichung  q^  qr  =.  0  dieselben  Wurzeln  wie 
jP(ic),=  0,  da  beide  Functionen  qiqr  und  T(x)  sich  nach  Gleichung  (7) 
nur  durch  den  constanten  Factor  TV  unterscheiden,  und  endlich  ist 
in  Folge  der  Relation 

qiqn-qiqn-l  —  qiqH-qtqn-l  =— a;2(«-l) 

auch 

E.  ^_L  ^  Ml  ^  9i^r~-i.  q^qr  ^    gl  qr-l  -  <zi  qr 

Fl     '  T'j         q^qr        ^igr-L^Zg^r        3i^<''^^  +  qiqr .q^qr-l 

Diese  Gleichung  zeigt  aber,  dass  das  Product  qiqr-i.qtqr  und  somit 
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anch  der  Qaoticnt  -*-■—    in    der   Nähe    eineg   Worzelwertes   von 

F 
q^qr  —  0  (odcr  7*«=  0)  im  Vorzeichen  mit  ^  flbereinstimmt     (Der 

Wnrzelwcrt  a; »  0  ist  durch  die  Yoranssetzangen  im  §  1.  ausge- 
schlossen). 

Wir  erhalten  hiemach  den  Satz: 

2)  ,,I>ie  Zeicheoreihe  der  FuDctioncn  <7]</r',  gi^r-i; ...  q\q%\  q\\  1 
ist  der  Zeichenreihe  der  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung 
jP,  Fj,  ...  Fr  äquivalent" 

Hat  also  jP,(a:)  für  alle  reellen  Wurzelwerte  von  F(x)  =  0  mit 
y'\^)  gleiches  Vorzeichen,  so  gilt  von  den  Zählern  der  Näherungs- 
werte des  Kettenbnichs  /(^j^r): 

(9)  1;     q^\     q^q^\     ...  q^qr 

der  Stürmische  Satz  ^). 

Aus  Satz  1)  und  2)  zieht  man  mit  Sylvester  ^)  den  interessanten 
Schluss,  dass  die  Zähler  der  Näherungswerte  yonf{q^qr)  und/((?r5i) 
äquivalente  Zeichenreihen  liefern. 

Für  die  Zeichenreihe  aj=-j-oo  kommt  nur  das  Glied,  welches 
die  höchste  Potenz  von  x  enthält,  in  Betracht.  Der  Goefficient  des- 
selben in  q^qn  ist  glcich  dem  Zähler  des  Kctteubruchs 

P2  —  ^ 


ß 


n 


und  wird  daher  nach  dieser  Regel  gefunden:  „Man  lasse  aus  dem 
Producte  ß^^ßt-ß^  ...  ßn  irgend  ein  Paar  oder  eine  Anzahl  Paare  auf 
einander  folgender  Grössen  ßi.ßi-^i  fort  und  bilde  die  Summe  der  so 
erhaltenen  Glieder,  nachdem  man  diejenigen  mit  negativem  Zeichen 
vorsehen  hat,  welche  durch  Weglassung  einer  ungraden  Zahl  von 
Paaren  ßi-ßi^i  entstanden  sind." 

Dieselbe  Summe  von  Gliedern  wird  aber  auch  durch  die  Deter- 
minante 


ßl 

1 

0 

0  ...  Oj 

1 

ft 

1 

0  ...  0 

0 

1 

ft 

1  ...  0 

0 

0 

1 

ßl  ...  0 

0 

• 

0 

■        • 

0 

■      •      • 

0  ...  ßn 
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dargestellt,  so  dass  wir  den  Satz  aussprechen  können: 

„Die  Gleicharg  F(x)  =  0  besitzt  so  viele  verschiedene  Paare 
complexer  Wurzeln,  als  in  der  Reihe  der  Derminanten 


1;   ft; 


ßx    1 
1    /J, 


ßi   1     0 

;   ... 

/3t    1     0  ...  0 

1  ft  1 

1     ft     1  ...  0 

0    1    ß. 

0    1    /Sa  ...  0 

0     0      0  ...  ßr 

ZeichcDwechsel  vorkommen." 

Da  diese  Ausdrücke  für  die  höchsten  Coeiücienten  weit  com- 
plicirter  sind ,   als    hei  dem  gewöhnlichen  Sturm'schen  Kettenhruch 

5i ,80  kann  die  merkwürdige  Tatsache  '),  dass  höchstens 

die  Hälfte  der  Coefficientcn  ß^^  ß^^ ...  ßn  negativ  sein  kann ,  für  den 
Stnrm'schen  Kettenbmch  zweiter  Gattung  nicht  gefolgert  werden. 

Hier  ist  die  Zeichenreihe  a;  ==?  0  die  einfachere;  für  a:  =»  0  redu- 
ducirt  sich  q^qn  auf  die  Constante  a^.or^...  a,i.  Die  Zeichenreihe 
(a;  =s  0)  ist  daher  die  der  Producte 

sie  enthält  also  eben  so  viele  Zeichenwechsel,  als  unter  den  Coeffi- 
cienten 

1,      Cfi,      »2»      ^3i   -   ^r 

negative  vorkommen,  eben  so  viele  Zeichenfolgen,  als  positive. 

Dieselben  Erwägungen,  durch  welche  man  die  Regel  des  Cartesius 
als  eine  Folge  des  Fourier'schen  Satzes  erweist,  führen  bei  dem 
Stnrm'schen  Satze  zu  dem  entsprechendem  Ergebnisse: 

„Es  hat  die  Gleichung  F(x)  =»  0  höchstens  so  viele  verschiedene 
reelle  positive  Wurzeln,  als  Zeichenwechsel  und  höchstens  so  viele 
verschiedene  reelle  negative  Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  in  der  Reihe 
der  Constanten  Glieder  der  Stnrm'schen  Functionen  s^eiter  Gattung 
nnd  der  diesen  äquivalenten  Functionen  auftreten." 

Insbesondere  ist  also  ^ie  Zahl  der  verschiedenen  positiven  Wur- 
zeln von  F{x)  nicht  grösser,  als  die  der  negativen  Grössen,  die  Zahl 
der  verschiedenen  negativen  Wurzeln  nicht  grösser,  als  die  der  posi- 
tiven Grössen  in  der  Reihe  1,  a^,  «s,  ctj,  ...  ar. 

Die  Functionen  F^  i^, ...  Fr  lassen  sich  sämmtlich  durch  F  und 
F^  und  die  Näherungswerte  des  Stnrm'schen  Eettenbruchs  zweiter 
Gattung  ausdrücken^).    Substituirt  man  in  die  Gleichung 
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<i<ln  und  q^q«  aus  (7)  die  Werte  ~  und  7^1  so  crliäU  maa  die 
:bung 

*a(-l>/;(ir)  =  F,(x).qtq«.i-F(x).q^q«-J. 

Btie  wir  zu  dou  woiteren  Unters uchangoa  Ubergoben,  welche  aicli 
ie  FandameutaUorinel  (10)  anschiicssou,  soll  noch  gezeigt  werden, 
lic  Modificatiouen  die  aufgestelltcu  Sitze  erleiden,  wenn  bei  der 
F(^ 

ICD  genommen  wird ').    Die  Gleichungen  (3)  werden  dann  durch 
ndc  ersetzt 


Jtr-l  =  Qr.Ilr 

Quotienten  Q  sind  wieder  lineare  Functionen  von  x,  ond  allgemein 
er  Kest  Bh  vom  Grade  r — ».  Vergleicht  mau  dies  neue  System  , 
Gteichnngen  mit  dem  früheren  (3),  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

q, — Qf,     n, — /i 

q, (3.;      n,=-\-F, 

5ä-+«i;     ^ — -f« 

imein 

V^„  =  (-1)"-I.Q„;     Ä„==(-l)"ä     .F„M. 

Entwickelt  man  also  ^ ,-  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  in  einen 
enbruch 

«'i  _<,,  +  ! 
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and  bezeichnet  die  auftretenden  Reste  mit  R^^  R^  ...  Ru^  so  erhält 
man  die  Stürmische  Fanction  zweiter  Gattung  F»(x),  wenn  man  den 

Rost  Rn  mit  ( — 1)    2      —  den  Stürmischen  Teilnenner  zweiter  Gat- 
tung 5«,  wenn  man  Q«  mit  (--l)"-i  multiplicirt. 

Wir  halten  uns  im  Folgenden  an  den  Sturm'schen  Eettenbruch 
zweiter  Gattung. 

Litteratur. 

1)  vergl.  Stern  „Theorie  der  Kettenbrüche"  (Grelle  Bd.  10.  1833. 
pag.  1  ff.);  in  den  §§  3,  4,  6,  8  und  9  findet  man  die  weiterhin  be- 
nutzten Relationen,  welche  für  den  allgemeinen  Kettenbruch 

*' +«:+»' . 

gelten, 

q^qn .  9s(/m~1  —  qiqu-l .  q^qn  =  ( —  l)*  ./>«  -Ps  ...  pn» 

2)  Sturm:  „Demonstration  d'un  Th^ordme  d'algöbre  de  M.  Syl- 
vester*' (Liouville:  Journal.  T.  7.  pag.  356). 

3)  Sylvester:  „On  a  remarkablc  Modification  of  Sturm's  Theo- 
rem'' (Philosophical  Magazine  June  1853.  pag.  446.  July  1853.  pag.  14). 

8  3. 

Aus  der  Gleichung  (10)  ersieht  man,  dass  sich  stets  drei  ganze 
Functionen  von  x  ^m-n(a:),  ^n-i(«)  und  t^n-2(a;)  bez.  vom  Grade 
m — n,  n — 1  und  n  —  2  SO  bestimmen  lassen,  dass  sie  der  Functional- 
gleichung 

(11)  a:2(«-l)^^^^(a,)  =  Fi(a:).(jp„-i(a-)-i^(ar).V^H-2(ar) 

Genüge  leisten;  man  hat  nur  nötig, 

(12)  ^«-^  =  An-i .  2^w(«) ;      q^n-^l^ln-l.qiqn-l',      t^'«-2  =  A«-i.gig„^2 

zu  setzen,  wo  mit  Xn^i  eine  constante  Grösse  bezeichnet  wird. 

Es  lässt  sich  aber  weiter  zeigen^),  dass  die  Gleichung  (11)  nur 
diese  eine  I^ösung  besitzt;  man  erhillt  nämlich  durch  Elimination  von 
Fi(x)  aus  (10)  und  (11): 
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I)ie  linke  Seite  dieser  Gloichnng  ist  teilbar  durch  jc^«*^),  die  rechte 
ifTithält  dagegen  höchstens  den  Factor  ar^**-^,  da  F(x)  nach  Yoraus- 
iM;t7.ung  (i  \)  nicht  durch  x  oder  eine  höhere  Potenz  Yon  x  teilbar 
und  der  Klammerausdruck  rechts  nur  vom  Grade  2n— 3  ist  Es 
mOssen  also  notwendig  beide  Seiten  der  letzten  Gleichung  «  0  sein, 
und  daraus  ergiebt  sich  der  in  den  Gleichungen  (12)  ausgedrückte 
Satz,  dass  die  Functionen  ^,  ^  und  ^  sich  bez.  von  FJ^x)^  9t9M-] 
und  (Mn-x  nur  durch  ein  und  denselben  constanten  Factor  unter- 
scheiden können. 

Dor  gemeinsame  Factor  von  Fi^x)  und  Fyf^x) 

\  »"r+l/  \  Xr\1J         \  Xm) 

ist,  wie  die  Gleichung  (11)  zeigt,  auch  ein  Factor  von  ^m-n;  wir 
setzen  daher 

^n.^n{^)  «  (l  -     ""  )  (l  -  --)    ••  (l  ~r  V  ^--f^) 

utid  haben  dann  statt  (11)  die  reducirte  Gleichung  zu  lösen 
(U*)  tt;2(»»-i)©r-«(flr)  ==  liix) .  (rH-i(aj)  —  r(a;)  .tf;«-2(«) 

DioRO  ist  entsprechend  der  Gleichung  (10*)  nur  gttltig  fttrn=2,  3,  ... 
r-|-l,  woim  man  für  n  «  r-|-l,  Ör-M  gleich  Null  setzt;  sie  verliert 
ihre  Dcdoutuug  für  n  «=--  0  und  n  =  1. 

Wir  nehmen 

e..W...r(x)»(i-9(i-Jj...(i-^J 

und 

e,-i{x)  =  r,(a;). 

Die  Partialbruchzcrlogung  des  Quotienten  -~-t  liefert  die  Formel 


—  Z 


r(,)  ^irix^)  ^_x; 

in  welcher  der  erste  Partialbruch  als  Bildungstypus  für  die  fibrigen 
hinter  das  Summonzolchen  geschrieben  ist    Bezeichnen  wir  den  (^uo- 

tk'tttou  „.!'*.  lur  Abkflnung  mit  tt 
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SO  wird 

(13)  »,-,(x)  -  r,W  =  -  i''  ■  r---: 

Wir  setzen  ferner  nach  Analogie  mit  den  Sylvester'schen  Functionen  2)^ 
nur  xk  mit  - ,  ik  mit       vertauschend, 

Xk^  Xk 

e..«=,.-.M«:*e_y(-:.)(-^,)-('-ä- 

a-lÄ^a^-g      Vlirgirs/     \  Xj\  Xj        \  Xr) 

9 

DDcl  allgemein 
(U) 

"^  '      ^       '      x^x^,..Xn    \xt3r2     a-w/   \        flCw  +  i/V        a*n+2/      \        av/ 

Hier  ist  ^( ...~  )  das  Product  der  sämmtlichen  Differenzen  von 

\X^X^        XnJ 

je  zwei  der  Grössen    -.      ,  ...  —    und  das  Summenzeichen   bezieht 

a-j      x^  Xn 

sich  auf  alle  Combinationsformen  der  nten  Classe  aus  den  Elementen 
Entsprechend  der  Formel  (14)  setzen  wir 

(15)  vk-.w  =  (-i)«->^j^?^;x 

Xj^.X^   ...  Xti—l 

Xd/'i^...-^Vfl-^-Vl--V..fl--^^ 
^    Xx^Xi'     xn^i)    \        xj\        xJ       \        a-w-1/ 

besonders  auch  mit  Rücksicht  darauf,  dass,  wie  bei  den  Sylvester'schen 
Functionen  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  öi_ti 
und  <rn,  so  hier  die  constanten  Glieder  von  6r-n  und  q>u  dieselben 
Werte  haben. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  Zugrundelegung  der  Werte 

(14)  und  (15)  für  0  und  g>  die  Differenz  aP(*'-^)er^n(x)—Ti{x).ifn~i{x) 
durch  T(x)  teilbar  ist;  hierzu  genügt  aber  der  Nachweis,  dass  jene 
Differenz  für  irgend  einen  Wurzelwert  von  F(x)  =  Oy  etwa  für  x=Xj^ 
verschwindet,  da  sie  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  xj, 
x^,  ...  Xr  darstellt.    Man  findet 

Teil  un.  a 


J«, 


^ 
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'•.".. -•U.-?.)-(.-j;) 


Vw-l(afi) 

und 


=  (_l)„-,2:?i::^.d(l...M7l-^')...(l-^') 


«_(..)=  (_i)«i;i.i--i=.d(li  ...i_y(i_ ^\ ...(i_':A 


(-1)" :: 


fl  \  a*«/       \  a^r/  «  «2 ...  fn 


a-,2(»»-l) 


drg...XM 


X 


x'(i-4.)-('-ä--(' 

daher  a'i2(ii-i)^^_^(a.j)«7'^(a.j).g>„.i(a.j)  w.  z.  b.  w. 


Xn) 


Es  18t  also  ,'     , eine  ganze  Function 

1{X) 

und  zwar  (n— 2)ten  Grades;  damit  ist  aber  bewiesen,  dass  die  Aus- 
drücke (14)  und  (15)  die  Gleichung  (11*)  befriedigen. 

Man  bemerke,  dass,  wenn  die  Wurzeln  a*,+i,  a•r^2, ...  a^m  Wieder- 
holungen der  unter  einander  verschiedenen  Wurzeln  ar„  a;^, ...  ^r  sind, 
und  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  für  solche  Werte  von  n,  welche 
>^r  sind,  die  Ausdrücke  für  ^m^n  und  tpn  identisch  »0  werden. 
Umgekehrt  zeigt  also  das  Verschwinden  der  letzten  oder  mehrerer  der 
letzten  Functionen  ^  und  fp  das  Vorhandensein  gleicher  Wurzeln  an. 

Die  Werte  (14)  und  (15)  für  die  Functionen  ^  und  <)p,  welche 
wir  die  Sylvester'schen  Functionen  zweiter  Gattung  nennen  wollen, 
kann  man  noch  in  eine  andere  Form  setzen,  wenn  man  beachtet,  dass 

!•(•*  -".12 
ist.    So  findet  man  leicht 


(14*) 


*      Wr-«(«1        ^m— h(x) 


T(X) 


F(x) 


x^x^..jrn     Via-,     Xn)     L_^\L__^\^L 

_    r  ^(x^X^.,.Xn)^ 1 

-  Zi^^  ...  tn  (a.jXg...a'n)2(H-l7'(a;— a-i)(a:  — a-,)...(a;'-~arH) 


X 
Xh 


) 


..kli 
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(15*) 

Es  bedarf  zur  Lösung  der  Aufgabe,  Fn{x)  und  5ig»»-i  selbst  durch 
die  Wurzeln  der  Gleichung  /'Xa-)  =  0  darzustellen,  noch  der  Bestim- 
mung des  constauteu  Factors  An-i.  Mau  erhält  zunächst ,  wenn  man 
aus  den  beiden  Gleichungen 

x2(«-i) .  ^m-n(ir)  «  F^  {x) ,  (pn^i(x)  —  F(x) . t/;„^2(a;) 
a:2~.^«,_n-l(x)  «  Ji(a-).  <p„(a;)~-F(aj).i(;«-i(a:) 

die  Function  F^(x)  eliminirt  und  auf  der  rechten  Seite  des  Resultates 
für  9  und  i/;  ihre  Werte  aus  (12)  substituirt, 

a,2(«-l)  ( ^„,.„(a:)  .  (f„(x)  —x^ . '^«_„_i(a;) .  <JPh-i(«) } 
=  F(x) .  A» .  Am-1  {öi3m-i  •  üfQn  —  (7i<Zh  .  <Za<ZM-i } 

oder  nach  einer  schon  im  §  2.  benutzten  Formel  aus  der  Theorie  der 
Kettenbrüche 

«2C»-l){^«»-n(ar).  (Pu{x) - x«. -^,n-,.-l(x) . (fn-lix)]^  F(a?).A„ . A„-.i.a;2r»»-l) 

Heben  wir  den  Factor  a;2(»-i)^  und  setzen  a;=0,  so  reducirtsich 
F(x)  auf  das  constante  Glied  aq  » 1,  und  v.'ir  erhalten 

Ah  .  Am-1  =  ^»«— ii(0)  .  (Ph(0) 

oder 

(16)  An.An~l=-fn^ 

wenn  die  Constante 

mit  In  bezeichnet  wird.    Die  Hecursionsformel  (16)  gestattet,  An  durch 
die  Grössen  |m,  |n-.i,  ...  fi  und  Aq  auszudrücken;  nach  Gleichung  (13) 

ist  aber  t^-=—  2~   und  ^m-i(a:)  =  -Pi(a:),  also  A^  =•  1,  daher 

^1 


und  allgemein  ^) 


*2  —  t  2  »        *3  —     t  2 


(17)      A2«  =  FT"^9     t        ~i\      A2nfl  —         t~2~t~2      c„  2 


2* 


WeHdlaiidl:   hie  S'iirm's. I,e»   F<u,cl!o,ien  :weiUr   CalluHf,. 

die  CocfficicDteii  von  F(t)  roeÜ  siod,  90  sinil  auch  die  Grössen 
duun  sio  sind  rationale  sy  nunc  tri  scbe  FuuctiouoD  der  Wurzeln 
. .  Tr  und  demnnch  auch  ralioualo  Fuiictioueu  der  Coofficicntcn 
■)■ 

untersclicidet  sich  also  S„,-h(j-)  von  /'(i)  und  <rH-i(ir)  von 
JDf  dureb  einen  vüu  x  unabhängigen,  wesentlich  positiven 
tu-i,  so  dass  wir  mit  Kücksicht  auf  den  Satz  2)  des  vorigen 
|)hen  den  ueuen  Satz  aussprccUcn  können: 

sitzt  f,(j-)  für  alle  reellen  Wnrzelwerte  von  f'(x)  =0  mit  F'(r) 
Vorzeichen,  so  könueu  die  Sj'lvcslcr'schcn  Functionen  zweiter 


nu'schen  Functionen  zweiter  Gattung  snbstitnirt  werden," 

dem  Ijesouderen  Falle  F/x)  =  F'(i)  drückt  (Gleichung  (4))  ik 
oft  -tt  unter  den  Wurzeln  von  F[j:}  =  0  vorkommt,  und  man 
mn  statt  der  Formeln  (14)  uuil  (1!>)  sich  der  folgenden  be- 

-<-)"^i.'(U->J('--i)('-^)-('-:) 
x('-J.)-('-i)- 

,n  nnr  die  Summe  auf  alle  Combinationsfornion  «ter,  bez.  (n— l)tor 
DS  deu  m  Elementen  x„  x^,... i,a  erweitert.  Denu  diese  nonen 
ke  stimmen  mit  (14)  und  (15)  unmittelbar  fOr  den  Fall  Qber- 
>9  sämmtlicho  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)  ■=  0  verschieden 
ithalt  aber  die  Gleichung  F(r)  =  0  mehrfache  Wurzeln ,  so 
indeu  in  den  obigen  Summen  so  viele  Glieder,  dass  man  auf 
ereu  Formeln  (14)  und  (15)  zurOckgelangt 

Cocfficient  der  höchsten  Potenz  in  9«,-«  ist 
•,W  ist 


(ii^j  ..-(„)>'  Vj.f^   I«; 
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Es  giebt  also  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

(19)1;    2;f,;     £s,s,ö(~^l^'',    •  •  •  -^^i^s-.*.^  (^^7^  ..  ^J 
wie  in  der  Reihe 

(20)    1;     i:;\;     £^^\s(^-%    ...  Z-^'-^M-'- J'Y 

nach  §  1.  die  Zahl  der  verschiedenen  complexen  Wurzelpaare  von 
F{x)  =0  an  -) ;  beiläufig  kann  man  hieraus  die  Folgerung  ziehen, 
dass  die  Grössen  (19)  und  (20)  äquivalente  Zeichenreihen  bilden. 

Litteratur. 

1)  siehe  Sturm  §  2.,  2) 

2)  Sylvester:  „Memoir  on  Rational  Derivation  from  Equations  of 
Coexistence"  (Philosophical  Magazine  December  1839,  pag.  438.) 
drückt  zuerst  die  Stürmische  Function  Fn{x)  und  q^qn-i  durch  die 
Wurzeln  von  F(x)  =»0  aus.  —  In  seiner  „Theory  of  the  Syzygetic  rela- 
tions"  (siehe  §  1.  3))  behandelt  Sylvester  den  allpomeinen  Fall,  dass 
der  erste  Divisor  eine  ganze  Function  beliebigen  Grades  ist  (Section 
II) ;  er  specialisirt  die  allgemeinen  Formeln  in  Section  III,  besonders 
im  art.  35  und  36. 

3)  Hattendorf  stellte,  wie  schon  in  der  Einleitung  hervorgehoben 
wurde,  die  Formeln  für  den  Fall  auf,  dass  F{x)  =  0  auch  mehrfache 
Wurzeln  enthalte. 

§4. 

Im  letzten  Paragraphen  sind  die  Ausdrücke  für  die  Functionen 
^  und  gj  nach  Analogie  mit  den  Sylvester'schen  Functionen  aufge- 
stellt, und  es  ist  nachträglich  gezeigt,  dass  sie  der  Functionalglci- 
chnng  (11*) 

a:2(n-l) .  Sr-n^x)  =  T^{x) .  ^n^\{x)  --  T{x) .  i/;„-2(a:) 

genügen.  Man  kann  aber  auch  direct  von  dieser  Gleichung  aus  die 
Werte  von  ^  und  t/;  ermitteln. 

Aus  (11*)  folgt  nämlich,  dass  für  x  =  ^j,  a-g  ...  xr 

ar2(n~l)0,.„(a:)  =  T^(x) .  rpn-i{x), 
mithin 
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Es  sind  uns  also  von  der  gebrochenen  Function  m  =  ^^*\  .  r  bo- 
sondere  Werte  bekannt 

und  diese  bestimmen  sie  vollständig;  denn  ihr  Zähler  ist  vom  Grade 
r  — »,  ihr  Nenner  vom  Grade  n — 1,  somit  überhaupt  r-\-l  Constante 
unbestimmt,  von  denen  eine  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf. 

Die  Function  u  ist  nun  gegeben  durch  die  von  Cauchy  *)  aufge- 
stellte Interpolationsformel,  welche  für  den  Fall,  dass  der  Zähler 
eine  ganze  Function  (r  —  ?i)ten,  der  Nenner  eine  ganze  Function 
(n  — l)ten  Grades  ist,  folgende  Form  annimmt: 


.- j. (afi— a-nfl)...(a-i— gr)...(g-H— gM+i)»..(a'H— ar) 

^     '        **         51       '  (g^— a:)(a-g — ^g)...(a-M^i— a? ) 

-  j.tij...  w--(^^ — a-»)...(aTi— ar)..  (a-H-1— irn)...(a"»-i-a:r) 

Hier  ist  (Gleichung  13)) 
also 

Witt2...t^>i.(fl;— a-n-fi)...(3r— ay) ( — l)»"* 

(j-j^— j-M+l)...(a-i— a:r)...(irH— Ä-M-|.i)...(irn— a-r)  ""  (ariia--^"  '  hh-'^**  X 
{(a-i— a-g)...  (a^  — a:*«  )^.^  (srn-i  —  a-jj»  •  -^X'«-!  —  a-n)  (a?  — a-w4i)...(a-~yr)} 

(a-ir2r..a-n)-'(«-l) 

^       (— l)***" hh-^n 

(X^x^  „Xr)*^-^  XiX^.^.Xn 

und  dem  entsprechend 

f*,.W2-«*w-i.(aJi — a;)(yg— a;)...(flrw~i — a:) 


(afi— a-M)...(ari— a:r)...(a:n-l— a-M)...(3'n-i — arr) 

x('-|)('-|)-('-jf^.) 
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Wir  sehen  von  dem  Zähler  und  Nenner  gemeinsamen  Factor 

(h~1)(m-2) 
(— l)(i»-l)r  (_1)  2 

T^ — —^ ah;  dann  hehält  der  Zahler  den  Factor 

(— iy.(-l)"-i.(— ir— =  — 1  und  wir  finden  schliesslich 

iit'irj->  i  n_  L ...  _i_y.  (i  _  -\ ...  (i  _  _^\ 

Da  aber  ffir  n  =»  0  Or-»(a;)  =  ^(ar)  ist,  so  mflssen  wir  setzen 

(.0,  «...,„_,-„..:El;i;i-.,(!-l-...l)'x 

x(i-^.)-('-J.) 

nnd  daher 

x(i-;-)-.(.-,i)= 

dies  sind  die  in  (14)  nnd  (15)  für  ^  nnd  <p  aufgestellten  Ausdrucke. 

Es  wird  sich  später  bei  einem  anderen  directen  Verfahren  zur 
Ermittelung  der  Functionen  ^  und  <p  zeigen,  dass  man  zuerst  den 
Wert  von  q>  findet.  Setzen  wir  aber  die  Function  q>  als  bekannt 
Toraus,  so  kann  man  ^  durch  folgendes  Verfahren*)  bestimmen, 
welches  nur  ans  dem  Grunde  schon  hier  seinen  Platz  findet,  weil  es 
für  die  Function  ^,  gleich  den  vorhergehenden  Methoden,  ihren  Aus- 
druck durch  die  Wurzeln  ar^y  x^.  ...  xr  giebt.  Man  kennt  nach  der 
Lagrange'schen  Interpolationsmethode  die  Function  Sr^n(x),  deren 
Grad  r—n  ist,  wenn  ihr  Wert  für  r— n-fl  Werte  des  a?,  etwa  für 
a5«x„,  ««a-M+i,  ...  x  =  xr  gegeben  ist  Nach  (11*)  ist  für  jede 
Wurzel  xk  der  Gleichung  T(x)  «-  0 

es  ist  aber  nach  (13) 

'•.<'.)-^('-'-)('-SM-e,)-('-,^M'-g) 

und  nach  (15) 
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)■ 


rleichaog  zeigt,  dass  der  Anadrack 
.^1!i^.-l{''J-)'(l-^)(l—'^-)...ll-') 

r— n-(-l  Wert«  von  i:ä  =  a-«,  =  xh^i,  =  rn^-s,  ...  i  =■  xr 
-u(z)  Übereinstimmt,  und  da  er  eine  ganze  Function  vom  Grado 

it,  90  ist  or  also  auch  der  Wert  von  Q,-„{x). 

Littcratur: 

Caucby:  „Analyse  algibr."  pag.  .^>28.  —  Liouville  bat  znerst 
Benutzung  der  Cauchy'scbeu  Formel  zur  Bestimmung  von  9 
aufmorkaam  gemitcbt  (siehe  die  in  §  3.  2)  erwähnte  Abhandlang 
irm  pag.  Üßl). 

Ich  verdanke  dieac  Methode  einer  Milteilung  des  Herrn  Prof. 

man  hat  dieselbe  bei  der  Sylvester'si;hcn  Function  #  noch 
1  Anwendung  gebracht;  dies  kann  aber  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
r,  geschehen. 

§5. 

ist  unsere  weit^'re  Aufgabe,  die  Functionen  9  nnd  q>  zu  cr- 
,  wenn  nur  f\{x)  und  die  Gleichung  F(x)  =  0  gegeben  ist, 
tVurzelu  uns  unbekannt  sind.  —  Man  lOat  dieac  Anfgabe  am 
sten,  indem  man  in  das  System  von  Gleichungen  (3)  für  Fn{x) 

Wert  aus  (12)      ,~- —  substituirt;  dann  geht  die  Glcicbang 

F^-^U)^q^.Fu{x)~x\F«^i{x) 
I  die  andere 

*"!-"-L>  =       *'^-_  j»  ^— — 1 

irch  Mnitiplication  mit  JH-a.ln-i-A..  in 
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Setzen  wir  <?M.An.A«-2  =  Cn,  spcciell  (Zi-^i  =  Qu  (Z3-^2=  Q2»  ^^'^ 
beachten,  dass  nach  (17)  allgemein  An-ivAn  =  |h^  ist,  so  wird 

und  daher  der  Algorithmus  für  die  ^  dieser: 


(23)  Ih*  .  ^«.-nf  l((r)  =  Qu .  i>m-n(a:)  -  x«.  fn-1* .  '«>m-«-l(«) 


|r-l2.'(^iM-rf2(a:)  =  Qr-l.^m-rf-lCa-)  —  X^.lr-a^.-^m-i^ic) 
|r*.^iii-r|l(a:)  =  Qr.^m-.r(Ä) 

Um  also  aus  zwei  auf  einander  folgenden  Functionen  ^m-nf  1  und 
^m-»  die  nächste  -^m-w-i  zu  bilden,  multiplicire  man  ^»»-«fi  mit 
iu^  d.  1.  mit  dem  Quadrat  des  constanten  Gliedes  von  ^m-»  und  divi- 
diro  dieses  Product,  welches  man  nach  wachsenden  Potenzen  von  x 
ordnet,  durch  die  ebenso  geordnete  Function  v>m-n.  Der  Quotient 
ist  eine  lineare  Function  von  x  und  der  Rest  giebt,  durch  — x^ln-i^ 
dividirt,  die  ganze  Function  {m  —  n — l)tcn  Grades  ^m-n-i(a:).  Diese 
Regel  gilt  von  ?*  «=  1  an. 

Die  Recursionsformeln  für  die  q>  ergeben  sich  genau  in  derselben 
Weise,  wenn  man  von  der  Relation 

<?i  3»  =  <?»  -'ii  5f«-i  —  ^^'  3i  (Z»»-2 
ausgeht.     Snbstituirt  man  in   in   dieser  (/i(Zh=— f^»    raultiplicirt 

An 

wieder  beiderseits  mit  An~2.AN.i.  An,  so  wird 


\ 


also 


(24) 


lo*-  Vi(a?)  =  Qt  •  <3Po(^) 

|„-i*.  (pn{x)  =  Q« .  <3Pfi-i(a:)  —  a;^.  Jm^.  <jPH-2(a:) 
|r-l*.9r(«)  =  Qi-.  g^r-lC«)  —  a:*-  ?r*.  Tr-2(a:) 

Ersetzt  man  endlich  in  der  Gleichung 

ÜH  fln  '=^  qn*  q%  qy%  -1  —  X^,  q^  ^n— 2 
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1 
1 


..  2 


1 
1 

J. 

a^2 


2 


1 
Xu' 


,r  «  —  1 


\X- 


^2 


i»-l 


iTn 


M-1 


und  ferner 

f j  €3 ...  f» 

< 

...                    1 

712*2  ...OTh    / 

v.)(- 

-ö-('- 

=  ^• 

1          ty    f  2  ^3  *"  '** 
Ä    a-j»»  a'2a-g...a-H 

^1 

d,  i. 

fl 

«» 

a^« 

a-« 

«1 

H 

fn 

't^ 

Xu" 

:-^.  ,  (L  i  ...'L\ 


en 


u-l 


'2 


n-1 


-       Xn«-1 


tu 


^-"(>-ö'."('-:i)"'4-ä 


mithin  nach  dorn  Multiplicationsthcorem 


(-1)«.^ 


^1 


^8 


-X,i-i 


i 


...   jljn— 2 
2: 


'''K'-s)  ""■4-?J"""-'('-l) 


!(;    Die  Sliirm'i-chtii   Funclioaen  imeiltr  Galtung. 

)etcriniiiaiito  zeriällt  in  n"  Determinanten,  die 
1  ■=  0  sind  mit  Ansnabme  der  1.2...  n  Detcr- 
nan  ans  der  folgondea  durch  PcriUDtation  der  Id- 
iblcitct: 


^-■'■(•-Ö"'H'-a 


0  {■ 
Hauten . 


1)"--"!.,".-   a's  die  Summe  der  r(r- 


■1).. 


clclic  sich  aus  der  vorstehenden  Deter- 
wGiin  man  darin  statt  der,  Indicos  1,  2,  ...  n  alle 
»ton  Ciasso  aus  den  Elementen  1,  2, ...  r  setzt. 
ird  durcli  die  folgoudc  Determinante   zusammeu- 


also  ^=  ( — 


-«W 


S,  Sj       ...  Sh       ' 

■  S»  Sa      ...  5„f  1 

.&.-1  ^      ...  5^-2 

I  Uu  tr«+i  ...  Ujn-i  i 


ifomien  begreifen  «He  die  Formen,  wticho  uns  den  Com- 
Perroataliun  der  lodiceg  eihaltcn  werden. 
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(26) 


Ä 


2 


...   Si 


...    0|| 


^3        ...   Si\l        ...   Sn  I  1 


I  'S«—!      Ät        ...   Si\u—2   ••.  -^n— 2 


die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass  man  die  in  ihr  auftretende 
Determinante  noch  weiter  transformiren  kann.  Denn  aus  der  identi- 
schen Gleichung 

folgt 

maltiplicirt  man  daher  die  erste  Uorizontalreihe  mit  ä®,  die  zweite 
mit  «',  11.  s.  f.,  die  (n  — l)to  mit  a:»»-2  und  addirt  diese  Producto 
sämmtlich  zur  letzten  Horizontalreihe,  nachdem  man  diese  zuvor  mit 


.M-l 


multiplicirt  hat,  so  findet  sich 


(26*) 


F{£)     ^    x«-i 


/S]         iS^  ...  Si  ...  Sfi 

S^  Sq     ...     &|1  ...    ^Mfl 

Stt—l        Su   ...    Si^H'-2    ...    ÄjH-2 

Ui        U^  ...   üi         ...   Ufi      I 
lo  dieser  Form  hat  wenigstens  die  Determinante  mehr  Symmetrie 

d'tn-Jx) 


mit   derjenigen,   welche   bei  den    Sturm'schen   Functionen 
darstellt. 


F(x) 


Um  ^m-nC^)  durch  eine  Determinante  darzustellen,  die  sofort 
erkennen  lässt,  dass  ^m-n  nur  eine  Function  (m-— n)ten  Grades  ist, 
multipliciren  wir  in  (26)  auf  beiden  Seiten  mit  F(x)  und  setzen 


k 


n.F(x) 


-....(l-j) 


=  Vn^n 


dann  wird 


27)  a„  .«(x)  =  (— 1)"  Si      Ä,     ...  5,^-1      ...  Sn 

S^        Äj       ...  Srf2       ...  jStifl 


A«4.=  (-l)»f-^ 


^—1  Sh        ...  Su  I  r— 1  ...  >S>2H— 2 
l^n       ^wfl  ...   Fnfr       ...  V^n-l 

Ä|         ...   jSr  Sr^2   ...   &» 

^         ...   Srll        Sr{Z  ...   iS||-f2 


Sn-l  -.  Äi^-r— 2  ^H-fr  ...  S8M-2 


0,H— 1 
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80  können  wir  der  Function  ^m-n(oc)  auch  diese  Form  geben 
(31)  ^«-h(x)==  £  a(»*-»)a;A 

0,tN— M 

(—  1)".  Co««-*)  =  D^i^-*^) 

(— 1)~.  Ca^»»-»0  =  Z>A<*~-**)  +  Ol  Z>A-i(»*-»0  + ...  +aA  I>o"*~** 

Für  negatiTO  ganze  Werte  von  p  bis  zu  ^«=-— n+l  ^^^ 
2>p(«-«)  «  0.  *) 

Es  ist  nach  Gleichung  (26) 

TT  -_^ii?-)-_^if^) 
und 

ü;  ==  «.Lf^fi  +  Ä 

folglich 
oder 

<32,  ^,„__^.l,_(5+A,+..+5). 

Von  dieser  Formel  wird  weiterhin  Gebrauch  gemacht. 

Die  wichtige  Eecursionsformel,  durch  welche  die  Grössen  S 
successire  aus  den  Coefficienten  von  F(x)  und  F^ix)  berechnet  wer- 
den, leitet  man  direct  aus  der  Identität  der  beiden  Ausdrücke  ab, 

durch  welche  man  den  Quotienten  J,  .  darstellen  kann.  Es  ist  nämlich 

F{x) 


F(x)        T(x)  ,- 


and  daher 

=  — (l-f-aia;  +  ...  +  ama;'»0.('Si+Ä2«+Äja:«  +  ...) 

Diese  Gleichung  giebt  sofort  die  Relation 

(33)  iSr+i4-ai5r  +  ajSr-i4-...  +  arÄi  =  —  &,.») 

Mit  Hülfe  derselben  kann  man  der  Grösse  Qnfr  (Gleichung  28) 
die  neue  Form  geben 

0,fM— n 

multiplicirt  man  daher  in  (29)  die  (n— l)te  Horizontalreihe  mit  a^^-i, 


Die  Starm'ititii  yatttiomen  ZKtittr   Gattwiig. 

h  „. ,  die  erste  mit  a/^.^i  mid  addirt  die  Summe 
rird  das  atlgcmeiiie  Glied  derselben 

h"*4"tlS'-I+ --foM-i'-iSi  +  ii^-Hr-i! 

I  mit  O'nir;  (laon  ist  nach  (29) 

-  ü-   Sj        Äi        ...  S,^i      ...  &. 

Si        Sj        ...  S,^i      ...  &,^i 


Q\       Q'n^\    ...    Q'-+,    ...   Q'tn-\ 

laf  die  Fnnctionen  9  den  Storm'scfaeu  Satz  an- 
,(r)  =  F'd),  so  wird  bt  —  (i+Doiii;  Si  stellt 
ic  Samme  der  reciprokco  i'teo  Potcozen  aller 
0  dar,  und  die  Glcichiuig  (33)  vereinfacht  sich, 
mit  r  vertauscht,  za  der  Formel 

Kcwtou'scfaeu  ItccDrsioiisformel  Ar  die  Samiuen 
aller  AVancIn  analog  ist. 

Litteratur: 

snr  Ics  fonctjons  de  Starm"  (Liouville.  T.  11. 
'.  zuerst  die  Formeln  27 — 30  unter  den  beson- 
!n,  dasE  Filx)~F'{x)  und  alle  Wurzeln  von 
t'crBl.  Hattcndorf.  S  7. 

lüßcn  der  Gleichung  (33)  gaben  Hatteodorf  (g  7.) 
■no  ad  alcune  questione  d'algebra"  (Tortoliui: 
tematichß  e  figiche.  T.  5.  pag.  301.) 


c)  durch  üne  Determinante  darzustellen, 
den  Wert 

-■ii.-'-i-,Ai...j_y(i_i)... 


IVtndlandt:  DU  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung. 
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Wir  ersetzen  das  Product 


durch  die  Determinante 


1  '- 


a-« 


w-l 


«•«^ 


^« 


n-1 


1 


a-M-i^  ■"  a-w-l**"^ 


ir' 


.K-1 


Diese  ist  zu  multipliciron  mit    ^  ^'"         dl ... )  oder  mit 

^  X^X^...Xn^l      \X1X2       Xn-lJ 


«^1 


n~l 


a-2^ 


sr, 


H-l 


0 


0 


^n-l       fn-1 


fn-1 


0 


0 


2 


...  0 


n~l 


0 


Das  Resultat  ist,  wenn  man 


^^  +  ^  +  ...+^  =  * 


arg' 


a:n-r 


BvtJM»» 


?>«-i(«)  ==  (—1)"-»  2: 


^j^  «^2            **■    ^M 

Jljj  A3          ...    ^u-\-l 

.    .    .    ^ 

X»-A  a.«-2    ...   1 


oder  wie  eine  Betrachtung  zeigt,  ähnlich  der,  welche  zur  Aufstellung 
der  Gleichung  (26)  führte  *), 

T«U    LXIL  3 
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Wendlandt:  DU  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung, 


(35) 


<fH-l(x)   =    (— 1)"-» 


S2        ...  Sn 
S,^        ...   Sn^l 


^*""ai«+4*" +"■"'"--•■ 


irr' 


Führt  man  diesen  Wert  für  <rM-i(«)  und  den  für  ^m-nix)  aus 
(26)  in  die  Fnnctionalgleichung  (11)  ein,  so  wird  man  finden 


(36) 


il;n^2{x)  =  (— l)"a;«-i 


Pr  = 


^1  S2  ...  Är+l         ...  Sn 

S^  Äj  ...   5r-f2        ...  St^■^~\ 

Swl  Sn  ...  Är-f  n— 1  ...  Sjm— 2 

U  Jt -j^  .,,   1  r  ...  •*  « — 1 


Bequemer  *)  gelangt  man  zu  diesem  Ausdruck  für  i}^w-2(ä),  wenn 
man  in  (32) 


also 


,.  Fi(x)   1        _ 


F(x)    X' 


setzt  und  diesen  Ausdruck  für  U  in  (26)  substituirt;  dadurch  zerföllt 
die  Determinante  auf  der  rechten  Seite  jener  Gleichungjin  zwei  Teile, 
und  man  erhält 


F(x)     ""  ^     ^^       i?'(ar) 


S^       Oj}  ...  /S^i 

Äg             S^     ...  Ä»^l 

Ä^M— 1  An  ...  S2n—2 

1       1_  1 


a 


X' 


(— 1)-       5i  5a    ...    5r+I  ...    & 

•  Äg        ^3   ...  Sr\2  ...   <Sm-|-1 

fii»-l  Sn  ...  5r-|-H— 1  ...   <%«— 2 

-^«-1  Pu  ...  Pr+n-l  ...  P2»-2 


oder  mit  Rücksicht  auf  (35) 


Wendlandt:  Die  Sturm* sehen  Functionen  xwtiier  Gattung. 
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«  F^ix) .  fpn-\{x)  —  F{x)  .  (—1)«.  ««»»-2 


S|     Sj  ...  Sf-fi    • ...  s» 

&»— 1   /S»  ...  /Sr-f  H—l   ...    &n— 2 
Pn-1  in  ...  i'r^ n-1  -.  ft«-2 


Vergleicht  man  diese  GleichuDg  mit  (11),  so  ergiebt  sich  zur 
Bestimmung  von  tpn-2(a?)  die  Formel 


tJ;„-2(*)  ==  (—D^-ar"-! 


^1 
St 


Äj  ...   Sr-{-\ 

/Sg  ...    Ä--I2 


...   Sn 
...  ^^I 


Än-1  &»  •••   'Sf^n— 1  •••  An— 2 

rc^-lPn-l  x'^'^Pn  ...  a:»»-^Pr-f«-l    ...  a:«-lftM-2 


welche  sich  zu  der  in  (36)  aufgestellten  vereinfacht,  wenn  man  in 
der  Determinante  auf  der  rechten  Seite  die  erste  Horizontalreihe  mit 
1,  die  zweite  mit  rr, ...,  die  vorletzte  mit  a;»»-^  multiplicirt  und  die 
Summe  aller  von  der  letzten  subtrahirt 

Endlich  ist  die  Constante  In  in  ^m-nix)  oder  ffn{x)  nach  (35) 


fn  ==  (-1)» 


S^    S^      ...  Sil 

S2     S^        ...  Sn^l 
Sn     &»-fl   ...   &i»-l 


und   der  höchste    Coefficient   CW-«^'*""*»*   in   ^m—nix)  ist  nach  (31) 
(oder  einfacher  direct  nach  (19)),    abgesehen  von  dem   constanten, 
den  höchsten  Coefficienten  aller  Functionen  ^  gemeinsamen  Factor 
(~1)~ 


Om 


XjX2»:Xtn 


Cm-»^«-«) 


Sq        Sj^  ...   Sn—l 
/S|         S^  ...  Sn 

Sn-1  Sn  ...  Am -2 


der  höchste  Coefficient  von  fpn(x)  hat  dag^en  nach  (36).  (oder  direct 
nach  (20))  den  Wert 

5g        Äj        .:  Sn\l 
ßj        S^        ...  Äh-I-2 


Sn-^-1  Sn-\-2  ...   &»i 

« 

Man  folgert  hieraus  (§  1.): 


S6 


Wendlandt:  DU  Sturm* sehen  Faneitontn  zweiter  Gatinng, 


y^Die  Gleichong  F(it)z=:0  bat  nicht  mehr  yerschiedcDe  reelle 
positive  Wurzeln,  alR  Zeiehcnwechsel  und  nicht  roebr  verschiedene 
reelle  negative  Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  in  der  Dcterminanteureihe 


(37)    1,    ^S,,    + 


Si  8^^    —  Si  S^  S^^  ...  ( — l)**  S^  S^      ^.  8r 

Si  Si^  8^  Sj^  S^  ^  "t        ***  8r^l 

Ä|     ^4     S5  

Sr  Sr^l  ...    &r-fl 

auftreten;  die  Gleichung  F(x)  »  0  hat  so  viele  verschiedene  Paare 
conjugirter  Wurzeln,  als  die  Doterminantenreihe 


(38) 


I1    ^»    1^  ^ 


1 

Sq    S^    S^ 

Si  S,  Äj 

Äj  s^  s^ 

,  ... 

Sq      Si      ...  Äf—i 
Si       Sf       ...  Sr 


oder 
(39) 


&-1  Sr 


^2r-2 


1,     5„ 


5,5»', 

S^  Äj  5^ 

t  ••• 

s,s,\ 

5s  S^  S^ 

^4   Äj   5|j 

jSn|        Äj         ...  Sr-^1 
Äj        JS14        ...  5r^8 

5r^.l   &.42  ...   ftr 


Zeichenwechsel  enthalt').    Die  Zeichenreihen  von  (38)  und  (39)  sind 
also  äquivalent'^ 

Diese  Sätze  gelten  nur  dann,  wenn  auf  die  Functionen  ^  und  tp 
der  Satz  von  Sturm  Anwendung  findet,  also  insbesondere  in  dem  Falle, 
wo  /*i(x)  »  F'ix)  und  die  S  die  reciproken  Potenzsummen  aller  Wur- 
zeln darstellen. 

Litteratur: 

1)  vergl.  Joachimsthal :  „Bemerkungen  über  den  Stürmischen  Satz'* 
(Grelle.  Bd.  48.  pag.  386.  im  §  5.  und  6.) 

2)  vergl.  Brioschi  in  seinem  §  6.  2)  erwähnten  Aufsätze  pag.  306. 

3)  vergl.  Borchardt:  „D^veloppements  sur  l'^quation  k  Taide  de 
laquelle  on  d^termine  Ics  inigalit^s  s^culaires  des  planstes*'  (Lion- 
ville.  Journal  T.  12.  pag.  59.  oder  Grelle.  Bd.  30.  pag.  41.).  Die 
Beihe  (38)  geht  sofort  aus  der  Reihe  Borchardt's  hervor,  wenn  man 

1  *  *  «» 

allgemein  a-»  mit  —  t  also  *i  =•  £ nn^  mit  &•  ^  £—.  vertauscht. 

^  l,r  U^tr 


§  8. 

Es  ist  für  die  weiteren  Untersuchungen  von  Bedeutung  und  auch 
f^n  und  fttr  sich  nicht  ohne  Interesse,  dass  man  die  Functionen  ^ 


Wtndlmmdii  Die  Sfurm*zcken  F^neihnen  zweiter  Goitun^, 
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und  fp  durch  ortho^symmcirische*)  Determinauteiif  bei  denen  allgemein 
das  Element  aa  *»  ^J^  üt,  darstellen  kann  (i-^-k  ==  »''+^0* 

Man  erh&lt  diese  Ansdrftcko  am  einfachsten  ans  der  allgemeinen 
Formel  0 


(-  -  •••  -) = 

<0 

«1 

^  ..•  tn 

<H- 

'1    /»...<ÜN-2 

die  man  mit  den  Mitteln  ableiten  kann,  welche  bei  Herleitang  der 
Gleichung  (26)  znr  Anwendung  kamen.  Es  bezeichnet  in  (40)  /(so) 
eine  beliebige  Function  von  o*,  und  durch  das  Summenzeichen  wird 
angedeutet,  dass  man  fQr  1,  2, ...  n  der  Reihe  nach  alle  Combinationen 
der  nten  Classe  aus  den  Zahlen  1,  2, ...  r  setzen  und  die  entstehenden 
Ausdrficke  summiren  soll. 

Ans  der  Gleichung  (40)  folgt  (nach  14),  wenn  /(n)  ^  -  • 

^*  1  —  ~ 


gesetzt  wird, 
(41) 


F(x) 


=  (-1)' 


U^    ü,        ...    Un 
Uf    U^        ...    Un{.l 


üi  = 


X 

1 


identificirt  man  dagegen  in  (40)  /{n)  mit-(l hso  wird  nach 

(15): 


(42) 


<fnlx)  -  (-1)-. 


tt,   tl,        ...  Um 
»9  U^        ...  »M^l 

«n  tt»+l  ...  tl2M-l 


tt* 


^  Baltsor  „Dcteminftoten".    §  8,  10. 


Wtndlandt:   Die  Sturm'tehen  f\incliaiien  mniiler' GallÜBg. 

iolben  DetcrmiDanteD  fOr  9  and  ip  kann  man  auch  aas  den 
Resoltaten^  ableiten. 

i  raaltiplicire  in  (26)  die  Glieder  der  letzten  Horizontalreiho 
id  addire  sio  zur  vorletzten,  tnoltiplicire  dann  diese,  nachdem 
noch  zavor  mit  Hülfe  der  Delation  1!/  =  x.Vi^i-^-Si  ver- 
bat, mit  X  and  addiro  sie  zur  (n— 2)ten  n.  s.  f.;  es  ergiebt 

^«fe)_,  *m-ß,         *Ü8+S,       ...  a:tr„n  +  &,         ! 

ün  Un+l  ...       t/a«-l 

einstimmang  mit  (41). 

endlich  aach  ans  (36)  den  nenen  Wert  von  (p„(x)  zu  erhalten, 
rt  n  mit  H+1  vertauscht  und  von  jeder  Verticalreihe  die 
welche  zavor  mit  x  multiplicirt  ist,  subtrabirt;  dadurch  nird 
;  Horizontalri'ilie  za  0  0  ...  0  1,  und  die  Determinante  («+!)- 
les  reducirt  siih  also  auf  die  folgende  ntcn  Grades 


Pn(«)  -  (-1)". 


—  S^x        Sf — ,%x  ...  Sk  —  iSb+iüs 

-S^x        Ss~SiX  ...  S„+i  — &,+2a 


Sn—S„^iX     S„+l  — S„|OiE...  S2«_l— Sä 

ich  von  der  Determinante  in  (42)  nur  dnrch  die  Schreibweiee 

jidct,  da  S( — i.Äf-fi  —  m  ist. 

Litteratur: 

ergl.  Joacbimathal  in  der  Abhandlang  Eub  g  7.  1)  pag.  394. 

er^l.  Jacobi  „Ueber  die  Darstellung  einer  Reihe  gegebner 
nrch  eine  gebrochno  rationale  Fnnction".  (Creltc.  Band  30. 
.)  and  BrioBchi  in  der  Abhandlang  sab  g  6.  2)  pag.  309. 

ergl.  Jacobi  in  der  Arbeit  sub  2)  pag.  129.  and  Brioschi: 
I  der  Determinanten".  (Dentscbe  Ausgabe  von  Schollbach 
1854.) 


im  §  3.  eingeschlagene  Weg,  um  zu  beweisen,  dass  die 
cn  #  tind  V  den  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung 
ite  Zeicbenreihcn  liefern,  ist  nicht  der  einzig  mögliche;  es 
ch  eine  Reihe  anderer. 


Wtndlandt:  Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung. 
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Wir  setzen  voraas,  dass  die  Grössen  i  positiv  sind;  dies  ist  anter 
andern  der  Fall,  wenn  F^(x)  =^ F' {x) ^  da  dann  n  nach  (4)  angiebt, 
wie  oft  a-jt  unter  den  Wurzeln  von  F{r)  =»  0  vorkommt. 


Man  hat  zunächst  aus  (13)  und  (14) 

^«.(a-)  «  F{x\    ^«-i(«)  «  F^(x) 


also  auch 
und  nach  (15) 


) 


arjarj . ..«•,'    \a^i  ^Tj  '"  Xr) 

^,_,W  =  (-i)-ii:?i^^'--Aa  (i-  ?^ ...  -?-)*  (i  -  ^-)  (i  -  *-) 

^      ^'        ^  a:iX2...a:r-i     Vi  arg      a-r-i/    \         arj/ \         aJj/ 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  ßrix)  =  0  und  g>r(«)  =  0  dieselben 
Wurzeln  besitzeu,  wie  F{x)^  aber  jede  nur  einfach,  und  dass  für  alle 
reellen  Wurzel  werte  von  Fix)  =»  T{x)  =  0  Sr^i(x)  und  —  abgesehen 

( — l)*" 
von  dem  Factor ,  der  indes   q>,(x)  und  gjr-i(aj)  gemeinsam 

x^x^.».  Xr 

ist  —  auch  (pr-i(x)  mit  2\(x)  gleiches  Vorzeichen  hat. 

Es  bedarf  daher,  um  auf  die  Aequivalenz  der  Zeichenreihen  der 
^  und  q)  mit  der  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  (Gattung  schliessen 
zu  können,  nach  §  1.  nur  noch  des  Nachweises,  dass,  wenn  eine  der 
mittleren  Functionen  tp  oder  ^  gleich  Null  wird,  die  einschliessenden 
Functionen  entgegengesetztes  Zeichen  haben,  und  eben  diese  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  Sylvester'schen  Functionen  zweiter  Gattung 
soll  im  Folgenden  auf  verschiedenen  Wegen  gefolgert  werden. 

Sylvester^)  hat  zuerst  gezeigt,  dass  in  einer  Reihe  orthosym- 
metriscbor  Determinanten 


i>o  =  i;   A  =  «ij;   A 


Dn^l  = 


«11 

«31 


«12 

«22 


a2N^l 


Oh+Ii   «ii+la  -.  an-|-ln|l 


;  ...  jDf 


«11   «12 
«21   ^22 

=•  '   «11   «12 
«21   «22 


örj   flr2  •••   ^rr 


Stets  A(-i  und  Z>n fi  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  wenn  Dn 
verschwindet. 

Denn  bezeichnet  man  mit  ai^  den  Coefficienten  von  ai^jt  in  Dn\-\y 
so  ist  bekanntlich 
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Wtndlandt:   Die  Sturm'^chen  Functionen  zweiter  Gattung, 


Onj-ln  OnflHfl 


oder,  da 


und 


(43)  Dn^\.Dn-l 


BDn^l 


dann    '  \Sann-^l, 

Wird  also  Du  =  0  für  »  =  «•*,  so  wird  für  deneelbcn  Wert  des  x 

d.  h.  es  haben  Z>n fi  und  2>n-i  entgegengesetzte  Zeichen 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  aber  gezeigt,   dass  die  Functionen 


m—n 


-p-  und   tpn   durch  orthosymmetrische  Determinanten   dargestellt 

werden;  denn  der  Factor  (— l)»»  hebt  die  Orthosymmetrie  in  Formel 
(41)  und  (42)  nicht  auf.  Diesen  Functionen  kommt  daher  die  be- 
sprochene Eigenschaft  zu-,  man  erhalt  speciell 


Sq>n^i(x) 


(43»)    v.n(x).VH-.(<r)  -  -^^- .  ,pnix)  -  (-5^;;-) 


und 


(43**) 


-»(g)  ^m-H-2w  _  V  j^(g)  ;  »«-»-i(x)  _  "i  n»)  / ) 

'•(X)  F{x)      ~      3Ü2»-i      '      F{x)  \       BVan      J 


oder  einfacher 


Einen  andern  Beweis  verdankt  man  Joachimsthal  *}.    Nach  (35)  ist 


T»W  =  (-1)** 


5j  ^3         ...  ^n-|-2 


5;  =  — :•+  — :+  ...  -A i 


^2' 


Wir  setzen 


(p^(z)  ==  ^(H)+^^(n)a.-|-^jj(n)a;24-  ..,  4.^„(n)a;H 


Wtndlandt:  DU  Sturm'sckeH  I'YtHcttontm  zweiter  Gattung. 
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QDd  bezeichnen  dem  entsprechend  die  Cocf&cienlen  der  flbrigen  Func- 
tionen <p. 

Ans  Gleichung  (35)  ersieht  man  leicht,  dass 


(44)    £'±i<PnM-^{-iy 


Sj        5j        ...  &-I-2 
8h        Sa\l  :•  Sin 


0  ftr  n<»^2»i 

— i<o^»*+i)  für  t  =  2n+l 

ist  nnd  diese  Formeln  reichen  aus,  nm  fQr  die  Functionen  q>  die 
Fnodamentaleigenschaft  nachzuweisen.  Dividirt  man  nftmlich  tpn  ^2(£) 
durch  9>N-f  i(de)|  so  erhält  man  den  Quotienten 


^(~i^)     ^(»n).^^M2)— ^(H>2).^^(«».i-i) 


^(-■•■1) 


oder  kürzer 


und  einen  Rest  -^x^.Rix)^  indem  wir  die  ganze  Function  nten  Grades 

setzen  wollen,  so  dass 

9>H+2(a;)  =  I  ^(n^i)  +  ^  •  a?  j  Vn+l(ap)  —  «^ .  Ä(«) 

Um  die  Function  R(x)  wirklich  zu  bestimmen,  summiren  wir  die 
Gleichung 

für  ib  »  1,  2, ...  r  und  nehmen  in  dem  Resultate  t»n-|-3,  »«-n*f-4, 
...  »»2n-{~3;  dies  giebt  mit  Rttcksicht  auf  (44)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 


0—  Yn.Su'{-yH-lSn^l+  ...  +yQS2n 
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Wendlandt:  Die  Sturm* sehen  Fhnctionen  zweiter  Gattung. 


Verbindet  man  mit  diesen 

R(x)  =  ynx"+y»«-i«'*"^+  •••  +yo9 
so  führt  die  Elimination  der  Grössen  y  zu  dem  Resultate 

Si      S^      ...  &I+2   0  =0 

S^        iSg        ...  ^n-|-2     0 

Sni-1  8u^2  ...  S2n\l    Ainfl)  -^0^"*^^^ 

ff»      Ä»»-!  ...  1         —R(x) 

A 

oder  einfacher 

Daher  findet  man  schliesslich  die  gewünschte  Gleichung 

(^(«+2)  )  r^(n»2)\2 

(46)      <Ph^2{x)  =  I  JT^ThT  +  ^  •  aJ  I  .  Vn+1  (ic)  —  ä;2  .  ^  ^^(nH)  )    •  9m(^)- 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  auf  die  Functionen  O  anwenden'). 
Es  sei 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (26) 


Sr~H(x) 

T(x) 


(-1)". 


Ä|         ^2         ...   Sn 
S^        Äg         ...   Sn^-i 

5n— 1  <S»        ...   %M-2 


in  der  Ui  ==  -S 


fk 


l.rXk*(^        x\ 
V'^xJ' 


mit  T{x)  und  beachtet,  dass  T(x) .  17,  sich  für  x  =  j**  auf  —  --^rr 
reducirt  (Gleichung  (13)),  so  findet  man 


<«'  i?«-"- w  - '-""- 


Um  nun  die  Relation 


^1 
S. 


Sf       ...  Oft 

^5        ...   Sn-^-l 


Sn— 1        Sh        ...  &»— 2 
Sn-^l-i   Su-i  ...  &n-2-|- 

0  für  0^»^  n— 2 

(-_l)n-lX>.,_i(m-«)   für    t<0 
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zn  beweisen,  setzen  wir  mit  einer  kleinen  Umstellung 
nnd  machen  fttr  £'(x)  den  Ansatz 

*  ^^ n— 2(flTk) 

Es  werden  danach  die  Ausdrücke  21ikX}f — ^^7 — ^ — gebildet,  die 

l,r  •'■iK^^) 

für  »=n,  t  =  n  —  1,  ...  »  =  1  die  folgenden  Gleichungen  ergeben 


^  0  =«  yn .  Än-1  +  }'n+l  Ä»  +  . . .  +  y2n-l  52n-2 

Eliminiren  wir  aus  diesen  und  der  Gleichung 
die  Grössen  7,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksiebt  auf  (31) 

und  daher  schliesslich 

Das  Verfahren  bei  Ableitung  dieser  Gleichung  entspricht  nicht 
genau  demjenigen,  welches  zu  der  Gleichung  (45)  führte;  um  die  voll- 
ständige Symmetrie  in  der  Herleitung  beider  Gleichungen  wahren  zn 
können,  ist  ein  Umweg  einzuschlagen^). 

Die  wirkliche  Berechnung  (§  1.)  des  bei  der  Division  von  (fn^iix) 
durch  <jr«+i(a?)  gebliebenen  Kestes  R{x)  zeigt,  dass  in  R{x)  der  Coef- 
ficient  von  xi 


"■  T  . 


W^ndlandti  DU  Slurm^ sehen  Functionen  zweiter  Gattung^ 


45 


daf«4.3H-f2 


Jjs; 


ajs; 


daM-|-2Mf3         d<'H-|-2n-|*l 


oder 


d.  b. 


f  2  \     ■  dan-k  I  Im  1-1  Son  f  2n  f  2/ 


8*£; 


daN-^kfiN^l  daM-i-2nf2 

Fflbrcn  wir  diesen  Wert  in  die  Determinante  dritten  Grades  ein, 
80  ergiebt  sieb  die  merkwürdige  Gleicbung 

(48)       ^0^-  M) .  Ak^^)  « 

^  ^  IV       /         Öai,^jfc-flfiflOOwi2M+2 

speciell  fOr  X:  ==  0  erbält  man  hieraas 


(48*)    ilo^«+2).^o^-^  = 


^("+1)  ^/f+i) 


c>i; 


^i(-4-i)^,(~+i)  +  (-l)-+l  5 -K 


^    liit  Hälfe  dieser  Formel  kann  die  Gleiebung  (47)  auf  folgende 
Weise  hergeleitet  werden. 

Die  Division  von  9m-n^*^  dnreb  ^m-»-!^')  giebt  den  Quotienten 


a'. 


und  einen  Rest,  der,  abgesehen  von  dem  Factor  x^^  eine  ganze  Func- 
tion (»»— 11— 2)ten  Grades  von  x  ist  Wir  setzen  jetzt  entsprechend 
dem  Verfahren  beim  Beweise  von  (45) 


T{x 


und 


Ä,(a?)  s=r  yn+2Üi+2+yH+8rrH+8+  ...  +y2fi+8Ü2  +8. 

Die  Ansdrüke  £zvnf.   J"/    v  >  welche  wir  aus  den  beiden  vor- 
Stehenden  Gloichnngen   bilden ,  liefern  mit  Rftcksicht  auf  (46)  für 
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2,  t  — n— 3,   ...  .■  =  0,  i- 1,  I 2,  i- 3  folgendes 

0  =  y»f3.Ä-i+)'Ht3.S„     +  ...  ^-)w■,^3.S^« 

■-\  =  yn\2.S^  +7<*+^-S»fi+...+J^f3.S2i,+l 
,_2  =  )'»+B.Ä.+l  +  )'«-f3. &.+!-(-. ..  +  J^n+3. ^»+2 
.-3  =  )'«+2-Ä.ja  +  )'"+S-&.+3+  ...+r2"+3'S!n+3. 


«iW  ~  yK+Br;„+a+)'«+af«f3+...  +/2B43r/'i«(.3 

Uten  darcti  Elimination  der  y 

0         S,       -^       ...  &,+2      =0 
0  S^        S^        ...  Ä.)3 


0  S„-l    S„+l     ...   Sin 

-L-l       Sn        Äi+l      ...  Sinjl 

— i-2     S„+i  Snfa    ...  SiH^i 

-L-3       &1+8  Äw-fB     ...  Sin+S 

-Ä,(z)   t7„+s  Ub43  ...  Ü2„+a 


ist  aber  (a.  Gleichnng  (31)) 


X  (— l)"I»i("-»-"-ffi(~l)"Dol»-"->'  =  0 

X  (— l)"Dj<*-»-i)— ff,(— l)"A*"-"-" 
^  wird  das  Bcsnltat  der  Elimination  einfach 


Ansdrack  für  £  .3  lilsst  sich  in  Determinantenfonn  setzen 
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Bezeichnet  man  ferner  die  Determinante 


mit   Z>,    so 


findet  sich 


8aM43Mf2 


3«»tMfl 


8D 


8D 


8at»-|-2n   8a^M+2w+l 


BD 


BD 


d.  h. 


and  daher 


8««+1h  8flrH-|-ln+l 
8a«M+l  \      *  dan-fln  8aM42n-f  1/ 


PftC»"-»») 


8an+lM  8aii-|.2n-f  1, 

82) 


Somii+I 


Z-3  = 


Öönn+l 


Der  Vergleich  der  letzten  Determinante  mit  der  in  (48*)  zeigt 
die  Identität  heider-,  daraus  folgt 


mithin 


nnd 


r  o  s=3  — ^i- ^ r7«(»>— ♦«— 2)    <  — •> 


(47)     ©r-n(ir) 


f    Co(»"-»0 


\Co(«»-* 


»0  ) 


©r-M— l(a?) 


Litteratnr. 

1)  Sylvester  im  Art.  11.  seines  Aufsatzes  sub  §  1.  3);  vergl.  auch 
Brioschi,  Determinanten  pag.  62. 

2)  vergl.  sub  §  7.  1)  pag.  397.  —  Eine  andere  Ableitung  dieser 
Gleichung  giebt  Jacobi  „De  eliminatione  variabilis  e  duabus  aequa- 
tionibus  algebraicis"  (Grelle,  Band  15.  pag.  123) 

3)  Hattendorf  in  seiner  Dissertation  pag.  38. 

4)  Hattendorf  in  der  zweiten  Auflage  pag.  35. 
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§  10. 

Joachimsthal  giebt  eine  andere  Ableitung  der  Gleicbnng  (47), 
die  )iier  um  so  weniger  übergangen  werden  soll,  weil  sie  Gelegenheit 
bietet,  auch  die  weitem  Untersuchungen  Joachimsthars  auf  unsem 
Fall  auszudehnen.  Joachimsthal  weist  nämlich  zunächst  nach,  dass 
eine  der  Gleichung  (45)  ähnliche  Relation  für  eine  ganze  Classe  von 
Functionen  besteht  und  zeigt  sodann,  dass  zu  diesen  auch  die  Func- 
tionen ^  gehören. 

Es  sei 
T,(x)  = 


dJF* 

und  F'(x)  ^  ^»  80  dass  also  unter  n  die  wesentlich  positive  Zahl 

verstanden  wird,  welche  angiebt,  wie  oft  rr»  unter  den  Wurzeln  von 
F(x)  »»  0  enthalten  ist  Wir  bezeichnen  ferner  mit  x(x)  irgend  eine 
rationale  Function  von  sc ,  von  der  wir  nur  dies  Zweifache  voraus- 
setzen : 

1)  dass  sie  für  alle  reellen  Werte  von  x  stets  positiv  bleibt,  und 

2)  dass  sie  für  keinen  Wnrzelwert  von  T{x)  »  0  verschwindet 

* 

Setzen  wir  endlich  nocb 

x.(.,-rfe'(.-i)(.-i)..,(i-!-) 

und 

^<"-^.-J^3p('-:i)('-f.)  ■  ('-^t) 

80  behält  nach  §  1.  der  Sturm'sche  Satz  für  die  Reihe  der  Reste, 
welche  man  nach  Analogie  der  Sturm'schen  Reste  zweiter  Gattung 
aus  T{x)  iind  %i{x)  oder  aus  T(x)  und  X«(x)  ableitet,  seine  Gültigkeit 

Wir  nehmen  zunächst  X^ix)  zum  ersten  Divisor,  multipliciren 
aber  T{x)  und  %iix)  vor  Ausführung  der  Division  mit  dem  constanten 
Factor 


sß  1       IV  TilXf      Xr 
ü  I  ~"  —  ...  —  I    —  —  ...  — 

\Xi  X^         Xy)      X^  X^         Xr 


80  dass  sie,   wenn  man  noch  zur  Abkürzung  x(xh)  mit  xk  bezeichnet, 
übergehen  bez.  in 
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*^.)=  (_i)ri  (L  L  ...  l-\\  %L  79 ...  2r  (i  _  -  )  (i  _  -  ) ...  (r_  «  ) 

und 

*r-i(«)=(-i)->i:3(i  ^  ...  -^)!. ^  ^ ...  &^  (i -*-)(i  -  J)... 

Vx^2      a:r-i/     «TiiTj      JTr-l  \         a?,/\         afg/ 

denn  nach  (13)  ist 

.,.,=-„.,.-.(L-l)(i-L)...(l-^) 

Fttr  dio  vorstehenden  Ausdrücke  von  <Dr  und  d>r-i  findet  man  nach 
Analogie  mit  (35)  die  Determinanten 


«r(«)- 

(-1)' 


^1  ^i      •••  ^r+l 

^r   ^r-fl   ...    ^2r 
«»'     Ä»-l'   ...    1 


*r-l{«)  -= 
(-1)'-^ 


^1 


'8 


...    ^r+1 


^r-1     a.v-2    ...  1 


Diese  Darstellongen  zeigen,  dass  anch  fQr  die  Functionen  O  die 
Relation  (45)  bestehen  bleibt.    Setzen  wir  daher  allgemein 

»^'  *-">-<->-^'&.i-;-y'S2-^('-:-;)('-0" 

«  (—1)-  Zi  2;,    ...  Zh+i 

■^Ä    Zj        ...   Zn4^2 

Zh   Zn-|-l  ...   Ikn 
«•*     a;*""^    ...   1 

und  bezeichnen  der  Reihe  nach  mit  A^^**\  ^i^^\  •••  -^h^"^  dio  Coeffi- 
cienten  in  den  nach  wachsenden  Potenzen  von  x  geordneten  Function 

^n(x)j  so  ist 

(45*)      <PH+2(a:)  =  |g(^)  +  ^^}  <^n+i W  -  «' { iJöi+T)  j   <«>H(a^) 

Wir  erhalten  so  den  Satz: 
Ten  LXU.  4 


'eadlaiidt:   Hie  Slunu' scheu  Funttionea  zipeiur  GaUung. 

^uuctiouen  *rCx),  ^,~\{x),  ...  <l>j{i),  ^iCi),  1  könoen  znr 
g  der  zwischen  zwei  reellen  Grenzen  liegenden  Wurzeln 
=  0  oder  F{x)  =  0  benutzt  worden." 

Bgegneu  hier  zum  erst«a  Male  der  Tatsache,  daas  es  on- 
lo  Reihen  von  Functionen  giebt  (wie  man  unendlich  viele 

%{,x)  mit  den  angegebenen  Eigenschaften  bilden  kann), 
\  Stnrm'scben  Functionen  äquivalent  sind.     Man  gelangt 

allgemeinen  Functionen  *P(x)  zu  den  tp(x)  zurQck,  wenn 
der  positiven  Constanteu  n  gleiclisetzt;  —  man  wird  aber 
'anctionen  9{x)  aus  ihnen  ableiten  können,  wenn  man  mit 
he  Transformationen  vomimrot,  dass  dio  Function  %i{x) 
Bor  wird. 

nämlich 

IV-^/'iL    IV  (f.g.  -'■■)'■  ('^.%-^..>''-*v 


i_  .  A  1       IV  (tii,...»,-«)'.(x,r,...r,-»)'-' 
-°W>:,~i./'    |r,(i,).2',(x,)...r,(r,_!)P    ^ 

j(ii...-Ly. 

ly  (.,>,-. .,-i)'.(nj.-.x,-i)"-'   n  1      1  \' 
i-x,r  |j,K).r,(i-,)...y,(i„i)|"  °V,i,"«„J' 

i\'  (.,.,....,)'.fa,>,,.x,)»-'    n  1     i^Y 
i  -  «J  •  |r,(i,) .  r,(»,) ...  r,(x,)| >  °  V»,  x,  -  » J  ' 

AngdrUcko  werden  ia  die  Summeufonneln  fur  die  Fnnc- 
tingesetzt;  man  erhält  so 

i)-!....".«(i-...'-y(i--)...(i-'-) 

'   I,       Xr       V,        Ir^      \  iTiV        V  3-,/ 

Xr       V,        3-r/  h  WiCa-i)!^    \  xj        \  3-r) 


■ 
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*,-.  =  (-1)'  ^ ...  5L' .  a(L  ...  M Vi)*^ -^  -^  &?^T?^S  X 


xd(^-'...^y(i-^-) 

Vi  ar^      a-r-1/    \         XrJ 


1  -  0^0  - 

^     ^^  :ri  ">.•'' V^r'arrr       ^      ~%iXr%r{Ux,),T,{x,)...T,(xrr 

Jl   1        IV 

Wir  lassen  den  gemeinsamen  Factor  aller  O  fort  und  vertauschen 
.'    — TTj  mit  ;(*,  so  dass  wieder  %  eine  sonst  beliebige  rationale 

Function  von  x  bezeichnet,  die  nur  den  oben  erwähnten  Voraus- 
setzungen genttgt.    Setzen  wir  daher  allgemein 

(15»)  e..„(x)  =  (-i)«2; ^  2?..> .5(1-1  ...L)Yi_ ^)...(i_^) 

=  Co('-~)4-Ci('--»*)a;+...  +  C»(»'-»)a" 
so  ist  auch 

und  ftlr  die  Functionen 

ö,(a?),     6r-i(a;)5  ...  öj(a?),     ©i(a?),     6o(«^) 

gilt  der  Sturm'sche  Satz.  Ist  endlich  speciell  %{xk)  ==  €»,  so  wird 
Sr^nix)  zu  öi-n(a:)  uud  dic  Gleichuug  (47*)  geht  in  (47)  über,  wenn 
wir  in  ihr 
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er-.  -  (l— ^)(l— ^)  ...  (l-^Vfl.-„ 

setzen. 

Litteratur: 

Bie  §  7.  1)  erwähnte  Abhandlung  von  Joachimsthal  (pag.  40). 

§  11. 
Ans  der  Gleichnng 

(11*)  aßO'''^).Tn(x)  =  !7\(a:).5i3„-i  — r(«).g«(?«-l    • 

folgt,  wenn  Tn(x)  «=  u  (q^  g«— i)  gesetzt  wird, 

(49)  Tn(xk)^  w*((Z,2n-l)* 

für  A;  =a  1,  2, ...  r,  wo  wfc  den  Wert  — Jf^izij  =*  — 2(i^W  ^**  ^^^  ""^^^ 

(üiün—i)k  der  Wert  verstanden  wird,  welchen  qtQn-i  für  a;  =  irjb  an- 
nimmt. Eliminirt  man  aus  den  r  Gleichungen  (49)  und  aus  d^r 
Gleichung 

Tn(x)  «  u.q^qH-l 

die  r-f-1  Coefficienten  von  !r„(ic)  und  qiqn-i  und  entwickelt  die 
Determinanten,  welche  den  Zähler  und  Nenner  von  u  bilden,  so  er- 
hält man  die  Cauchy'sche  Formel  (22),  aus  der  sich  dann,  wie  im 
§  4.  gezeigt  wurde,  die  Ausdrücke  der  d^  und  q>  durch  die  Wurzeln 
der  Gleichung  T(x)  ==  0  ergeben.  —  Bleibt  man  aber  bei  den  un- 
entwickelten Determinanten  stehen,  so  werden  die  Functionen  <2i  qn-i 
und  Tn(x)  direct  als  Determinanten  gefunden.  Diese  Herleitung  liefert 
zugleich  einen  neuen  Beweis  dafür,  dass  die  Zeichenreihen  der  bez. 
durch  die  Gleichungen  (35)  und  (26)  deiinirten  Functionen  q>  und  6 
den  Zeichenreihen  der  Stürmischen  Functionen  zweitor  Gattung  äqui- 
valent sind. 

Wir  climiniren  aus  den  r  Gleichungen  (49)  zuerst  die  (r  —  n) 
Coefficienten  von  Tnix)  und  danach  aus  den  nach  der  Elimination 
erhaltenen  Gleichungen  und  aus 

auch  die  n  Coefficienten  von  qiqn^i. 
Nach  (49)  ist 

-  t  Xh*.Tn(xk)  _    *  Xk'.Uk.(q^qn^l)k 
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(52) 


Die  Partialbrachzcrlcgung  giebt  die  Identität 


Entwickelt  man  boido  Seiten  der  Gleichung  (52)  nach  fallenden 
Potenzen  von  rr,  so  beginnt  die  Reihe  links  mit  einem  Gliede,  welches 

— -  enthält,  es  mOssen  daher  alle  Glieder  der  rechten  Seite,  welche 

mit  einer  höheren  Potenz  von  a:,  als  der  — nten  maltiplicirt  sind, 
identisch  verschwinden,  d.  h.  es  mnss 

^  -W^T^  ==-  0  soia  für  i  =-  n— 2,  n-3,  ...  2,  1,  0 

Es  ist  also  nach  (51)  auch  2  *'  *^i/    ^    —    oder   wenn   man 

für  uk  seinen  Wert     ^in-i)   substituirt, 
i,Xk*.n.(qtqn-l)k 


(51») 


l.r 


^j2(n-l) 


0  für  »  =  11—2,  n— 3,  ...  1,  0 


Hieraas  ergiebt  sich  mit  BtLcksicht  auf  die  Definitionsgleichang 
für  qiqu^i  das  folgende  System  von  Gleichungen 


(63) 


0 
0 


ao<*-'^^&~-2+«i(»-^^>S2„-8+  ...+flfn-l^"-l>^-l  «  0 


Ans  diesem  folgt  in  Verbindung  mit  (50) 


5l5n-l  « 


/Sj        Sg        ...  An 

r»  = 

iS»-i  &i      ...  & 

^n-1    a;»»-2  ...  1 

1^  Sj      ...  Sit 
1  jSji      ...  ^»-|.i 

fen-2 

S 

t  5»»-fl  ...  Szn-l 

Es  sei  yo^*""*»^  die  Constante  in  Tu{x)]  wir  finden  für  diese,  wenn 
wir  in  (52)  x  =  0  setzen,  den  Wort 


l^rXk.T'iXk) 


oder  nach  (51) 


e  Slurm'iehen  Fhrtclionen  i 


\.ii'-Wi<i«-i)k 


Sa„-i+«,("-»S2»-2+...+«»-i'"-"'^) 
ichuDg  mit  dem  System  (53),  so  crbalteu  wir 


.,('— lA- 

-  ».("-«A 

s,     s,     ...  s. 

S,      S,      ...  S.ti 

Ä.-1  S„        ...  ÄB„-S 

»■-"  X"-«  ...  I         1 

-^* 

-  T,{x) .  5, 5,-1  -  n«) . »  5.-1 

.)_r,W. 5,5.-2- n«).5i 5.-! 

-auf,  dan 

:»-i  — 5a5"-s.9i5.-i  =  k^'"-!*   ist: 

,-i(i) .  3, 5.-1  —  «*.  r.(a;) .  5, 5.-2 

mOsflen  beiderseits  dieseibcn  Min 

l-hl-"+'l.«,l"-i) 

a  «^<"-i>  ans  der  ietzten  Gleidmng  und  aas 
Bionsformel 


ite  in  TiW 

— i» — s, — j. 


(4,^,<<,...<(..-i)> '" 
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Es  unterscheidet  sich  also  q^qn^i  von  der  durch  Gleichung  (35) 
deünirten  Function  (pn-i(x)  nur  durch  einen  stets  positiven  Factor. 

Man  kann   Th{x)  in  analoger  Weise  wie  qtqn^i  ableiten;  denn 
aas  der  Gleichung  T»(xk)  «=»  ui^iq^q^-i^k  folgt  auch. 

*,  rk*.  (q^  qn'i)k         j  Xk*.  Tnjxk) 

Die  Partialbruchzerlegung  von  %pr  zeigt,  dass  die  linke  Seite 

der  Gleichung  (51a)  den  Wert  Null  hat  für  »«0,  1,  ...  r  — n— 1 
und  den  Wert  — «qC"-*)  für  i=  — 1,  also  ist 

/^1»o^  y  5i^(^  __  (  0  für  »  -  0,  1,  ...  r  — n  — 1, 

^^  ^  t  "*•  ^''(^»)  ""  \  -«o("-i)  für  e  ==  - 1, 

Oder,  da  «*  =  ^^jt-T)' 

j^     aTfc^.r,>(gt)  (  0  für  A  «  2»  — 2,  2n  — 1,  ...  r  +  »  — 3, 

1,^  Ti(a:k).r'(«k)  ""  \  — «o<«-i)  für  A  =  2/»  — 3. 

Setzen  wir  daher 

Th{x)  —  yo^»--'*)  +  yi(«-»»)a:  + ...  +  yr-i»^''-**)  x»-~ 
und  bezeichnen  noch 

\,r  T^{xk) .  r {Xk) 

80  erhalten  wir  dies  System  von  Gleichungen 

(Ob)        < 

0  =  yr«n^'-»»).Vr-n+yr-n-l('-»»).rr-nfl  +  ...  +  yo^'^~'*^.V2r-2n 

und 
(56*) 

Wir  substituiren  die  Werte,  welche  sich  aus  (56)  für  die  Ver- 
hältnisse der  Coefficienten  von  Tn{x)  ergeben,  in  den  Ausdruck  für 
Tn{x)  und  ünden  so 
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Tn(x) 

T{x) 


S^       S^       •••  Sn 
^2       Äj       ...  St^^i 


^n       Ri+l  ...  Ihf^l 

ist;  hieraas  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Constantenbestimmang^ 
Tn(x) 


dass 


(26) 


T{x) 


bis  auf  einen  wesentlich  positiven  Factor  mit 


Sr-nix) 
T{x) 


(-ly 


ttbereinstimmt 


S^       Äj       ...  Sn 
S^        Äj        ...  Sn^l 

Sn-l  Sn       ...    &H— 8 
Un       Ün^l  ...   Ihn-l 


Litteratur: 


Die  in  diesem  Paragraphen  gegebene  Herleitnng  ist  eine  Specia- 
lisining  der  Untersachungen  Jacobi's  in  dem  Aufsätze  §  8.  2)  — 
Man  vergleiche  noch,  besonders  bezüglich  der  Constantenbestimmnng 

Brioschi  „Snr  Ics  fonctions  de  Sturm  ^^  (Nouvclles  Annales  de 
Math^matiques.  T.  13.  pag.  71).  —  Den  allgemeineren  Fall,  dass  der 
erste  Divisor  von  einem  um  e(e^  1)  niedrigeren  Grade,  als  F(x) 
ist,  behandelt  Brioschi  in  gleicher  Weise  in  dem  Aufsatze  §  6.  2) 
pag.  304. 

lieber  die  Darstellung  von  Tn(x)  durch  eine  Determinante 
(r— n-}-l)ten  Grades  vergl.  Eronecker:  „Ueber  die  verschiedenen 
Stann'schen  Beihen^^  (Monatsberichte  der  Berliner  Academie.  Februar 
1873.  pag.  124  und  130). 


§  12. 

Ein  anderes  Yerfahren,  die  Functionen  q>  und  ^  direct  durch  die 
Determinanten  in  (35)  und  (26)  darzustellen,  geht  von  der  Entwick- 
lung des  Kettenbruchs 


Fix) 
F,{x) 


=  Sfi  — 


—        acr 


^8 


in  eine  Beihe  aus. 
Wir  setzen 

(50*)  q^  qn 


X* 

—  I 
3r 


(r  ^  w),        qn  =  «♦»  +  ßnX 


tdlandl!  DU  Slurm'tditn  Functlonta  mtiltr  Gattung. 


FX«J 


I  also,  wenn  n<^r. 


^  S*3l _L 9t'lHH  _ ^« _[_ gggwta     qtqu-t-i  . 


«+i     ggg» 


clitigt  man,  das9 

r,  _  >  r.M       1 


,  r'd.)  (i-i.) 


.-s,-5,«-s 


maa  aus  der  letzten  Gleichung 
>+.,C>i  +  ...+».Mi>).(S,  +  S,i  +  S, .'+...) 

...  (        x'-li  1 

r'Ji'/ti  i  — ""'" ~~ r  —  i' 

liQHi  t9iö»fi9i«"+a  ) 

rechtem  Seite  von  (57)  beginnt  die  Entwicklung  nach 

'otenzen  von  x  mit  dem  Gliede     ,...., j:'^"';   es  mfisscu 

anächst  die  Coefßcienten  von  x",  a\  ...  x', ...  x"~^  gleich 


').&.      +<r,C).&._,-|-...  +  <r,-il'*l.S,  +  (J,-i('')  -.0 

eichtmgen  reichen  zur  Bestimmung  der  Coeflidentcn  in 
bald  man  die  Coefßcienten  von  9,  >i»  gefunden  hat;  sie 
Srweitening  der  RccurBionsformel  (33),  die  aus  ihnen 
wenn  n  =  r  gesetzt  und  auf  beiden  Seiten  mit  Fr[x) 
ird.    Denn  da 

F{x)-F,(x).q^qr 
F,(X)  =  Fr(x).q,qr 
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at  «  ci(0.  Fr(x) 

h  «  ßk^'l  Fr{x) 

Femer  müssen  auf  der  linken  Seite  von  (57)  auch  alle  Glieder, 
welche  die  Potenzen  «»*,  x'^^\  ...  a:^»-!  enthalten,  verschwinden;  dies 
giebt  die  Gleichungen 


(59) 


Stellt  man  mit  dem  System  (59)  die  Gleichnug 
zusammen,  so  findet  sich 


(60)       q^qn 


«o<"> 


Sn  5i»il  ...  An 


Sf     s^ 


...     Äf» 
...     Su-\-l 


Sn        &i-f  1  ...   Sin-l  i 


Durch  Vergleich  der  Coefficienten  von  «*»*  in  (57)  gewinnt  man 
die  Relation 

aas  der  in  Verbindung  mit  (59)  die  Becursionsformel 

1         ^n 

(61) 

erhalten  wird. 


ajj(«fi)=  — 


C/o^"^     -^M+l 


Nun  wt  nach  (60)  ^j  «  -^- 


a;     1 


'8 


=  »i+Aa?,  also  «x  =  V^); 


sodann  ist  ^1  =  7-   und  &o  <äl^ö  Constante  in  -Fi(a:)  gleich  der  Con- 
stauten  in  Ti(x)  d.  i.  =»  — /Si  nach  (13),  also 


Daher  hat  man  nach  (61)  allgemein 
(62) 


^i 


„  (2»)         (^1^»^8  •••  ■^2n-l)»      1 
"•         "     {J,Jt ...  ^/2»-2)*   ■  ^2» 

,2»+i) )ppc::pl-^ .     1 
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Diese  Formeln  zeigen,  dass  q^qn^  abgesehen  von  einem  wesent- 
lich positiven  Factor,  mit 


(35) 


TnW  =  (-!)•* 


Sf  Sj        ...  jS»n4-2 
Sh  Sn-\-l  ...  Szn 

Ä^  a:*»-^  ...  1 


identisch  ist. 


Da  man  aus  diesem  Wert  von  ^^»(a*)  leicht  seinen  Ausdrnck  durch 
die  Wurzeln  von  F{x)  »  0  ableitet,  so  kann  man  zur  Bestimmung 
von  dr-nix)  sich  hier,  wie  auch  im  letzten  Paragraphen,  der  Methode 
des  Herrn  Prof.  Stern  (§  4.)  bedienen ;  man  erhält  dann  freilich  für 
ßr^n(x)  die  Darstellung  durch  die  Wurzeln. 

Um  im  Auschluss  an  die  vorhergehenden  Betrachtungen  6r-u{x) 
sofort  als  Determinante  aufzustellen,  bemerken  wir,  dass  nach  (11) 

^'*'-^^^  ==  qiqn .  iEv:;:v-  —  fts» 


F(x) 


'F(x) 


ist    Entwickelt  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nach  wachsen- 
den Potenzen  von  «,  so  beginnt  nach  (57)  die  Reihe  erst  mit  «2».. 
es  wird  also 

-^  \^)  0,00 

oder 

•^(a?)  \  0,«, l,r  arjk«+Hl  ^  o,« l,r  ir*"  ^^+2  T^ 


Wir  vertauschen  hier  die  Reihenfolge  der  Summation  und  setzen 
^^^  ^     H4-X4-r  den  gleichgeltenden  Ausdruck 7 ;;7y»  dadurch 

vereinfacht  sich  die  letzte  Gleichung  zu 


,,..f,(i_?.j 


^^^  =-(«„(»).  Ü-»  n + «»-iC»).  ir„4.2  H- ...+ «fo"').  R}»+i) 


Aus  dieser  nnd  dem  System  (59)  folgt 
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■Fn^■l(a:) 
F(x) 


Sn{2 

Sn        &ifl  ... 
Uni-l  Un^2  ... 

S2n 
U2n^i 

nnd  daher  ist  bis  auf  einen  positiven  constantcn  Factor     J',_^     gleich 


F{x) 


(26) 


Or-n-l(x) 

nx) 


(-1)»+! 


Sj      Äg      ...  ^-fi 

S^        Äj        ...  Sn\2 
8n        Sn-\-l  •••  Sin 


Litteratur: 

Das  in  diesem  Paragraphen  eingeschlagene  Verfahren  verdanke 
ich  einer  Mitteilung  des  Herrn  Prof.  Stern.  —  Vergl.  noch  Hanckel 
„Ueher  die  Transformation  von  Beihen  in  Eettenhrüche^^  (Schlömilch, 
Zeitschrift  fQr  Mathematik  nnd  Physik.  7.  Jahrgang,  pag.  338). 


§  13. 

Die  Functionen  ^^  9,  ^  sollen  endlich  unmittelbar  durch  die 
Coefficienten  von  F(x)  und  F^ix)  ausgedrückt  werden.  Wir  ersetzen 
zu  dem  Zwecke  die  Determinante  nten  Grades  in  (27)  durch  die 
folgende  vom  Grade  2n  — 1 


^«-n(x)  ==  (-1)« 

1 

0 

0  ...  0 

0 

0 

...  0 

s. 

0 

1 

0  ...  0 

0 

0 

...  s^ 

s» 

0 

0 

1  .A  0 

0 

0 

...  s^ 

'S» 

• 

0 

•       1 

0 

>       •       •       • 

0  ...  1 

0 

*       .       • 

St 

.      •      .      • 

...  &»_2 

.      •      • 

0 

0 

0  ...  0 

'S. 

s» 

...  Sn-l 

Sn 

0 

• 

0 

• 

0  ...  0 

1       .       .       • 

•        • 

'S, 

•        .        . 

...   Sn 

•       .       •       • 

.       .       • 

0     0      0  ...  0      Sn-1  Sn       ...   &..-8  &H-2 
0     0     0  ...  0      Vn        Fnf  1  ...  F21.-2  F2,.-l 


Der  gewählten  Bezeichnung  zufolge  ist  Vi »  F(x) .  Ui,  also  nach  (32) 
addiren  wir  daher  die  erste,  zweite,  ...  (2n---2)te  Horizontalreihe, 


nachdem  dieselben  bez.  mit 


F(x)     F(x) 


F(x) 


j^-2*     g^-^ 


f    ••• 


X 


multiplicirt   sind, 


Vtndlandl:  DU  Siarm'sdim  Funetionen  zweiter  Gattung. 

1  Horizontalreilie  nnd  nehmen  ans  dieser  den  Factor  ^inr, 
eterminant«,  so  werden  die  Elemente  der  letzten  Horizonläl- 

f(s),    x».F(a:),  ...  it«-2.f («),     —i^-KFt(x),   —!e—KF,(x\  ... 

idirou  wir  zu  jeder  der  abrigeo  Horizontalreibcn  die  samml- 
tr  ihr  stehenden,  welche  wir  zuvor  der  Ucihe  nach  von  unten 
I  mit  Ol  dt ...  multjpliciren,  und  benutzen  zur  Keduction  der 
ineu  Elemente  die  RecuraioDsformel  (33).     Abgesehen  von 

positiven  Factor  ^^a  wird  dann 


...  0  0  0  ...  6( 

...  0  0  0  ...  d, 


ta-« 

.  1 

0 

1, 

...4.-1 

S.-2 

:H-a 

5. 

*i 

...  J.  J 

6.-1 

b-i 

.  "1 

6i 

»I 

...  J.-1 

'. 

Qh-4-  <»ii-l  6"-S  S"-I  -  *««-*       *2h-S 

■.n«)...  «■-«.F(a;)  «»-».i^iW  «--»./;(»;)    ...  a;,F,(a!)  Fj(x) 

crh&lt  aus  der  Determinante  in  (63)  1}  ipn-i{x),  wenn  man 
(z)  nud  1  statt  F,(z},  2)  VH-2(iE),  wenn  man  umgekehrt 
[x)  und  0  BtatC  F^ix)  setzt.  Mau  findet  ferner  3)  das  con- 
ed  von  9m-H^i{x)  oder  <pi,-i(a;),  Sh—u  wenn  man  die  letzte 
Ireihe  und  die  letzte  Verticalreihe  streicht  (wodurch  die 
jzontairoibo  und  die  erste  Verticalreihe  zugleich  mit  weg- 
)  den  Coefficicnten  der  höchsten  Potenz  in  ipH-i(x),  wenn 
letzte  Horizontal-  und  die  nte  Verticalreihe  fortlAsst,  auch 
ende  Determinante  (2n— l)ten  Grades  mit  ( — l)"''  mulli- 
Jm  endlich  5)  den  Coefficienteu  der  hOchaten  Potenz  in 
zu  bilden,  streiche  man  die  letzte  Uorizontalreihe  nud  die 
calreihe  und  multipiicire  das  Resultat  mit  (— l)"~'.&n-i; 
streiche  mau  in  der  Determinante  (63)  die  letzte  Horizontal- 
n — l)te  Verticalreihe  und  multipiicire  den  Rest  mit  ( — l)".!!«; 
Q  beider  Resultate  giebt  den  höchten  Coefficieutcu  in  #•,..(/) 

t  der  Sturm'sche  Satz  auf  die  in  (63)  dargestellten  Fnnc- 
Anwendni^  finden  kann,  identificiren  wir  am  eiufachstcu 
F'ix).    Dann  ist  6r  =  (r-fl)arfi  und  daher 
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r 


•»iS  . 

? .» 

9     &     M 

's  ?    . 

1 

1            . 

"*«-'   i. 

M 

lO 

es 

«    S 

Q     Q 

ö 

a   M  o 

L    5?     • 

S     :s 

C 

M 

^l  ■ 

L  L 

L  . 

:      :      . 

•  • 

•  • 

•  • 

• 

M    « 

•  ■    • 

•  •     • 

•  •     • 

o  o  o 

1    1      • 

IC    M 

i5  T' 

»    o 

lO    d 

o  \ 

o  o  o 

9    «       < 

'       Ö    ^ 

1   1 

M 

1-    M        . 

■•^    ■ 

^—•^ 

Ä 

^1- 

■J^ 

s^ : 

\    o  o  o 

lO 

9 

/-s 

^ 

r 

*                 •                 • 

• 

•         •         • 

;     '     , 

•         • 

• 

►       *        *       " 

.?  'S  . 

.         §     ? 

-? 

•  ^-*  * 

.        ^          1 

1 

■r 

H     09   • 

,                      N»-' 

?  !> 

1 

1 

1 

feO 

1 

CO 

s  1 

t 

1  ^^-^ 

i-i 

»-* 

^ 

^^^ 

>-<' 

.  f 

Q 

S 

Ä 

•r 

1 

1 

H* 

•— 

lO 


I 


Ans  dieser  Determinante  leiten  sich  die  übrigen  Grössen,  genau 
wie  vorhin  ans  (63)  ab. 

Litteratnr: 

Cayley  „Nouvelles  Kecherches  sur  les  fonctions  de  M.  Sturm  ^^ 
(Liouville.  Journal  T.  13.  pag.  269).  Das  Vorzeichen  von  Cayley's 
Functionen  berichtigt  Hattendorf,  Dissertation  §  9.  --  Yergl.  noch 
Brioschi  in  der  Abhandlung  unter  §  11. 


ii- 


§  14. 

Auch  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Ausdrücke  können 
direct  erhalten  werden.    Setzt  man  nämlich  in  (11) 
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Bezeichnet  man  daher  mit  At  und  fn-i  die  Determinanten 


A 


1 

0 

...  0 

0 

0 

■  •• 

0 

h 

«1 

1 

...  0 

0 

0 

•  •• 

*ü 

h 

<h 

«1 

...  0 

a 

0 

••• 

*1 

h 

a«-2 

««-8 

...  1 

0 

*0 

■  •• 

Äm-3 

bn-2 

On-l 

fln-2 

...    Oj 

*0 

h 

••• 

Ä,i-2 

hn-\ 

m          • 

Om-1 

•     •     > 

...  a^ 

•        •        •        • 

h 

•  •• 
•         •         • 

*«— 1 

■        .        ■ 

hn 

... 

a^M-S    a2n-4     ...   Qn-l  Än-2  &«-!  ...     ^fi-4       '>2w-8 

i  F(x)    flr.jPCar)  ...  x''-^,F{x)  x^-^.F^{sr)  x^'-^F^ix)  ...    x.F^{x)  F^{x) 


fn-l  = 


ai 


0 

...  0 

0 

0 

...  0 

1 

...  0 

0 

0 

...    Oq 

02u-4    a2«-5     ...   On-l  ^n~2   ^«-1     ...   &2ii-5     ^»-4 


SO  wird 


a:2("-l).^m-nW.|fi-l  =  ^o-^» 


oder  wenn  Aq  =  fw-i  genommen  und  der  stets  positive  Factor  ic2("-i) 
unterdrQckt  wird, 

(65)  Om-«(x)  =  A. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Function  mit  F„{x)  im  Vor- 
zeichen übereinstimmt.  Da  ^m-n{x)  und  q>u{x)  dasselbe  constante 
Glied,  £n,  haben,  so  findet  man  hier  wie  im  §  3.  die  Relation 

An.AM— 1  =  in 

aus  der  folgt,  dass  die  constanten  Factoren,  durch  welche  sich  die 
Functionen  F  von  den  Functionen  ^  unterscheiden,  sämmtlich  das- 
selbe Vorzeichen  haben.  Nun  unterscheidet  sich  aber  das  constante 
Glied  in  F^ix) 


&o* 


1     0    Jo 

«1     *0     *1 
Oj     ^1     ?2 


Bur  durch  den  positiven  Factor  r-j  von  der  Constanten  in  ^TO-2(ic), 

es  haben  daher  überhaupt  die  durch  (65)  dargestellten  Functionen 
mit  den  Functionen  F  gleiches  Vorzeichen.  —  Die  Gleichung  (65) 
ist  identisch  mit  (63). 

TeULZn.  5 


tcratur: 

[)ag.  119),  Sturm  (1842  snb  §  2.  2) 
lab  S  3.  2)  im  Ai-t.  2.)  bemerken,  doss 
;en  zwisclieo  den  Coefficicntcn  von 
sich  unmittelbar  aus  der  Fonctional- 
lircctcn  Bestimmung  der  Functioncu 
I  (von  einem  constantea,  alluu  drei 
liiorcicbeD.  Hattendorf  (Dissertation 
Qgen  wirklich  durchgeführt 


i  16. 

icr  betraehteten  Verfahren,  die  Stnrm- 
die  Division  stets  so  weit  fortgesetzt, 
itcUte.  Mau  kann  dagegen  auch  jedo 
;r  AnsführuQg   derselben    abbrechen. 


»Ks«-i  =  o»„ -I.  t^,+a-.  IT».- 1 

Wir-]  =  <^r-I  •  Uzr 


^'"-'+7:z'.     ('?•») 


keiner  der  Functionen  U  und  W  das 
:ieut  der  hdchsteu  Potenz  von  x  ver- 
assctzung  ist  u^  vom  Grade  m  — 1, 
imcin  jede  Function  U  von  demselben 
de  Function  IV,  jede  Function  W  aber 
rade,  als  die  ihr  vorhergehende  Func- 
actor  von  F(x)  uud  F^ix)  vom  Grade 
Jer  Functionen  W,  U-ir  die  letzte  der 
meinschaftliche  Factor, 
ren  auftretenden  Functionen  mit  den 
■X  Gattung   in  Bezichnng   zu  setzen, 
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climiniren  wir  aus  (66)  dio  U  und  vergleichen  die  entstehenden  Glei- 
chungen mit  (3) ;  es  findet  sich 


F^(x)^--Ws; 


«1 


P^(x) 


«1«6 


^7; 


«. 


F^(x)^-^W, 


m^) 


'8 

«3  «7 


W<, 


a^.ag.cYg ...  «4»*— 3 


«3. «7  ...  a4H-i 


Bezeichnen  wir  mit 


Oq  «  1,  a^, 

*0i  *19 


a 


21 


'2^ 


...  öl» 
...   6>m— 1 


die  Coefficienten  von  F{x\ 
die  Coefficienten  von  F^{x)^ 


V^»"^^  ci(2n-i)^  rjj(2«-i),  ...  cm-H(2«-i)  die  Coefficieuten  von  F2H-1, 

r 

cg(2"),      ...  cm-ti^'^'^     die  Coefficienten  von  t/s» 


«i,(2»), 


c/2"), 


in  der  Reihenfolge,  wie  sie  wachsenden  Potenzen  von  x  entsprechen, 
so  erhält  man  unmittelbar  aus  dem  Gange  der  Division  zur  Berech- 
nung der  Coefficienten  die  Eecursionsformel 

(67)  c,(*  1-2)  «  c^  ,.i(*)  —  (vt.c,  ^(Hi) 

wobei  c«W  =  Ob  und  c^^^  «=  i»,  und  für  den  Teilnenner  «k  den  Wert 

(68) 


«t  = 


Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  (67)  giebt  die  Formel 


(67*) 


^0 


c.(*+i) 


<?o 


(Hl) 


<?o 


r») 


Cs+i(*H)   CaflW 


durch   deren  wiederholte  Anwendung  man  jeden  Rest  direct  durch 
F{x)^  F^{x)  und  ihre  Coefficieuten  darstellen  kann. 


Zerlegt  man  nämlich  in  der  Gleichung 


c,(*>  =  -7^) 


Co(*-i) 


Co 


(k-2) 


C5fl^*-1)   C,+l(*-2) 


die  erste  Verticalreihe  nach  (67*),  so  zerfällt  die  Determinante  in 
zwei  Determinanten,  welche  sich  zusammenziehen  lassen  zu 


^0 


tfc-2) 


Co 


(*-2) 


Co 


(*-3) 


0 

Cjl»— «^  (7q(*~2) 

<?«f2^*''^^   C»f2(*"'^)   Ca-|.l(*"'2) 


Cl(*-2) 


,(*-3) 


6» 


t[:   Dlt  Sluna'tchtn  Funclionen  z 


leuao  die  letzt«  Verticalreihc 
einigen  Rcductionen 


1 

>.l'-1 

V'-'l 

(*-»)    ci**-2t 

c,»-» 

f,^2(t-2) 

a+ü''- 

t  man 

mit  denselben  Mitteln 

nniiiaDten 

c,(i->l 

V*-*-^'      . 

=»<•-" 

,,»-') 

,,l'-'-u     . 

.,»-- 

»-,('- 

*>  c*-i»-*-I)  . 

a-,l> 

■•.t»»- 

»1  t.t»»-'-»  . 

.  ct.» 

te   ADwemlung   dieser   Tran: 
1  EndreBultate 


jdj.ctli*"- 


<-.+2--3l"  <'.f2H-a'''i  «.fa.-*"' 

i  Function  H^sb-i  zn  bilden,  : 
t  X*  mnltjpliciren  nnd  die  fO 
nsdrOcko  snmmiren.  Addirei 
eibe  nocb   die  It«,  2te,  ... 


I-2'  a^-a-  • 


-  mnltipl 


tninante  darstdit 
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(69) 

-D»  = 

60 

1 

0 

0 

...  0 

0 

h 

«1 

h 

1 

...  0 

0 

h 

«2 

h 

«1 

...  0 

0 

K. 

-2 

a». 

-2 

Äh-3 

«M- 

-3 

...  1 

0 

bn- 

m 

-1 

• 

an- 

•       • 

-1 

• 

*M-2 

•     •     ■ 

«11- 

•              • 

-2 

•         • 

...     Oj 

*o 

Nun  ist 


*2i»-3    <y2M-8    Ä2H-4      ö2n-4       ...    <l»»-l  ^«-2 

Fj(a;)   F(x)    x.F^{x)  x,F{x)'  ...  a:"-2.F(a;)  a:**-i.Fi(a;) 


-tmW  =  2: — ^::: — r— Ti2H-i 


«2M-3.«2n— 7 ... 


alfio  mit  Rücksicht  auf  (68) 
(70)  Fn{x) « 


|Co(2"-3).^^(2m-4)  ,.^(2«-7)  ...p  '  aJ2(„-l) 


D^ 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Zeichenreihen  der  durch  die 
Determinanten  Dn  dargestellten  Functionen  den  Zeichenreihen  der 
Functionen  Fh{x)  äquivalent  sind. 

Die  Determinante  (70)  stimmt  mit  (63)  und  (65)  überein;  denn 
die  Determinante  (70)  erhält  nur  den  Factor  (— i)w(«-i)  =+1,  wenn 
man  die  Ite,  3te,  ...  (2n  — l)to  Horizontalreihe  nach  einander  bez. 
zur  (2«  — l)ten,  (2n— 2)ten,  ...  nten  macht. 

Litteratur: 

Dies  Verfahren  entwickelt  Heilermann  in  seinen  drei  Aufsätzen: 

1846  „lieber  die  Verwandlung  der  Keihen  in  Kettenbrüche'^ 
{Grelle  Bd.  33.  pag.  174). 

1852  „Ueber  die  Reste,  welche  bei  der  Anwendung  des  Sturm- 
schen  Satzes  vorkommen^^  (Grolle  Bd.  43.  pag.  43). 

1854  „Independente  Berechnung  der  Stürmischen  Reste"  (Grelle 
Bd.  48.  pag.  190). 

Vergl.  noch  Sylvester:  „On  a  Theory  of  the  Syzygetic  relations" 
art.  10. 


§  16. 

Es  ist  meine  weitere  Anfgabe  zu  zeigen,  wie  auch  aus  der 
Hermite-Jacobi'schen  Betrachtungsweise  die  Gültigkeit  des  Sturm- 
schen  Satzes  ftlr  die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung  gefolgert 


Die  Sturm'iehtn  Fuaclionen  amiltr  Gattung. 

)sem  Zwecke  8tcUe  ich  zauächst  karz  die  Haupt- 
le  ZQsammen. 

i'orscher  vor  Hermite  Functioaon  aufznstelleD 
im  §  1.  unter  1),  2)  und  3)  entwickelten  Eigen- 
g  Hermite  von  dem  Trägheitsgesetze  der  qiiadra- 

I  quadratische  Form 

/=  2  S  An,tlu«, 

gigcn  V&riabeln  «i,  uj,  ...  «r,  in  welcher  die 
'  A,,n)  sämmtlich  reell  sind,  vermittelst  einer 
titution         •■ 

=  fh,.lVi  +  a„3Vi-i-...-i-a«.,Vr 


iiitr  die  Quadrate  der  Yariaboln  enthält,  Bo  wird 
eu  und  negativen  Tenne  iu  der  transformirten 
jein,  welche  Substitution  man  auch  gewählt  haben 

Brminantcn  g  13,  15). 

dieser  constanteii  Zahl  fährt  am  einfachsten  die 
ation 

-<l..+l.wV„+i4-OH+2,„l'H+2  +  ...-|-ar..itlr 

eher  die  Coefficionten 


mH..,-,-!       '"  ■=  ^'  ^'    - 

r) 

die  Determinante  bezeichnet 

"■"  ^ 

A,.i      ^,,g   ...  Ai.n 

J,,,i     A„,t  ...  A„.« 

ß  Form  /  enthält  also  so  viel  positive  und  bez. 
eder,  als  Zeichenfolgen  und  bez.  Zeichen  Wechsel 
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Es  seien  uun  wie  früher  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)==0 
xr+iy  arr+2,  ...  iTm  irgend  welcho  Wiederholungen  der  unter  einander 
verschiedenen  Wurzeln  jtj,  ar^,  ...  xr.  Bezeichnen  wir  ferner  mit 
Pi/^*),  P2W5  —  Qr(x)  rationale  Functionen  von  ic  mit  reellen  Coeffi- 
cienten,  mit  a  eine  positive  oder  negative  ganze  ungrade  Zahl, 
endlich  mit  g){x)  und  7t{x)  zwei  Polynome  mit  reellen  Coefficienten, 
welche  für  jeden  reellen  Wurzelwert  von  F(x)  =  0  im  Vorzeichen 
übereinstimmen,  so  führt  die  Betrachtung  der  für  die  Stürmischen 
Functionen  „erzeugenden"  quadratischen  Form 

(73)  /  =  Z  («  —  Xk)".  —7—7 .  Uk^  ^   2:  Z  An,i  ihiUa 

l,r  «(«•*)  l,r  l,r 

in  der 


(74) 

auf  diesen  Satz : 


Ah,8  =  £  (rr  —  a-*)«.  ^"(^•P»'(^*)-?«(^*) 


„Für  einen  reellen  Wort  h  von  x  stimmt  die  Anzahl  der  Zeichen- 
folgen in  der  Zeichenreihe  der  Functionen  (72)  tiberein  mit  der  An- 
zahl der  verschiedenen  complexen  Wurzclpaarc  von  F{x)  =  0,  ver- 
mehrt um  die  Anzahl  der  verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  kleiner 
als  h  sind. 

Und  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  ist  gleich  der  Anzahl  der 
verschiedenen  complexen  Wurzelpaare,  vermehrt  um  die  Anzahl  der 
verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  grösser  als  k  sind. 

Sind  daher  h  und  k  reelle  Zahlen  und  k  >►  ä,  so  liegen  zwischen 
Ä  ==  7i  und  a;  =  fc  so  viele  verschiedene  reelle  Wurzeln  von  F(x)  =«  0, 
wie  die  Zeichenreihe  von  (72)  für  a:  =  ä;  weniger  Zeichenwechsel  ent- 
hält, als  für  X  =  Ä." 

Vergl.  Brioschi :  „Sur  les  s^ries  qui  donnent  le  nombre  des  racines 
reelles  des  equations  algebriques"  (Nouvelles  Annales  de  Mathöma- 
tiques  T.  15.  pag.  264). 


§  17. 

Um  hiernach  aus  den  unendlich  vielen  Systemen  von  Functionen 
m«,„  (71),  welche  dio  Eigenschaften  der  Stürmischen  Functionen  be- 
sitzen, die  vorhin  betrachteten  Functionen  abzuleiten,  nehmen  wir  die 
folgenden  Substitutionen  vor. 


^^endlandl;  DU  Sluria'achtii  f^nelümta  aeättr  Gattung. 
Unter  den  Voraussetzungen 


■^■rf  =  ^  (x  —  w) 


'U^i) 


".,,,«  =  (-1)' 


»i      «ffl 


.  (42)  die  Function  m„,„  geht  in  die  Sylvostcr'sclie  FuncUoii 
attung  (pH{x)  Ober. 

Setzen  wir  dagegen 


-4,,,.  -  S 


x—xk    T'ijn)   1 


V.  -  (-1)' 


d.  i.  =— 1;„+,_, 


17,     Vi      ...  U„ 

Ü,       Cj     .  ...    Vni.\ 


Un    r/»+i ...  Ui„-i 


b  (41)  die  Function 

ister'schen  Function  zweiter  Gattung 


ist  in  diesem  Falle  idoutisch  mit 


i  AbleitUDg  der  Functionen  <p  und  fr  ist  gQitig,  es  ini}gcii 
enner  des  Sturm'schcn  Eettenbrncbs  zweiter  Gattung  sämmt- 
r  sein  oder  nicbt. 

I  Hält  man  dagegen  an  der  Voranssetzni^  des  g  1.  fest, 
auch  aus  der  Methode  Uermite's  die  Gttltigkeit  des  Sturm- 
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sehen  Satzes  für  die  Zähler  der  Näherungswerte  des  Storm'schen 
Kettenbmchs  zweiter  Gattung  selbst  bewiesen  werden.  Wir  legen  die 
Gleichungen  zu  Grunde 

n«)      =  W,'^'ß^x),T^{x)'-xKT^{x) 
Ti(x)     =  («,+  ß^x),  T^(x)  -x^.T^ix) 

(3*)  

Ti^iix)  =  (ai+ßix),Ti(x)  -  xlTi+i(x) 


Tr^l(x)=  {ar  +  ßrX).Tr(x) 


*      xk^.T(xk) 
Es  ist  -S  ^.,  \  ,„  ,    ,  =  0  für  jeden  Wert  von  r  und  die  Summe 


1,,  T'ixuyrM) 


j^     XM'^.Ti(xk)     _    *     xir     ^  (  0  für  r  =  0,  1,  2,  ... 
1,,  TX^ilTM)       i.r  T'lxk)       l  -1  für  r  =  - 1, 


r-2, 


weil  sie  gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genommenen  Quotienten 
der  beiden  Determinanten 


1 

1 

...  1 

und 

1 

1 

...  1 

ll 

1 

1 

1 

1 

1 

«, 

•  •• 

Xr 

a'i 

^2 

•  •• 

Xr 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0^-2 

rr,-2 

-  a:/-2 

X,r-l 

v^ 

-  r/-i 

1 

1 

1 

X^r-2-r 

a:/-2-r 

"•    X/-2-»- 

ist',  daher  findet  man  nach  (3*) 

*      Xk^T^ixi)     _  f  0  für  r  -=  2,  3,  ...  r  — 1, 
1,,  T*{xkh7'^(xk)       \  -«1  für  r  -=  1, 

und  allgemein 

.™  *      xi',Ti(xk)  ( 0  für  r  =  2(*-l),  2(/-l)+l,  ...  r-2+(t-l), 

^"^.,  T\xi),T^(xk)  '^  \-a^a^.„ai^l  für  r  =  2(»-l)-l, 

oder 

m*\         T  ^k'^^^-rk^-^'-^.Tiixk)  _  (  0  für  r  «  t,  t  +  1,  ...  r— 1, 
^  '  ^        V        T'(ar»).ri(xO        ""1  -a,a8...a,_i  für  r  «  e— 1. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  (51*),  die  aber  auf  ganz  verschie- 
denem Wege  gefunden  wurde. 

Bezeichnet  man  mit  Yo^^~*^  ^*s  constante  Glied  von  Ti(x)  und 
setzt  zur  Abkürzung 
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^  ^  iTr «'  r'(«t).r,(it»)  ~  «<.«< 

Mnlüplicirt  man  endlich  beido  Seiten  von  (3**)  mit  xi^+'-*.Ti,{xk) 
und  snmmirt  wieder  von  ib  >=^  1  bis  ik  —  n,  so  wird 

*  1^  aTt*-i-t.gt'-'-{. mm). Tiin)  . 

.   "'Xrn  T'(trt).TM)  " 

wenn  (A— 0*>1,  also  auch 

Setzen  wir  nanmehr 
ftW  =  -•       P2W  «  -5-  ...  Ph(«)  «  ^^^^^  •••  Pr(«) ^^ 

SO  ist  zunächst  nach  (10*) 

^••('*)  =      r,(^») 
and  daher  folgt  aas  (74) 

i,r  T\xM).T^{xk) 

Hieraus  ergiebt  sich 
erstens  für  n  =  «  nach  (82)  und  (80) 

zweitens  fttr  «  =  n-f  1  nach  (81)  und  (79) 

.  .  Sh^I  X 


drittens  fOr  Werte  von  n  und  «,  die  sich  um  mehr  als  die  Einheit 

unterscheiden, 

An,,  ==  0  nach  (83)  und  (79) 

Führt  man  diese  Werte  in  (71)  ein,  schafft  die  Nenner  Tor  die 
Determinante  und  multiplicirt  jede  Horizontal-  und  jede  Yerticalreihe 
mit  — 1,  so  findet  sich 
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Ist  endlich^) 
?••(«)  *=  iriT=l'     ^W  ^  ^'W»     ®(*)  =  ^iW  und  noch  a  =  0 


80  wird 


^n.fl  =  'S'„+,+2A-2 


Es  giebt  also  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  wie  der  Zeichenfolgen 
in  der  Reihe  der  Determinanten 


(86)        1;    S2X\ 


,   ... 


SiX  ^iX-^l   ...  •J?2/.+r— 1 

-SsA+l        •S2;.+2  ...  «S^A+r 

•S2A+r— l  -^äA+r  ...   •V2A+2r-2 


die  Anzahl  der  verschiedenen  imaginären  Wurzeln  von  F(x)  »•  0  an. 
In  (86)  kann  man  fUr  k  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negative, 
Zahl  setzen  und  erhält  danach  unendlich  viele  äquivalente  Zeichen- 
reihen; speciell  für  X^O  und  iL  »  1  gelangt  man  zu  den  Keihon 
(38)  und  (39)  zurück. 

Litteratur: 

1)  Yergl.  die  im  §  16.  citirte  Abhandlung  Brioschi's. 

2)  Brioschi:  „Sur  les   fonctions  de   Sturm.^^     Comptes  Rendus 
T.  68.  pag.  1318.   1869. 

3)  Eronecker:  „Snr  le  th^or^me  de  Sturm.^'    Comptes  Rendus 
T.  68.  pag.  1078.    1869. 

4)  Jacobi  (Grelle,  Journal  Bd.  53.  pag.  281). 


78  Dosiori  Lta  troia  ttphlrti  des  Polyedre»  r4guliers  €loü€i. 


IL 


Les  trois  spheres 
des  Polyedres  r^guliers  ^toil^s, 


Par 


Georges  Dostor, 

Profc88Ctir  2k  la  Facalt^  des  scienccs  de  rUniTcrsit^  catholiquc  de  Paris. 


§  I.    Notioe  »ur  les  PolyMret  r^uliers  6toilte. 

1.  La  d^couverte  des  premiers  Polyedres  ^toil^s  parait  due  ä 
Kepler.  Dans  son  Harmonique  da  Monde ^  le  grand  astronomc 
donne,  k  la  page  52  du  deuxi^me  livre,  la  construction  des  deax 
dod^ca^dres  r^guliers  ^tolles,  qui  ont  des  angles  solides  coavcxes. 
Les  faces  de  ces  denx  polyedres  sont,  pour  Tan  et  pour  raotre,  des 
pentagones  r^gnliers  ^tolles;  mais  les  angles  solides»  qui  sont  conyexes 
dans  les  deux  corps,  sont  penta^dres  dans  le  premier  et  tri^dres  dans 
Ic  second  de  ces  deux  polyedres  ^toi]6s. 

Dans  le  meine  livre,  k  la  page  54,  Kepler  fournit,  de  chaeun  de 
ces  Corps  constcll6s,  uu  double  dessin  ombr^,  parfaitement  ex^cut^: 
les  deux  polyedres  sont  ropresent6s  chaeun  de  face  et  de  cöt6  par 
rapport  k  Tun  des  pentagones  etoil6s,  qui  les  tcrminent. 

n  est  probable  que  l'auteur  des  lois  planötaires  aurait  ^te  con- 
duit  immediatement  aux  deux  autres  polyedres  reguliers  ^tolles,  s'il 
avait  eu  Tid^e  de  rexistence  d'angles  solides  ^toil^s.    On  sait  que  ces 


*  Harmonices  mnndi  libri  V.     Lincii  Austriae,  MDCXIX;  in-fol°. 
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denx  polyödros  rayonnes  sont  termin^s,  Tun  par  des  polygones  r6- 
goliers  convexes,  et  Tautre  par  des  triangles  ^quilat^rauz,  mais  que 
les  angles  solides  sont,  dans  les  denx  corps,  des  angles  peuta^dres 

Steiles. 

Ges  deux  nouveaux  poly^dros  reguliers  ^toiles  n*ont  et6  trouvös 
qu'en  1809  par  Tillustrc  Poinsot,  qui  a  etabli,  d'ane  maniere  g6n6- 
rale,  la  Theorie  des  polygones  et  poly^dres  ^tolles.* 

Denx  ans  plns  tard,  Canchy  a  proav6  qu'il  n'oxiste  qne  quatre 
polyedres  reguliers  6toil68,  et  que  ces  poly^dres  s'obtiennent,  en  pro- 
longeant  los  arStes  ou  les  faces  dans  lo  dodecaödre  regulier  convexe 
et  Ticosa^dre  regulier  convexe.^ 

Enfin  en  1858,  M.  Joseph  Bertrand  a  etabli  le  memo  principe, 
cn  rattachant  aussi  les  polyedres  reguliers  6toil6s  aux  polyedres  re- 
guliers convexes.  La  d^moustration,  tout  aussi  rigoureuse  que  celle 
de  Cauchy,  exige  une  attention  moins  abstraite  et  präsente  l'avantage 
d'imc  plus  grando  simplicit^.^  « 

C'est  tout  ce  qui  parait  avoir  6te  tent6  sur  les  polyedres  re- 
guliers etoil^s. 

2.  Dans  ce  memoire,  nous  nous  proposons  d'6tablir  les  formules 
g^nerales,  qui  lient  entre  eux  les  divers  Clements  d'un  polyddre  re- 
gulier, que  ce  corps  soit  convexe  ou  etoiie.  Nous  ferons  intervenir, 
dans  ces  formules,  un  nouvel  eiement,  qui  u'a  pas  encore  et6  consi- 
d6re  jusqu'ici:  le  rayon  de  ia  sph^re  tangente  aux  aretes  du 
polyedre  regulier. 

L'usage  de  ce  rayon  nous  permet  d'obtenir  nos  formules  d'une 
maniere  fort  simple,  et  nous.conduit  k  des  resultats  assez  remar- 
quables,  pour  meriter  d'etre  signaies.^ 


^  Journal  de  l'Ecole  Folytecliniqne,  1810;  t  V,  cahier  10; 
pages  16  k  48. 

*  Jonrnal'd«  l'Ecole  Polytechniqne,  1813;  t.  IX,  cahier  16; 
page  68. 

'  Comptes  rendus  de  rAeademie  des  Sciences,  1858;  tXLVI; 
page  79. 

^  Noas  avons  d^ja  en  Toccasion  de  traiter  la  rn^me  Question,  ponr  les 
polyMres  reguliers  conrexes  seulement,  dans  TArchiv  der  Mathematik 
Qn.d  Physik,  t.  LIX,  1876;  pages  50  k  58.  Mais  pour  ne  pas  rompre 
Tunit^  da  sujet  et  donner  k  la  thdorie  toute  la  gdn^ralit^  qa'elle  comporte, 
noQs  avons  da  donner  a  ce  memoire  tons  les  dercloppements,  qai  se  rattachent 
k  toas  les  poljkdres  r^galiers,  qa'ils  aoient  ou  non  ^toil^. 


■oiV  iphhu  des  Poli/hlres  rtgnlitr»  ttoilit. 

niralM  enfra  Im  rayoni  dei  trol«  ipMrw, 

r«  i^gulier  itoili  queloonque,  l'sutre  tangent«  aux 

jlsUme  clroonaorite  au  polyMre  Molli. 

le  rayon  de  la  sphir«  Inserlt«  et  le  »;<>■ 
wo.  arttes.    Soient  O  lo  ceutre  d'an  pol^^drc 

aretca  du  polyWre  et  C  le  ceutre  de  i'nnc 
res,  aux  qaellea  appartient  cetto  areto  AB 
'  aera  perpcodiculaire  sar  lo  plan  ABC. 

cndicnlairement  snr  l'arete  AB\  puis  ürons 
Lo  poiut  /  sera  näcessairement  Ic  milien  de 
DI  sera  perpendiculaire  snr  eette  aretc. 

videut  quo  la  droite  OC  est  lo  rayoQ  r  de  Is 
poIy*>dre  regulier;  que  la  droite  OA  est  le 
circouscrite  ä  ce  poly^dre;  et  que  Ol  est  le 
igGDte  aux  aretcs  du  meme  polyidre.  Nou9 
iv  rayou  par  p. 

OB,  CA  et  CB. 

ique  angle  solide  dn  poly^dre  ait  m  faccs  et 
diaqne  face  du  polyidre  seit  na  polygonc  de 


de  la  Sphäre  circouscrite  et  par  chacune  des 
3,  qui  sont  issues  du  sommet  A,  menons  nn 
lans  ainei  mcnüs  formera  avec  le  snivant  un 
anglcs  di^dres  ainsi  obtenus  comprcudroiit  p 
les  quatre  di^dres  droits,  que  Ton  pent  fonner 
Bpaco  angalaire  qui  est  mesnrd  par  2k.  Par 
diödres  sera  la  m'*™*  partie  de  p  fois  2w  ou 

3  di^dro  COAI,  compris  cntre  les  den  plaua 

iti6  de  Tun  de  ces  diädres;  donc  on  a 


gle  difaire  COAI- 


pit 


«  de  Dotre  polyödro  regulier  est  un  polygone 
de  l'cspäce  q,  l'angle  au  centre  de  l'une  de 


angle  plan  ACI—  *-. 
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Cela  pos6,  dans  le  t^tra^dre  lACO^  projetons  sur  le  plan  de  la 
face  ACQ  Tensemble  des  trois  autres  faces  ClO^  AIO  et  ACI\  nous 
obtenons  Tegalite 

ACO  «  CIO.co^ACI+AIO.QO%COAI-\'ACI,(io^LACO, 

00,  eu  ayant  ^gard  aux  valeurs  (1)  et  (2),  et  en  obsorvant  qae 

7t 

COS  LACO  =  cos  rt"  *=*  0, 


(3)  ACO  =  C/O.cos  — +  ^/0.cos^ 

Mais  nous  avons 

le  triangle  ACO  =«  \OC.AC  «  \r,AC^ 

le  triangle  CIO  =  \OC,CI  =  ^r.^Ccos— . 

et  le  triangle  AIO  =  \OI,AI  =  ^q.ACsXvl^^- 

n  vient  donc,  en  snbstituant  dans  (3)  et  en  divisant  le  r6sultat 
par  \AC^ 

T  =  rcos*^^  +  p8in — cos^— • 

alt 

Faisant  passer  rcos*^^—    dans    le    premier    nierabre,    rempla^ant 

1— cos*—  par  sin*-~>  pnis  divisant  par  sin  -,  ot  obtient  la  re- 
lation 

(I)  7'Sin —  ==  flcos^—-» 

n  in 

qui  existe  entro  le  rayon  r  de  la  spb^rc  inscrite  dans  le 
polyedre  regulier  et  le  rayon  q  de  la  spb^re  tangcnto 
aux  ar^tcs  du  polyedre. 

4  Relation  entre  le  rayon  R  de  la  sph^re  eirconscrite  et  le 
rayon  q  de  la  splk^re  tangente  aux  ar^tes*  Le  triangle  AIO  (Fig.  1) 
nous  donne 

ÖA^  =  Ö/«+Zr«  =  Öi2+ic«sin2^  =  0/2H-(JÖ3— CÖ2)8in»^, 
ou 


On  en  d^dnit 


Ä8==   p2^(222_^2)8ia2^. 


Ä2cos2^  =  p2-r«sinS^^. 


TftU  ixn.  6 


f^m^. 
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Remplagant  rsin^-  par  sa  valeur  ^cos   -    tireo  de  (I),  on  obtient 
la  rclation  dcniand^e 

n         ^        ^  m  m 

Ott 

(H)  Äcos^  =  psin^. 

5.  Relation  entre  le  rayon  r  de  la  Sphäre  inscrite  et  celai  Jl 
de  la  spMre  eireonserite.  Si  nous  divisons  membre  ä  nicmbre  les 
deux  6qaatioDS  (II)  et  (I),  nous  troavoiis  la  relation 

i?cos^—      sin  — 
n  7n 


rsin^^        COS  — 
n  m 


qai  sc  rödait  ü 

(ni)  ^  =  tang^-^tang?^. 

Gelte  relation  etait  connue  pour  les  polyedres  r^guliers  convexes, 
c'est-ä-dire  pour  le  cas  oh  p  «^1  et  g  =  1. 

6.    Relation   entre   les   rayons  jß,  r  et  p   des   trois  sph^res. 

Faisons  le  produit  des  deux  6galit6s  (I)  et  (II),  nous  obtenons  la 
relation 

Ärsm^^cos'^  =  p-sin-  -cos^— . 
n  n  m  m 

qni  prend  la  forme  rcmarquablc 

(IV)  iZr8in??^=p*8in^. 


§  III.    Inolinalson  mutuelle  des  faces 
adjacentes  dans  les  polyMres  rögullers  ötoll^s. 

7.  Nous  designerons  par  2/  Tangle  plan  qui  mesure  cettc  in- 
clinaison.  L'angle  2/  est  evideniment  double  de  l'angle  plan  OIü 
(Fig.  1). 

Pour  trouver  la  valeur  de  /,  nous  fcrons  remarquer  que  le  triangle 
rectanglo  OCI  nous  donne 

OC  =  O/sin  OIC, 

Ott 

(4)  r  =  psin7; 
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f 

d'oü  nous  tirons 


sin 

Mais  par  la  rdation  (I)  noas  avons 

r 

pn 

cos 
m 

Q^ 

Sin 
n 

donc  il  nous  vieut 

(Y)                                     sin/  = 

COS  — 
m 

,    qn 

Sin  "^ 
n 

Cette  expression  ^tait  aussi  connue  pour  les  polyödres  r^gulicrs 
convexes,  ou  pour  le  cas  de  ;?  =  1  et  5  ="  1. 

Au  moyen  de  cctte  formule  (V)  nous  pouvons  calculer  les  angles 
d'inclinaison  dos  faces  adjacentes  dans  les  poly^dres  reguliers  ^toiles 
comme  dans  les  poly^dres  reguliers  convexes. 

8.  Inelinaison  des  faces  dans  le  t^tral^dre  regulier.  Dans  ce 
poly^dre  regulier  convexe  (Fig.  2),  les  faces  sont  triangulaires  et  les 
angles  solides  sont  des  triedres.    Nous  avons  donc 

ce  qui  nous  donno 

CO83  ^  ^  ^ 

sin/= = 


et  par  suite 


.    tu""  ^  .   7c"~2sin60o~y3' 
sin  5-      2ainö^ 


V2 
cos/=  -TTR*    tang/=  y 2. 


Nous  avons  par  consequent 

(a)     sin  2/  =  I  y  2,    cos  2/  =  J,    tang  2/  =  2  V  2,    s6c  2 J  =  3, 

et 

2/==  700  31^  43'^  6 

9.  Inelinaison  des  faees  dans  Thexaddre  regulier.  Les  faces 
de  ce  polyödre  regulier  convexe  (Fig.  3)  sont  des  carr^s  et  les  angles 
solides  sont  des  triedres  trirectangles.  On  posera  donc  dans  la  for- 
mule (V) 

«F=4,    g  =  l;    m  =  3,    p*"!; 

6* 
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cc  qui  nons  donne 

.  '^_^_1 1         '        . 

*^^  .    ^       ^  .    «""28^450  — *V2, 

8in  7"       2  sin  7" 
4  4 

et  par  snite 

c98/=iy2,     tang/«=l. 

II  nons  vicnt  par  cons^qaent 

(b)  8in2/=:l,    co8  2/=:0,    tang27=oo, 

et 

2/  «  900. 

10.  Inellnaison  des  faces  dans  PoetaMre  r^graller.  Dans  ce 
Corps  regulier  (Fig.  4)  les  faces  sont  triangulaires  et  les  angles  soli- 
des sont  t^tra^dres.    On  fera  donc  dans  (Y) 

ce  qui  aoas  donne 

.  ^^i      2  cos  45»      V2 

8m/=       «•=2  8in60»'°  V3* 
sing 

et  par  saite 

cosi  =  -Tg«     tangJ  =  2. 

n  nons  vient  par  cons^quent 

(c)  8in2/«|-|/2,    co82/=  — i,    tang2/==  — 2y2,    86c2/=  — 3, 

et 

I «  109»  28'  16",4. 

Si  nons  comparons  les  valeurs  (a)  et  (c),  nons  verrons  qne 

Les  inclinaisons  des  faceä  dans  l'octa^dre  regulier 
sont  les  snppl6ments  des  inclinaisons  des  faces  dans  le 
t^tra^dre  regulier. 

11.  Identit^s  utiles  dans  P^Talaation  des  öl^ments  des  polyidres 
r^inillers,  qui  sont  termin^s  par  des  faees  pentagonales,  eonrexes 
ou  ^toil^s,   Ott  par  des  sommets  pentaddres  eonyexes  oa  6toll^ 

Pnisqne 

2sin|  «  28)n360  -=  iyiO—2Vö, 
2cos:^  «  2COS180  =  iyiÖ+275» 


10 


JJostor:  Les  trois  sphlres  des  PohfMres  r^uliers  €ioiUt*  35 

i]  \ient 

4ßiii^cos^  =  iVlOO— 2Ö  «-  jySO  =  V5. 

Donc  on  a 

-  2cosr7v  ^  2sm-£- 

2sjnH-  2cosr7,         ^ 

0  lü 

En  secoud  licii,  comme 

2sin^  =  28iiil80  =  ^(^5  —  1), 

2co8~  =- 2C03360  «=  J(V5  +  1), 

on  a 

48inT^cos^  =  1. 


DoDC  il  vient  aassi 

(6)  =  2  cos  --,   et    =  2 sin  - ,-.. 

2sm  TT.  2cosh- 

12.    Inclinaison  des  faces  dans  le  dodtoiddre  r^grnlier  eonyexe. 

Dans  ce  poljedre  regulier  (Fig.  5),  les  faces  sont  des  pentagones 
regulicrs  convexes  et  les  angles  solides  sont  des  triMres;  par  snite 
on  a 

ce  qd  transforme  la  formale  (Y)  dans  la  snivante,  en  6gard  k  Tiden- 
üte  (5), 

cos  3  ^  2cos^  V1Ö+270 

sm  /  = =a •=»  — TT —  =  i TV • 

sm  ^      28in^ 

On  en  d^dnit,  en  tenant  compte  de  (5)  et  de  (6), 

VlO— 2-1/5       2sin36«       ^^^"ö  1 

C08/=  J—  


Jcos^^ 

ff 

tang/- -  2co8^  =  HVS+l); 

sin^        2  sin  77^ 
o  lU 
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par  snite  on  a 

(d)           8co8^8in|      ^.^        ^  ^ 

sin  2/= ^ =  -|-  =  y^,  cos  2/ ^^^  tang2/=~2, 

et 

2/  =  116»  33'  54",2. 

13.  Inelinaison  des  faces   dans  IMoosai^dre  r^grulier  eonrexe. 

Dans  ce  corps  regulier  (Fig.  6)  les  faces  sont  triangulaires  et  les 
angles  solides  sont  des  angles  penta^dres  convexes.  Daus  la  formale 
(V)  on  fera  donc 

71  =  3,    q  =  l\    m  =  5,    |>==1, 

ce  qui  donne 

cos^       2cos^       2COS360       jh  +  l       ^^  ...     .^^ 

sin  5"       zsin  q- 

•  iL 
r      1/  /.R       /o,      ys-l       ""lO       8in36« 

co9/=HVi5-V3)  =  -2y3-  =Tir  -  süeoö* 

Bing 

COS  ^  2  COS  ^ 

tang/=  -— '-  =  4cos«  J  -  iCVö+l)»; 

sin  ^      2  sin  jQ 

par  Buito  on  a 

28inj^cos^-  ,  2 

(o)  8in2/^ ^•^,    cos2i=  — -V'    tang2/^ 7^; 

TT  *  o  y  o 

sin«^- 

et 

2/«1380ll'22",75. 

14.  Inelinaison  des  faees  dans  le  dod^ea^dre  regulier  ^toil6 
de  Kepler,  2t  faees  pentagonales  etoilees  et  h.  sommets  pentaddres 
eonyexes«    On  a  pour  co  corps  regulier  (Fig.  7) 

n  =  3,     q=^  2\    m  =  5,    p  =»  1. 

La  formule  (V)  donne  donc,  en  egard  k  (5), 

CO85  1  2c08jö 

sin/=  — ^7-  == =  — 7-i— • 

.     27C        o   •    ^  V^ 

sin  -^       ^^^5 
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Cette  valeur  de  sin/  est  la  memo  que  celle  qui  se  rapporte  au  do- 
decaedre  regulier  con^exe  (n°  12).    Nous  en  concluons  que 

Dans  le  dod^caödrc  regulier  ^toile  de  Kepler,  äfaces 
pcntagonalcs  etoiHcs  et  &  sommets  penta^dres  convexes, 
rinclinaisou  des  faces  est  \k  meme  que  dans  le  dod6- 
caedre  regulier  couvexe. 

15.  Inelinaison  des  faces  dans  le  dodeeaddre  rägrnlier  etoile  de 
Kepler,  ä  faces  pentagonales  etoilces  et  ä  sommets  tri^dres.  Pour 
cc  poly^dre  etoil6  (Fig   8)  on  a 

n  =  5,     ^  =  2;     m  =  3,    2^  =  1. 
Oa  trouve  donc,  par  la  formule  (V),  quo 


8in/  = 


ou 


7t                                         o    •     ^ 
COS;y                   -                2smT- 

2sin36ö 

,  27t           7t       y5 

sin  ^        2  cos  ^^ 

yb    ' 

Lo  sinus  de  cette  dcini-inclinaison  est  par  suite  egal  au  cosinus 
de  la  demi-inclinaison  da  polyödre  etoile  prec6dent  Les  dcmi-incli- 
naison  des  deux  poly^dres  sout  aiusi  compl^moutaires.    Donc 

Dans  les  deux  polyedrcs  r6guliers  etoil6s  de  K6plcr, 
Ics  inclinaisons  des  faces  sont  supplementaires  Tunc  do 
Tautre. 

Cette  inelinaison  est  par  cons^quent 

2/=630  26'5",8. 

16.    InclinAison  des  faces  dans  le  dodeea^dre  etoile  de  Poinsot. 

Dans  ce  polyMre  regulier  (Fig.  9),  les  faces  sont  des  pcntagones 
conrexes  et  les  angles  solides  sout  des  angles  peutaedres  etoiles. 
Par  suite  on  devra  poser  dans  (V) 

u  =  5,    5  =  1;     m  =  5,    p  =  2, 
CO  qui  donne 

27t  ,     7t  ci    '     ^ 

cos-g-       sin-^^  ^  2sm^ 

sin/=« = = =*  — 7v~- 

.7t         .   7c  TT  yo 

SlUr  SlUv^  2C0St7: 
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Octaödre  radier   .   .   .r  =  Jpy6,  p  =  iry6. 

DoddcaMre  regulier  con-  

vexe ""^iQ        i^^^*    p  «  irl/l0~2y5. 

Icosa^dro   regnlier  con- 
vexe r«  JpV3(V5+1),    p  «  iry3(V5-l). 

Dod^ca^dre  regulier  6toil6 

de  Kepler   k   sommets  

yiO-4-2-|/5  / 

pentaödres    ....  .r«ic--— ~p-i    p^^ryiO— 2y5. 

Dodecaädre  regulier  ^toil^ 
de  Kepler   ä  sommets  

trifedres     ......   .^=ip— ^/^'    Q^irVTÖ+Iyl. 

Dodeca^e  regulier  6toile  

de  Poinsot r  =  iQ—^^-§^»    Q  ^  irVlO+2y^b, 

Icosa^dre  regulier  Atolle 
de  PoftiBot r«ipy3(y5-^l),   (»=•  ^ry 3 (y 5  +  1). 

Kons  Yoyons  par  ce  tablcaa  que 

P.  Dans  le  t^tra^drc  regulier,  le  rayon  de  la  sph^re 
tangente  aux  ar^tes  est  6gal  au  cöt^  da  triangle  6qui- 
lat^ral,  qui  se  trouvo  inscrit  dans  an  grand  corcle  de  la 
Sphäre  inscrite. 

2^.  Dans  Thexaedre  regulier,  le  rayon  d«  H  sphere 
tangento  aax  arStes  est  le  c6t6  da  carr6  inscrit  dans  an 
grand  cercle  de  la  Sphäre  inscrite. 

3^  Dans  le  dodeca^dre  r^galier  convexe  et  le  dod6- 
ca^dre  r6galior  6toil6  de  K6pler,  k  sommets  penta^dres, 
le  rayon  de  la  sphere  tangente  aax  aretes  est  6gal  aa 
cot^  da  pcntagone  r^galier  convexe,  qai  est  inscrit 
dans   an    grand    cercle   de   la   sphdre  inscrite:   car  on   a 

iryiO— 2y5  =  2rsin^. 

4^.  Dans  le  dod^ca^dre  regnlier  ^toil6  de  Kepler  k 
sommets  tri^dres,  et  le  dod^ca^dre  r^galier  ^toil6  de 
Poinsot,  le  rayon  de  la  sph^rc  tangento  aax  aretes  est 
^gal  aa  c6t6  da  pentagona  r^galier  6toil6,  qai  se  troave 
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inscrit  dans  un  grand  cerclo  de  la  Sphäre  inscrite:  car  on  a 

20.  N08  valeurs  d^montrent  en  outre  que 

1®.  Si  le  dod6ca6dre  regulier  convexe  ainsi  quo  le 
dod^ca^dro  regulier  etoile,  k  sommots  pentaödres  con- 
vexes  sont  circoüscrits  ä  une  memo  sp^re,  les  aretes  de 
ces  deux  poly^drcs  sont  aussi  tangentcs  k  une  memc 
Sphäre. 

2^.  De  meme,  si  le  dod6ca^dre  regulier  etoile  a  sora- 
mets  triödres  et  le  dod6ca6drc  regulier  6toil6  ä.  faccs 
convexes  sont  circonscrits  ä  une  meme  sph^re,  leurs 
aretes  sont  aussi  tangentes  a  une  meme  sphere. 

21.  Si  nous  repr^sentons  par  pj,  pg,  ^3  les  rayous  des  spheres, 
qui  sont  tangentes  aux  aretes  des  t^tra^dre,  hexaedre  et  oetaedro 
reguliers,  circonscrits  ä  une  memo  sph^rc  de  rayon  r,  on  aura 

22.  Relations  num^riques  ontre  le  rayon  de  la  splidre  eireon« 
serlte  et  eelui  de  la  spli^re  tans:ente  aux  ardtes.    Nous  fcrons  usage, 

pour  le  calcul  de  ces  relations,  de  la  formulo  (II)  ou  Äcos  — «psin — • 

Elle  nous  foumit  les  valeurs  suivantes: 

T6tra6dre  regulier  ../2==py3,  p=-Ji2y3. 

HexaMre  regulier    ..i2«»Jpy6,  q^\R^%, 

OctaMre  regulier     .    .  Ä  ==  py2,  ^i  =-  \R^% 

Dod6ca6dro  regulier 
convexe.   ....   .  Ä  «  ipy3(V5— 1),     ^  =  J/?T/3(V5-f  1). 

Icosaedre    regulier  

convexe 11  ^  \q^IQ  —  2y5,      q  =^  \R rr^ 

Dod6ca^dre  regulier 
6toile   de  Kepler,  ._ 

k sommets pentaedrcs  R^\q y io -j- 2 y 5,       q  =^  \R ^   . 

y  o 

Dod6ca^dre  regulier 

6toile   de  Kepler, 

ä  sommets  tri^dres  .  R  =-  ißy3(y5+l),     q  =  jÄy3(y5  — 1). 
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Dod^ca^dre  regulier 


dtoil^  de  Poinsot 

Icosa^dre    regulier 

etoil6  do  Poinsot 


23.    L'cxamcn  de  ces  valeurs  prouve  que 

1*^.  Dans  le  tetra^dre  regulier,  le  rayon  de  la  sphlre 
circonscrito  est  ^gal  au  c6t6  du  triangle  ^qnilat6ral, 
qni  se  trouve  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  Sphäre 
tangente  anx  arStcs. 

2^.  Dans  Toeta^dre  r6gulier,  ]e  rayon  de  la  Sphäre 
circonscrite  est  6gal  au  c6t6  du  carr6  inscrit  dans  la 
Sphäre  tangente  anx  aretes. 

3^  Dans  Ticosa^dre  regulier  convexe  et  le  dod6- 
ca^dre  r^gnlier  de  Poinsot,  le  rayon  de  la  Sphäre  cir- 
conscrite est  6gal  au  c6t6  du  pentagone  regulier  con- 
vexe, qui  est  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  sphere 
tangente  aux  ardtes. 

4^  Dans  le  dod^ca^dre  regulier  de  Kdplor,  k  som- 
mcts  penta^dres,  et  Ticosa^dre  regulier  ^toil6  de  Poin- 
sot, le  rayon  de  la'  Sphäre  circonscrite  est  6gal  au  cdte 
du  pentagone  regulier  6toil6,  qni  est  inscrit  dans  un 
grand  cercle  de  la  Sphäre  tangente  aux  arStes. 

24  Si  nous  repr^sentons  par  ^j,  (29  Ps  ^^^  rayons  des  sph^res 
tangentes  aux  aretes,  dans  les  tetraedre,  hexa^dre  et  octa^dro  r^guliers, 
qui  sont  inscrits  dans  une  meme  sphöre  de  rayon  72,  nous  aureus 

25.  Belations  nnm^riques  entre  le  rayon  de  la  sphdre  inserite 
et  eelui  de  la  spbdre  circonscrite.  Multiplions  entre  ellcs  respec- 
tivcmeut  les  ^galit^s  de  droite  du  n^  18  avec  les  ^galit^s  de  gaucho 
du  Vl^  22;  nous  obtiendrons  les  valeurs  de  R  en  fonction  de  r,  des 
qaelles  on  tire  de  suite  les  expressions  de  r  en  fonction  de  R,  Nous 
consignons  ces  valeurs  dans  le  tableau  suivant: 

Tetraedre  r6gulier    .   .   .   .  Ä  =  3r,  r  ==  \R, 

Hexafedre  regulier     .   .   .   .  Ä  =  r^/S,  r  ^\R^^, 

Octaedre  regulier Ä  =  ry3,  r  =  jÄV'3. 


6toil6  de  Poinsot 
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Dod^ca^dre  regulier  

convexe Ä«  rVlö  — 6V5,     r«iÄl/ — "^^  ^   - 

Icosa^e    regulier  

, 1/154-6V5 

convexe ä  =»  ry lö—  6y 5,     r^\Ry  — -^ — 

Dod6ca6dre  regulier 
6toil6  de  Kepler, 
ä  sommets  pentaMres  R^r-^h^  r  «  jÄi/5. 

Dodeca^dre  regulier 
6toil6   de  Kepler,  

ä  sommets  triödres     .  R  ==  rVl5+6y5,     r  =  iÄl/ — ^.         • 

Dod^ca^dre  regulier 
etoil6  de  Poinsot    .   .  Ä  =  ry5,  r  «  |i2y5. 

I  cosa^dre    regulier  

/ l/l5  — 6V5 

26.  La  comparaison  de  ces  valeurs  fait  voir  que: 

1^  Dans  le  tötra^dre  regulier,  le  rayon  de  la  sphdrc 
circonscrite  est  triple  du  rayon  de  la  sph^re  insorite. 

2^.  Dans  Thexa^dro  et  l'octa^dre  r^guliers,  le  rayon 
de  la  Sphäre  circonscrite  est  ^gal  au  cöt^  du  triangle 
^quilat^ral,  qui  se  trouve  inscrit  dans  un  grand  corcle 
de  la  Sphäre  inscritc. 

3^.  Dans  le  dod6caödrö  regulier  6toil6  de  Kepler, 
h  sommets  penta^dres  et  dans  le  dod^ca^dre  regulier 
6toil^  de. Poinsot,  le  rayon  de  la  sph^re  circonscrite  est 
6gal  au  rayon  de  la  sph^re  inscrite  multiplie  par  y5. 

27.  Les  m§mes  valeurs  prouvent  encore  que 

1^,  Si  rhexaödre  et  l'octaddre  reguliers  sont  in- 
scrits  dans  une  meme  sph^re,  ils  seront  aussi  circon- 
scrits  k  une  meme  sph^re. 

2\  Si  le  dod^caedre  et  l'icosa^dre  reguliers  con- 
vexes  sont  inscrits  dans  une  raSme  sph6re,  ils  serant 
aussi  circonscrits  ä  une  meme   sph^re. 
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3^.  Si  le  dod^ca^dre  regulier  6toil6  de  Kepler,  h 
sommets  penta^dres,  et  le  dod^ca^dre  regulier  ätoil6 
de  Poinsot  sont  inscrits  dans  nue  meme  spb^re,  ils 
seront   anssi  circonscrits   ä  nne   m3me   sphöre. 

4^.  Enfin  si  le  dod6caedre  r^galier  6toil6  de  Kepler, 
ä  sommets  tri^dres,  et  Ticosaedrc  regulier  6toil6  de 
Poinsot  sont  inscrits  dans  nne  meme  Sphäre,  ils  seront 
anssi  circonscrits  h  nne  meme  Sphäre. 

28.  Los  r^snltats  pr^c^dents  penvent  d'ailleurs  se  dMuire  di- 
rectement  de  la  formale  (III) 

R  pn         qn 

-  =  tang^-tang^-. 

£n  effet  1^  on  a  dans  l'hexa^dre  regulier 

«1  =  3,    |>  =  1;     n  =  4,     5  =  1; 
et  dans  l'octa^dre  regulier 

wi=»4,    p  =  l;n  =  3,     5  =  1. 

Par  snite   le  second  membre  de  la  relation  pr^c^dente  conserve  la 
meme  valear  pour  les  denx  poljödres. 

2®.    Pour  le  dod^caedre  regulier  convexe  on  a 

»»  =  3,    p  =  l;     n  =  5,     5  =  1; 

et  pour  rieosa^dre  regulier  convexe 

»i=>5,    /i  =  l;    n  =  3,    |)»1. 

R 

Pour  ces  deux  poly^dres  le  rapport  —  sera  donc  le  memo. 

3^.  n  en  sera  encore  ainsi  pour  le  dod^ca^dre  regulier  6toil6 
de  Kepler,  ä  sommets  penta^dres,  oü 

w  =  5,    j?  =»  1 ;    »  =  5,    5  =  2; 

et  pour  le  dodeca^e  regulier  6toil^  de  Poinsot,  oü 

m  =  5,    2?  =  2;    ««5,    5  =  1. 

Et  4®  de  meme  aussi  pour  le  dod^caedre  regulier  ^toil^  de  Kep- 
ler, h  sommets  tri^dres,  oü 

fnn3,    ^»1;    n=a5,    5=»2; 
et  l'ieosa^dre  regulier  6toil6  de  Poinsot,  oü 

fn  =  5,    p  »  2;    n  =  5,    5  «  1, 
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Dans  cos  quatre  cas  les  valeurs  de  tang—  et  tang—  s'^chan- 
gcnt  entre  elles,  de  sorte  que  leur  produit  reste  le  meme. 

Ccs  polyedres  sont  dits  denx  ä  deux  conjugu^s. 

Dans  deux  polyedres  r^guliers  conjugu^s,  les  faces 
de  chacun  sont  de  meme  ordre  et  de  meme  esp^ce  que 
les  angles  solides  de  Tautre,  et  r^ciproquemcnt. 

29.     Relation  nnm^riqnes  entre  les  rayons  des  trois  spheresc 

Multiplions  entre  olles,  d'abord  los  ^galit^s  de  ganche,  puis  les  §ga- 
lit^s  de  droite  des  n^  18  et  22;  nous  obtiendrous  pour  les  polyMrcs 
r^guliers,  la  suite  des  relations: 


i2  — 


ii2ry3. 


^2«jÄry3VlO+2v5 


T6traödro  regulier  Rr  =  ^2, 
Hexaedre  regulier    Rr  =  ip*|/3, 
Octa^dre  regulier    i?r  =  |^2y3^ 

Dod6ca6dre  regulier  , 

^                             VlO— 2Vö 
convexe Är=i9*|/3. -jy^ — , 

Isoca^dre  regulier  . 

convexe Ar =JpY  3^10+275,    Q^-^^Rr^/r^^l^ 

y  o 

Dod^caedre  regulier 

^toil6  de  Kepler,  ä. 

sommetspentaedres  Är=»  Jp*(y5+1), 

Dod^ca^dre  regulier 

6toil6  de  Kepler,  ä  

Vl(H-2V5 


pa«jÄr(y5— 1). 


sommets  tri^dres    .  Är  =  ^^2y3.- 


V5 


p2=JtÄrV3T/lO— 2y5 


p2=^ii2r(V5-fl). 


Dod6ca^dre  regulier 

6toil6  de  Poinsot  .  Rr=\Q^{^h-'l), 

Icosaldrc   regulier  , 

6toile  de  Poinsot  .  jRr  =  i9V3yiO-~2V5,     P^^Ji2rV3— ^^ 

30.    Ces  valeurs  prouvent  que 

1^.  Dans  le  tetra^dre  regulier,  le  rayon  de  la  sphörc 
tangente  aux  aretes  est  moyon  proportionnel  entre  les 
rayons  des  denx  spheres,  Tune  inscrite  et  l'antre  cir- 
conscrite. 
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2^.  Dans  Ic  dodi^caödre  regulier  6toiI^  de  Kepler,  h 
sommets  pcnta^dres,  Ic  rayon  de  la  sph^re  tangoute 
aux  aretes  est  moyen  proportionnel  entrc  le  rayon  de 
la  Sphäre  inscrite  et  le  cote  du  decagone  regulier  con- 
vcxe,  qui  est  inscrit  dans  un  grand  cerclo  de  la  sph^re 

circonscrite:  car  on  a  i-R(y5— 1)  =  2i2sin:7T^. 

3^.  Dans  le  dodöca^re  regulier  6toil6  de  Poinsot, 
le  rayon  de  lasph^re  tangente  aux  aretes  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  rayon  de  la  sph^re  inscrite  et  le 
c6te  du  decagone  regulier  ^toil4,  qui  est  inscrit  dans  un 
grand  cercle  de  la  sphere  circonscrite:  car  on  a  ifi(yö+l) 

=  272  sin  T^. 

31.  Autres  relattons  nom^riques  entre  les  rayons  des  trois  sph^ 

res.   11  est  aise  de  trouver,  au  moyen  des  cxpressions  des  n^  18,  22 
et  29,  qu'on  a,  dans  les  divers  poly^dres  r^guliers 

Tetraedre  regulier 4R«  =  9p«-f  9r«. 

Hexa^dre  regulier 22^  «  j>*+r*. 

Octaedre  regulier li^'^g^^r^' 

Dodecaedre  regulier  convexe 12*  =  12p* — 15r*. 

Icosa^dre  regulier  convexe Ä*  =  4p* — 3r*. 

Dodecaödre   regulier   6toil6    de   Kepler,    a 
sommets  pentaedres 2p*  = /?(i2 — r). 

Dodecaedre'  regulier   Steile    de   Kepler,    k 
sommets  triMres Ä*  =  12p* — 15r*. 

Dod6ca6dre  regulier  6toile  de  Poinsot  ....  2p*  «  E{JR-{-r). 

IcosaMre  regulier  6toile  de  Poinsot Ä*==4p* — 3r*. 

32.  Nous  pouvous  donc  dire  que: 

1^.  Dans  le  t6tra§dre  regulier,  le  double  rayon  de  la 
sphero  circonscrite  et  les  triples  rayons  des  deux  autres 
sph^res  forment  les  trois  cöt6s  d'un  triangle  rectangle. 

2^.  Dans  l'hexa^dre  regulier,  les  rayons  des  trois 
spheres  sont  les  trois  cötes  d'un  triangle  rectangle. 

3^.  Dans  l'octa^dro  rögulier,  les  inverses  des  rayons 
des  trois  spheres  sont  les  trois  cöt6s  d'un  triangle  rec- 
tangle. 
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4^.  Dans  ie  dod^ca^dre  regulier  convexe  et  dans  le 
dod^caödre  regulier  ötoil6  de  E6pler,  h,  sommets  tri&. 
dres,  les  rayons  des  trois  sphkres  forment  entrc  enx  la 
relatlon  i?»«  12^«  — 15r«. 

5^  Dans  les  deux  icosa^dres  r^guliers,  Tun  convoxe 
et  l'autre  ^toiI6,  les  rayons  des  trois  sphkres  forment 
entre  enx  la  relation  JR*  —  4p*  — 3r* 

6^.  Dans  le  dod^ca^dre  regulier  6toil6  de  Kepler,  k 
sommets  pentaödres,  le  rayon  de  la  Sphäre  taogente  anx 
aretes  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  la 
Sphäre  circonscrite  et  la  demi-diff^rence  entre  ce  rayon 
et  celui  de  la  sphöre  inscrite. 

7^.  Dans  le  dod6ca^tre  regulier  6toil^  de  Poinsot,  le 
rayon  de  la  sph6re  tangonte  anx  aretes  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  rayon  de  la  Sphäre  circonscrite  et 
la  demi-Bomme  de  ce  rayon  et  de  celui  de  la  Sphäre  in- 
scrite. 

§  V.    Expretsiont  g^nirales  des  rayont 
des  trois  sphdres  en  valeur  de  l'arMe  des  polyMres  r^liera  Moii6t. 

33.  Expression  dn  rayon  r  de  la  Sphäre  inscrite  dans  nn  polyMre 
r^lier,  en  yalenr  de  l'arete  a  de  ee  poly^dre.  Les  trianglo  rec- 
tangle  OCI  (Fig.  1)  nous  fournit  la  valeur 

r  ==  OC  ==  C7tangO/C  =  C/tang/; 

mais  nous  avons,  par  le  triaugle  rectangle  .ACI^ 

AC  «  AIcoiACI=:  %  cot—. 

2         n 

n  nous  viendra  donc,  en  substituant, 

(VI)  2r  =  a  cot — tang  L 

34.  Expression  du  rayon  22  de  la  splifere  circonscrite  A  vn 
poly^dre  r^gnlier,  en  yalenr  de  Färbte  o  de  ce  polyMre«  Mnltiplions 
la  relation  pr^c^dente  (VI)  par  la  relation  (III)  du  n^.  5;  nous  aurons 

de  suite 

«7C         an       an 
2R^  a  tang  — -  tang  ^~  cot  ^-  tang  /; 

mais 

an        alt 
tang  ^-  cot  ^—  —  1 ; 
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donc  nous  aurous 

( Vn)  2R^a  taug  ^  tang  J. 

35.    Expression  da  rayon  q  de  la  sph^re  tangente  anx  arßtes     ' 
d'ui  polyedre  regulier)  en  yalenr  de  Tarnte  a  de  ce  poly^dre«    Dans 

cos  — 

la  formulc  (VI)  remplagons  r  par  sa  valeur  q fournieparröga- 

sm^— 

n 


\\\&  (I);  eile  deviendra 

cos*— 
o  ♦»  an 

2p — -^  =  acot— tang/, 

sin^^ 

an 

on,  en  mnltipliant  les  deux  membres  par  sin^-  et   en   divisant   par 

pn 

cos^—-. 
m 

an 

cos  ^^ 

(Vm)  2p  «a — ^tang/. 

cos^— 

36.  Nous  pouvons  trouver  uno  expression  plus  simple  de 
la  valeur  de  2p.  Multiplions,  en  effet,  l'^galit^  pr^c6dente,  membre 
ä  membre,  par  la  relation  (Y);  eile  deviendra 

an  pn 

COS  ^^  COS  — 

n  m 

2psin/  =  a--— tang/. — -, 

COS —  sin  ^^ 

m  n 

on,  en  r^duisant, 

an 

cot  — 

n  an 

(K)  2p  =»  a r  •=  »cot  "^ s6c/. 

'  ^  cos7  7i 


§  VI.    Valeurt  num^riques  des  rayons  des  trois  sphöres  en  fonotion 
de  l'ardte  des  divers  polyödres  r^ullers. 

37.  Yalenrs  nnmeriqnes  dn  rayon  g  de  la  Sphäre  tangente  anx 
aretesy  en  fonetion  de  Tnne  a  de  ces  aretes«  Pour  plus  da  simplicit6, 
an  lieu  de  nous  servir  de  la  formule  (IX),  nous  ferons  usage  de  la 
relation  (Fig.  1) 

T«U  LXQ.  7 


fori  Lei  troü  tptirti  dta  Polyiilrti  r€gut!eri  (tottia. 

Mfi  —  ö/>  —  Äi*, 

4fi»  — V  =  a», 

iiit  to  triaügle  ri^ctaugle  AIO. 

cmplo^Ds,  daiis  cette  4galit4,  4A^  par  gas  v&leors  anc- 
DCtion  de  p,  qai  se  troavCDt  an  d**.  22,  nous  obticndrons 
suivantcs: 

olier f  =  lay2,  a -=  2pV2. 

liier e  =  joys,  o  =- ^ys. 

lier P  ~  JO)  <"  —  2p, 

ignlier  cooTexe  .  p  =  j^oCyS+l)*,      a  —  jp(y5— 1)*. 

liier  conveie     .  ^  =  l<i(y5+l),        a  —  p(y5-l). 

gulier  ttoilö  de 

meta pentaMres  ^  —  Ja(y5— 1),        o  ™  e(y5-|-l). 

Ignlier  ätoilä  de 

nmctB  triödrea  .  p  =  Ja(y5~I)*,      a  =  ip(y5-!-l)». 

ignlier  ^toil6  de 

p  =  i-icyM-i),    "  =  *(y5-i)- 

nlicr  6toil6  de 

c  =  KV&-1),    "  -  ecyn-i). 

:  voyonB  par  ces  valenrs  qne: 

ique  le  t^tra^dre  et  l'hexa^dre  rögnliera  ont 
-,  les  rayoits  des  deux  sph6res  tangentes  am 
le  second  donble  du  premier. 

qac  l'icoBa^dro  regulier  convexe  et  le  dode- 
lier  6toil6  de  Poinsot  ont  mSme  contro  et 
>,  lenrs  arStes  sont  tangentes  ü  nne  memo 
it  lo  diam^tre  est  £gal  au  cAt^  dn  dod4cagone 
il6,  qui  Be  trouve  inscrit  dans  le  cercle  ayant 
munc  ponr  ray on. 

qne  le  dod^ca^dro  regulier  ^toilä  de  Kepler, 
penta^rcs,  et  l'icosa^dro  regulier  6toiU  de 
mSme  centre  et  meme  arete,  lenrs  arStes 
tangentes  k  nne  m^me  sph^rc,  dont  le  dia- 
igal  au  cötä  du  d£cagoae  regulier  convexe, 
ve  inscrit  dans  le  cercle  ajant  l'ar^to  com- 
'ayoD. 

iqne  I'icosaödre  r^gnller  convexe  et  le  dod6- 
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ca^dre  regulier  ^toil^  de  Poinsot  ont  memo  arete  que 
ricosa^dre  regulier  ^toil6  de  Poinsot  ot  le  dodecaedre. 
r^gnlier  6toil6  de  Kepler,  k  sommets  pentaedres,  Tarnte 
commune  ä  ces  quatre  polyedres  r6guliers  est  moyenne 
proportionnellc  entre  les  diametres  des  doux  spheres» 
Tune  tangente  anx  aretes  des  deax  premiers  polyedres 
r^guliers,  et  l'aatro  tangente  aux  aretes  des  deux  derniers. 

5^.  Lorsque  le  dodecaedre  rdgulier  convcxe  et  le 
dod6caedro  regulier  etoil^  de  Kepler,  ü. sommets  tri- 
edres,  ont  meme  arete,  cette  arete  commune  est  aussi 
moyenne  proportionnello  entre  les  rayons  des  deux  sphe- 
res t^^ngentes  aux  aretes. 

39.  Yaleurs  num^rlques  du  rayon  R  de  la  spb^re  eireonserite 
aux  polyddres  r^guliers  en  Taleur  de  Pune  a  des  aretes  de  ce  po- 
lyddre.  Multiplions  les  relations  du  n^  37,  Celles  de  gauche  par  les 
egalit^s  de  gauche  du  n^  22,  et  les  relations  de  droito  par  Celles  de 
droite  du  mSme  n^  22.    Nous  obtenons  ainsi  les  expressions  suivantes : 


Tetraedre  r6gulier  .  .  JR  =  Ja  V6, 
Hexaedre  regulier  .  .  .  Ä  =  ^a  V3, 
Octaedre  regulier  .   .   .i?  =  iaV2, 


a 
a 
a 


fÄV3. 
i2V2. 


Dodecaedre  regulier 
convexe Ä  =«  JöV3(V5+1),    a  «  ii2V3(V5— 1). 


Icosaedre    regulier 
convexe    ...'...  i? 


iayiO+2Vö,     a  =  i? 


VlQ  — 2V5 
V5 


Dodecaedre  regulier 
etoiie   de   Kepler 

ä  sommets  pentaedres  R  «  JaVlO— 2V5,     a  =«  i2 


yiO+2V5 
V5 


Dodecaedre  regulier 
etoiie  de  Kepler 
ä  sommets  triedres    .  R 


iaV3(V5— 1),    a  =  iÄi/3(V5+l). 


Dodecaedre  regulier 
etoiie  de  Poinsot    .   .  i2  «  |iiyiO+2V5,     a  «  Ä 

Icosaedre    regulier 
etoiie  de  Poinsot   .   .  iZ  < 


JaVlO  — 2V5,     a^R 


T/1Q~2V5 
V5 

l/lQ+2V5 
V5 


im  dtt  Polgidrtt  r^lurt  ßoiltt. 
les  eipresBJona  proave  qae; 

idres  röguliers  ötoiUs  sont  in- 
hero,  1q  rapport  des  arStes  OBt 
oly^drcs  räguliers 

'  2 Vi  ~3V2' 

es  polyedres  r^gnliors  sontdftni 

agVS a,V3  _ 

■"  y2V5(V5+l)  ~  V5  +  1  ~ 


)       y2V5(V6  +  l)' 

Her  convexc  et  le  dodScaftdre 
lot  oDt  m€me  areto,  lotsqa'its 
le  sphere. 

igulier  4toil6  de  Kepler,  k  som- 
isaidre  regulier  ^toilö  de  Poin- 
e,  lorBqa'ils  sont  inscrits  datiB 


caedre  r^galior  convexo  «t  le 
iI6  de  Kepler,  k  Bommeta  tri- 
I  la  m6me  sphere,  lesrB  arStea 
es  cAtäs  dos  denx  dScagouea  r6> 
l'antre  ätoil6,  qni  BOnt  inscrits 


du  rajoB  r  de  la  sphire  inscrite  dsns 
foBctlon  de  l'nne  a  des  arttei  de  cm 
-oix  et  respectivement  lea  relatiou  da 
2d.     Kons   obUendrons   les  relations 


V6,  a  -  rV6. 


r 


Do  »ton  Le*  troü  »ph^ret  dei  PoU/iärts  riguUers  itoiU».  JOl 

Icosaedre    regulier 
convcxe.   .   .   •   •   .  r  «  tV«(3V3+ V15),      a  —  r(3V3— V15). 

Dod6caedre  r^gulior 
6toiI6  de  Kepler,  

k sommets pentaedres  r^^a -r^ .         a'=^  r V iO+2Vö. 

Dod^caedre  regulier 
6toile   do  Kepler, 

k  sommets  triedres  .  r  =»  ^  1/ r^ ,      a  =  ry50+22V5. 

Dod^caedre  regulier  

6toü6  de  Poinsot .    .  r  —  ia^^  V5^^^'  ^  ""  rVlO  — 2Vö. 

Icosaedre    regulier 
6toil6  de  Poinsot .    .  r  «  Aa{3\/3—  V15),     a  —  r(3V3+ V15). 

42.    Si  Ton  comparo  toates  cos  exprcssions,  on  Terra  quo 

1^.  Si  le  t^traedre  et  Toctaedre  r6galiers  sont  cir- 
conscrits  ä  nne  meme  sphere,  Tarnte  da  t^traedre  sera 
double  do  celle  de  Toctaedre. 

2^.  Lorsque  les  deax  icosaedres  r^gnliers,  Tan  con- 
vexe  et  Tautre  6toil6,  se  tronvent  circonscrits  ä  une 
möme  sphere,  la  somme  de  lears  denx  ardtes  est  6gal  k 
six  fois  le  cdt^  du  triangle  6qailat6ral  inscrit  dans  an 
grand  cercle  de  cette  sphere. 

3^.  Lorsque  le  dod^caedre  regulier  convexe  et  son 
conjugu^,  ricosaedre  regulier  convexe,  sont  circonscrits 
k  une  mime  sphere,  leurs  arötes  sont  entre  elles  comme 
los  cdt^s  des  d^cagone  et  pentagone  r^guliers  conyexes, 
inscrits  dans  un  mdme  cercle  et  multipli6s  respective- 
ment  par  V5  et  V3. 

4^  Lorsque  le  dod^caedre  regulier  6toll6,  k  faces 
pentagonales  6toil4s  et  k  sommets  pentaedres  convexes, 
et  son  conjugu6,  le  dod6caedrc  regulier  6toil^,  k  faces 
pentagonales  convexes  et  k  sommets  pentaedres  6toil6s 
se  trouvent  circonscrits  k  une  meme  sphere,  leurs  aretes 
sont  entre  elles  comme  les  c6t6s  des  deux  pentagones 
r^guliers,  Tun  6toil6  et  Tautre  convexe,  qui  sont  inscrits 
dans  un  m^me  cercle. 


^jr=mi 
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5^.  Lorsqnc  le  dodöcaädre  regulier  6toil6,  h  faces 
pentagonales  6toil6s  et  k  sommets  triedres,  et  son  con- 
jagu6,  l'icosaedre  regulier  ^toil6,  k  faces  triangulaires 
et  k  sommets  pentaedres  Steiles,  se  trouvent  circonscrits 
k  une  meme  sphere,  lenrs  aretes  sont  entre  elles  comme 
les  cöt^s  des  d^cagone  et  pentagone  r^guliers  ^toil6s, 
inscrits  dans  an  meme  cercle  et  multipli^s  respective- 
ment  par  V5  et  V3. 


Paris,  Octobre  1877. 


Dostor:  Inscription  dans  U  cercle  des  polygones  etc.  \Qß 


m. 


Inscription  dans  le  cercle  des  polygones 
r^guliers  de  15,  30,  60,  120,  etc.  cöt^s. 

Calcul  des  Cöt^s. 


Pur 


Georges  Dostor, 

Professenr  k  la  Facnlt^  des  Sciences  de  TUnivcrsit^  catholique  de  Paris. 


La  m^thode,  dont  nous  faisons  usage,  repose  sur  la  Trigonometrie 
la  plas  ei^mentaire ;  eile  supposo  conuu  que  la  regle,  qni  scrt  k  caU 
caler  le  sinns  de  la  somme  et  de  la  difference  de  deux  arcs. 

1.  Inscriptioii  dans  le  cercle  des  qnatre  pol.T§rones  r^guliers  de 
qaiiize  cdt^«  II  existe  quatre  pent^d^cagons  reguliers,  doot  les  trois 
etoil^s  sont  des  especes  2,  4  et  7. 

Les  demi-anglcs  au  centre  de  ces  quatre  polygones  reguliers  de 
15  cöt^s  sont  respectivement 

71       2n      4?f      In 
^^^  15'     15'     15*     15* 

par  cons6quent^  si  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  cöt6s  seront 

C,5,i  =  2i28inJ, 

Cis,a  =  2Ä8inTt:» 
(2)  l        ''*  1^ 

^16.4  «2Ä  sin  j|. 

^  -._  ,    l^t 

(7,5,7  «2Äsmj^  • 


i 
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Les  sinuB  des  quatre  arcs  (1)  se  calculeront  ais^ment  au  mojen 
de  Sinus  et  consinus  d'arcs  plus  simples,  qui  sont  d6jä  connus. 

Ajoutoüs  d'abord  lo  premier  et  le  troisieme  de  nos  arcs  (1), 
puis  retranchons,  Tun  de  Tautre,  les  memes  arcs-,  nous  obtenons  les 
deux  ideotit^s 

47C    .     7t  7t  47r  7t  7t 

15 +15'^  3*        15  ""15  "'s' 
qni  nous  donnent  de  suite 

4XC  7t    I     7t 

15  "e+iö' 

(3) 

7t  7t  7t 

15  "'e^'iö' 

De  m@me,  faisons  d'abord  la  somme,  puis  la  diff^rence  du  second 
et  du  quatriSme  des  ares  (1);  nous  aurons  les  ^galitös 

77t         2n  Sit  l7t         27t  TT 

15  +  15  """5"'        15  ""15  ""3' 

d'oü  nous  tirons  de  suite 

/     7«       Sit     7t 

\   i5"*i()"*"6' 

(4)  / 

j       27t  37C         9C 

(     I5""i0""i5' 

II  nous  suffira  actuellement  de  mettro  ces  equivalents  (3)  et  (4) 
dans  les  formules  (2),  pour  obtenir  les  expressions 

_,  _         ,     f7t  7r\  _         .TT  ^  rt-^  7t     ,      7t 

Ci5,i  =  ^^^^'^Vß  ~~iÖ/  "^  2Äsing  costt^  — 2ÄcoSgSinrT 


10 

,      07t  7t  07t    ,      7t 


7j5,2  =»  2i2sinl::7r  —  tt)  -=  2Ä sin ^r: cos ;i- — 2Äcos:77T8in;r. 


(5) 


10  """6       -"wo^^«-«g 


^^HlO~6J 

Ci5,4  =^  2R  sin  U  +^)  ^^^  s^»  f  ^^^  iö  "*"  ^^  ^^®  f  '^^  ^* 

^  r>«  .    /3yr  ,  7r\       ^_  .   3n;       »  ,  ««      3»  .    « 

Cj5,7  =  2Esm\jö'^Q)  ==  2Äsinj^cosg^  +  2Äcosj^8m^. 


Mais  on  sait  que 
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sin^  =  i,  cos  g  =  i  V3 ; 

(6)    {     8inj^  =  i(V5-l),       cos  jQ  =  an  y  =  jyiO+2  V5 ; 

OTC  OTT  '  JE  ■ 

8inj^  =  i(V5+l),       cosj^  =  8m^  =  iyiO-2VÖ;' 

2» 
car  sin-F-  est  le  demi-c6t^  du  peutagonc  regulier  6toil^,  qni  se  trouve 

inscrit  dans  le  cercle,  dont  le  rayon  est  6gal  k  ranit^;  et  sinrrr  est 

le  demi  c6t6  du  d^cagone  regulier  ^toil6,   qui  est  inscrit  dans  le 
meme  cercle. 

Si  nous  substitaons  ces  yaleurs  (6)  dans  los  ^galit^s  (5),  nous 
obtiendronSy  pour  les  c6tes  des  quatrc  pented^cagones  reguliers,  les 
ezpressions  suivantes: 

^15,1  =-  iÄC/lO+2V5— V15+V3), 
(jj  ;     Ci5„  =  iÄ(V15+V3-yiÖ=2Vö), 

^15^  ^  iÄ(yiO+2V5+V15-V3), 
^16,7  =  iÄ(V15  +  V3+yiO-2V5). 

2.  La  comparaison  de  ces  expressions  nous  fournit  les  deux 
relations 

(II)  j     ^15,1+^15,4  =  1^2  V1Ö+2V5, 

f     ^15,7-^15,2  ==  iWlO-2V5. 

EUes  demontrent  qae 

1^.  La  somme  des  deux  pent^decagones  reguliers  des 
especes  4  et  1  est  egale  au  c6te  du  pontagone  regulier 
etoile,  inscrit  dans  le  m^me  cercle. 

2^.  La  difference  des  cötes  des  pented^cagones  re- 
guliers des  especes  7  et  2,  qui  sont  inscrits  dans  le 
mSme  cercle,  est  egale  au  c6te  du  pentagone  regulier 
convexe,  inscrit  daus  le  meme  cercle. 

3.  Inseription  dans  le  cercle  des  qnatre  poljgones  r^grnliers  de 
trente  eot^s.  Comme  la  moitie  15  de  30  est  un  nombro  impair,  il 
existe  an&si  quatre  polygones  reguliers  de  30  cötes,  dont  les  trois 
etoil^s  sont  des  especes  7,  11  et  13. 
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Les  deroi-angles  aa  centre  de  ces  quatre  polygones  reguliers  de 
30  cöt^s  sont  respectivement 

^^  30'    30*     30  •     30  • 

par  suito  les  c6tis  seront 

(8)  ;  ^^ 

^80113  =  2ä  sin  -QQ-  • 

Les  sinas  des  quatre  arcs  pourront  s'obteuir  en  valenr  de  sinas 
d'arcs  plus  simples,  sinus  dont  nous  connaissons  d^jä  la  valeur. 

Ajoutons  d'abord  lo  premier  et  le  tröisieme  de  uos  arcs  <7), 
puis  prenons  la  diff^rence  entre  les  m6mes  arcs;  nons  aurons  les 
deux  identit^s 

llfc      n        2«       11»      n        n^  , 

SÖ  +  SÖ'^y      3Ö""3Ö'"3' 


d'oü  nous  tirons  de  suite 


(9) 


llxp 7t  ^  n 

"30  ""  5+6' 


K         n      n 
3Ö~  ö'"6 


Si  nous  prenons  de  meme  la  somme  et  la  difFi^renco  du  deuxieme 
et  du  quatrieme  de  uos  memes  arcs  (7),  nous  aureus  les  egalit^s 

13jc      77C       2n      13^      In       n 
W+3Ö"""3"*     W^SÖ^'ö' 

qui  nous  donnent  de  suite 

13yg      H5  I  i?. 
"30  ""  3+10 
(10) 

7n       n      n 

30  '"3""iÖ 

Mettons  ces  sommes  et  ces  differences  (9)  et  (10)  dans  les  for- 
jnules  (8);  nous  obtiendrons  les  expressions 
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Cao,!  =  2i28ml^— g  l  =  27?sm^co8g  —  2-RcoB^sing^, 
Cfloff  ==  2ä sin ( ö- —  jq j  =  2Äsmg  cosj^  — 2ÄC08g  sinj^. 


^3om  =  2Ä8in(^+^)  =  2J?8in  !^co8^+2Äcosg-8injg» 

^30^13  =  2i2  sm  1 3  +  Jq  )  =  2Ä  sin  3  cos  j^+  2-R  cos  3  sin  j^. 

Substitnons  anx  factears  trigonometriqnes  des  seconds  membres 
lenrs  valenrs  nnm^riqnes 

sm«  =  cos  g^  =  }  V3,  coSq  =  sm  ^  —  i; 

Bing-  —  cos  j^  =  J^VlO— 2V5,      cos  ^  =  sin  j;^  =  H^^+ 1)  • 

8in^  —  cos  ^  -  i(V5— 1),         cos  ~  «  sin  y  «  iyiÖ+2V5 ; 

nous  tronverons  poor  les  cötes  des  qnatre  polygones  rägolieFs  de 
30  cötes  les  yaleurs 

Qo,i   -  iÄ(y30-6  V5- V5~l), 

<    ^~''   =iÄ(V30+6V5-V5+l), 

Cio«i  «  iÄ(V30-,6V5+ V5+1), 

Qo,is  =  iÄ(y30+6V5+V5-l). 

4.    La  comparaison  de  ces   cxpressions  nous  fonrnit  les  deox 
relations 

'iorts —  Qo97  ^**  -JäCVo  —  1); 
qai  prouvent  quo 


1®.  La  difference  ontre  les  cöt^s  des  polygones  re- 
gnliers  de  30  cötes,  des  especes  11  et  1,  inscrits  dans 
le  meme  cercle,  est  6gale  au  cöte  da  d^cagone  regulier 
etoile,  inscrit  dans  ce  cercle. 

^.  La  difference  entre  les  cöt^s  des  polygones  re- 
galiers  de  30  cöt^s,  des  especes  13  et  7,  inscrits  dans 
le  möme  ceTrcle,  est  egale  an  cöte  da  d^cagone  regulier 
conveze,  inscrit  dans  ce  cercle. 
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5.    InscriptloB  dang  le  eercle  des  halt  poljgreites  r^liers  de 
60  cdt^    Ces  huit  polygones  regnliers  sont  des  espdces 

1,    7,    11,    13,    17,    19,    23,    29. 

Lcs  demi-angles  an  centro  de  ces  polygones  seront  ainsi 

^^  60     60'     "eÖ*      60"'      6Ö~'      60'      60*      60* 

de  Sorte  qu'on  anra,  pour  les  cöt^s,  les  expressions 


n 


(12) 


l7t 

Qo?7  =  2J?Bin  gQf 


29« 

^609S8  —  ^^ »'"    fiQ  » 


^eo»!!  =  2iJsin 


11« 
60' 


^60119  =  2Äsm 


19« 
60' 


Qo7i3  —  27?  sm  gQ  1 


17« 
Qoii7  =  2Äsm  gö"' 


Comme  on  a 

29«  ,   «       « 

60    '  60  ■"  2  * 

29«      «        7« 
60       60  ~"  15  '     ^ 

on  pent  ecrire 

«       «7« 
6ü      4      30 

£9«  «  ,  7« 
60  ""4+30' 

7«       «     2« 
60  ""4      15* 

23«  «  ,  2« 
60        4+15* 

11«       «      « 

19«       «  ,   « 

60  ""4~15' 

60   ""4+15' 

13«       «      « 
60        4      30' 

17«       «  ,   « 

60   ""4+30* 

etc. 


Developpant  les  sinns  et  observant  qne 


et  quo 


sin  j  =  cos  j  =  t  V2, 


7« 


.  4« 


cob3Q  = 

-""is- 

C08j5  = 

.   13« 
-««30' 

cos 


cos 


2« 
15 

« 
3Ö 


.   11« 

.   7« 
sm^. 
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on  troave,  en  substitaant  dans  (12),  poar  los  cöt^s  de  nos  huit  poly- 
gones  regnliers 


«     ,«  /   .     13^  .      TT  \ 

=  ÄV2(8iiig-sinj). 

«i^V2(8m^+8in5). 

-l?V2(8in^+8ing). 


'60)11 


'60)18 


'60)17 


'60)19 


'60)28 


00 


Si  Ton  met,  dans  les  seconds  membres,  h,  la  place  des  sinns  Icurs 
valenrs  tMcs  de  (I)  et  (II),  on  trouve  enfin  que  les  cöt^s  des  huit 
polygones  regnliers  de  60  c6tes  sont: 

CW  -iÄV/2[(V3+l)(V5-l)-(V3-l)-/lO+2V5], 

CW  -ii?V/2[(v^3+l)yiO-2V5-(V3— 1)(V5+1)], 
C«o,M  -  iÄV2[(V3-l)Vl0+2V5+(V3+l)(V6-l)], 
C«o,i8  -  iÄV2[(V3+l)(V^5+l)-(V3-l)yiO-2V5], 
C«o,«  - iÄV2[(V3+l)T/l0-2V5+(V3-l)(V5+l)], 
C«M»  -  iÄV2[(V3+l)VlO+2v^5-  (V3-1)(V5-1)], 
Cio«  -  JÄV2[(V3-1)V10-2V5+(V3+1)(V5-|-1)], 
Cm«.  -  iÄV2[(V3+l)yiO+2V5+(V3-l)(V5-l)]. 

5.  Iiuerlptton  dans  le  eerele  des  selze  poljgrones  r^gmlien  de 
120  e6Us.  On  ponrrs  calcoler  les  cöt^s  de  ces  seize  polygones  r^- 
goliers,  en  snivant  la  mSme  m^thode;  il  suf&ra  ponr  cela  de  faire 
vsage  des  identit^s  saivantes: 


•  ri   Iraeription  data  U  cerck  äu  poti/gona  ttc, 
n     7«  31«       3*     7« 


120  "  8      30 


17« 
120^ 


120  ~  8^30 


e  mode  de  calcnl  pcnt  fonruir,  commo  Ton  voit,  tontea  les  Tälenra 
onne  la  r^solntion  de  l'^qnalion  binomc  z"  —  1  =  0. 


■.TTJp 
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IV, 


Neue  Eigenschaft  der  Kegelschnitte. 


Von 

K.  Zahradnik. 


Jeder  Kreis  schneidet  einen  Kegelschnitt  in  vier  Punkten;  die 
Parameter  der  Schnittponkte  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Coordinaten 
eines  Kegelschnittspnnktes^) 

.^-p-,    y  =  -^  (1) 

in  die  Gleichung  des  Kreises 

x«+y2—  2tta;  —  2/Jy+w«  «  0  (2) 

einführen,  als  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  in  u.  Da 
nun  drei  Punkte  die  Lage  des  Kreises  vollständig  bestimmen,  so 
müssen  die  Parameterwerte  der  vier  Schnittpunkte  einer  Bedingungs- 
gleichung genügen,  und  ein  Vergleich  der  Goefficienten  der  erwähnten 
biquadratischen  Gleichung  gibt  uns  unmittelbar  diese  Bedingungs- 
gleichung') in  Form 

(t*)«+9(«)i-0  (3) 

Für  «2  »  ttj  =  »4  »  tt  wird  der  Kreis  (2)  zum  Krümmungskreise 
und  die  Bedingungsgleichung  (3)  geht  in  diesem  Falle  über  in 

tt34-3t*2Mj4-  3(3tt+ wi)  =  0  (4) 

welche  wir  auch  schreiben  können,  u'  statt  u^  setzend, 

tt»+3<p*+tt'(3tt«+ff)  —  0  (40 


1)  Siehe  dieses  ,,Arcbiv^*  Teil  61.  pag.  220. 

2)  Siehe  Dr,  Em.  Weyr:  „Kegelschnitte'*.  Sitzb.  d.  kgl.  bOhm.  G^sellsch. 
d.  WiBsenscb.  18.  Oct  1878.  Prag,  Sepabdr.  pag.  29. 
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:buDg  besagt  dds,  dass  jeder  ErOmraangskreis  im  Punkte 
;eI)jc)iDitt  in  einem  Punkte  v,'  schneidet,  und  umgekehrt, 
jeden  Punkt  des  Eegolschnittes  «^  drei  KrOmmangskieiBo 
ben.  Die  Oscnlationstripcl  bilden  nämlich  eine  cubische 
Von  den  Oscnlationstripeln  können  wir  nun  die  Eigen- 
hweisen,  dass  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Neben- 
!  Kegelschnittes  liegen. 

hneu  wir  mit  uj,  u^,  uj  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4'), 
m  wir,  dass  dem  Kegel  ach  nittsp  unkte  u'  das  Osculations- 
%  entspricht,  somit  auch  dessen  Schwerpunkt  (Jt?).  Die 
a  des  Schwerpunktes  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschrie- 
ecks  (ujUsUj)  sind  nun 


1  deBSOn  Ecken    die  Osculationspnnkto  des  Eegelschnitts- 
seiD,  Bo  mflssen  deren  Parameter  wegen  (4)  den  Gleichungen 

(u)i  =  -3u' 

M,  =  3s  (6) 

(„),=-s.' 

la  nun  mit  Rücksicht  auf  (6) 

n(.,"-5)  -  16s'(»''-s) 
'-«) + <V-3)  («.'-«)  +("j'-s)  (»i'-«) 245(u"-ä) 

{— I  m 

Satz  als  bewiesen  erscheint 
i,  Februar  1878. 
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Geschichte  dei-  Mathematik  und  Physik. 

Balletino  di  bibliogralia  o  di  storia  dellc  scicuze  matematicho  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagni.  Tomo  X.  Roma  1877. 
Tipograßa  dclle  scicDzo  inatciuaticho  o  tisiclie. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender: 

7.  Heft.  Sigmand  GOutLcr:  Ueber  die  AufHoge  und  Eut- 
wickeluugsstufeu  des  Princips  der  Coordiaatuu.  lua  ItalieDischo  über- 
setzt von  Giovanni  Garbicri. 

8.  Heft.  Piftro  Riccardi:  Uebor  ein  kleines  Werk  von  Fran- 
cesco dal  Sole.  Uugcdriickto  auf  ihu  bczOglicbo  Documcnte.  B.  Bon- 
compagni: Uuber  das  Wort  „Cumulo",  von  Francesco  dal  Sole  ge- 
braucbt  im  Sinne  von  tausend  Millionen. 

9.  Heft.  Paul  Mansion:  Die  Matlicmatiker  in  Belgien  in  den 
Jahren  1871,  1873,  1874,  1875. 

10.  Heft.  Scblnss  dea  Vorigen.  Pietro  Riccardi:  Brief  an 
B.  Boncoinpagni  zur  Berichtigung  einer  Aussage  betreffend  Biagio 
Pclacani  in  der  obigen  Schrift  von  Günther. 

11.  Heft  P.  Trentlein:  Ueber  einige  nngedmckte  Schriften  he- 
zQglich  auf  das  Bccbnen  mit  dem  Ahacus.  Ins  Italienische  abersetzt 
von  Alfonso  Sparagna.    Wörtliche  Mittbeilang  jener  Schriften. 
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12.  Heft.  Schluss  des  Vorigen.  B.  Boncompagni:  Ueber  den 
TractatüS  de  abaco  von  Gerlaudo.  Angelo  Gcuocchi:  Ueber  die 
von  B.  Boncompagni  veranstaltete  Publication  von  11  Briefen  von 
Louis  Lagrange  an  Leonhard  Euler. 

Publicationsverzcichnisse  im  8.,  10.  und  12.  Heft. 

Besonders  herausgegeben  sind  die  2  Schriften  von  Boncompagni 
über  die  Summe  der  4.  Potenzen,  aus  dem  Maiheft,  und  über  das 
Wort  Cumulo,  aus  dem  Augustheft.  H. 


Jahrbuch  der  Erfindungen.  Herausgegeben  von  H.  Grctschel 
und  G.  Wunder.  Dreizehnter  Jahrgang,  Mit  19  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten.  Leipzig  1877.  Quandt  u.  Händel,  kl.  8^. 
460  S. 

Diese  Zeitschrift  stellt  den  Fortschritt  der  einzelnen  Zweige  der 
Naturwissenschaft  in  den  letzt  vergangenen  Jahren  dar.  Hauptsäch- 
lich sind  die  Resultate  der  quantitativen  Ermittelungen,  nebst  Fehler- 
grenze und  verglichen  mit  den  ft^üheren  Bestimmungen  übersichtlich 
angegeben,  in  der  Kürze  bei  jeder  bemerkt,  woraus  sie  gewonnen 
ward,  ferner  der  Name  dos  Autors,  nicht  aber  die  Littcratur  citirt 
Der  gegenwärtige  Jahrgang  umfasst  eine  Reihe  Themata  aus  der 
Astronomie,  Physik  und  Chemie.  Zum  Schluss  ist  der  Nekrolog  für 
1876  beigefügt.  H. 


1  A  list  of  writings  relating  to  the  method  of  least  Squares,  with 
historical  and  critical  notes.  By  Mansfield  Merriman,  Ph.  D., 
Instructor  in  the  Sheffield  Scientific  School  of  Yale  College.  New 
Haven  1877.  (From  the  Transactions  of  the  Connecticut  Academy. 
Vol.  IV.  1877).    232  S. 

Die  Liste  enthält  408  Titel  von  Schriften,  die  von  1722  an  der 
Erfindung  der  Methode  1805  teils  anbahnend  vorausgingen,  teils  nach 
dieser  Zeit  dieselbe  behandelten,  und  zwar  313  Abhandlungen,  72 
Bücher  und  23  Teile  von  Büchern.  Sie  folgen  der  Zeit  nach;  an 
nötigen  Angaben  lassen  sie  nichts  vermissen;  auch  die  succcssiven 
Auflagen  mit  Jahreszahl  sind  bemerkt.  Die  Noten,  welche  auf  die 
meisten  Titel  folgen,  geben  öfters  über  den  Inhalt  einigen  Aufschluss, 
sind  aber  grösstenteils  Urteile  der  Wertschätzung  und  machen  auf 
Fehler  aufmerksam.  Die  Vollständigkeit  begrenzt  der  Verfasser  selbst 
danin,  dass  er  Schriften  in  den  8  Hauptsprachen  aufgenommen  hat, 
mit  Ausschluss  z.  B.  von  Russisch  und  llugarisch ;  ferner  dass  zu  kurze, 
unzureichende  Behandlungen  unerwähnt  geblieben  sind.    Die  Schriften 
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stammen  aus  12  Ländcni,  unter  denen  der  Zahl  nach  Deutschland  die 
erste,  England  die  dritte  Stelle  einnimmt,  was  auch  hinsichtlich  der  2 
Sprachen  gilt.  Voj^i  den  408  Schriften  hat  der  Verfasser  312  selbst 
gesehen.  Innerhalb  der  bezeichneten  Grenzen  bleibt  es  dem  Publicum 
überlassen  das  noch  Fehlende  in  Erinnerung  zu  bringen. 


Methode  und  Priucipien. 

Zur  Grundlegung  der  Psychophysik.  Kritische  Beiträge  von  Dr. 
Georg  Elias  Müller,  Privatdocentcn  der  Philosophie  an  der  Uni- 
versität zu  Göttingen.    Berlin  1878.    Theobald  Grieben.    424  S. 

Das  Buch  handelt  vom  Weber'schen  Gesetze,  nach  welchem  der 
kleinste  wahrnehmbare  Unterschied  der  Intensitäten  zweier  gleich- 
artigen Sinnenreize  den  Intensitäten  selbst  proportional  ist.  Der  Ver- 
fasser hat  sein  Mögliches  getan,  die  betrcifeude  Aufgabe  zu  einer 
exacten  zu  machen,  indem  er  das  Unzulängliche  in  Begriff  und  Me- 
thode ans  Licht  zieht,  die  Messungsfehler  scheidet  und  in  Rechnung 
bringt  Dennoch  bleibt  das  Ergebniss  auf  dem  Standpunkte  derjeni- 
gen sogenannten  Empirie,  welche  ohne  causalc  Hypothese  nur  sam- 
melt und  aus  Zahlen  Gesetze  abstrahirt,  die  im  günstigsten  Falle  in 
irgend  welchem  Umfange  eine  leidliche  Beständigkeit  zeigen.  Die  er- 
reichten Resultate  hält  indes  der  Verfasser  wert  und  bekämpft  ein- 
gehend die  von  Hering,  Langer,  Brentano  u.  A.  erhobenen  Einwände. 
Der  erste  Abschnitt,  die  psychophysischen  Messmethoden,  behandelt 
die  zufälligen  Fchlervorgänge  und  die'  zufälligen  Bcobachtungsfehler, 
die  Hauptformeln  der  Methode  der  richtigen  und  falschen  Fälle,  deren 
bisherige  Auffassungen  und  Anwendungen,  die  Elimination  der  con- 
stanteu  Fehler,  die  Methode  der  kleinsten  Unterschiede,  die  Methode 
der  mittleren  Fehler,  die  bisherigen  Versuche  nach  derselben,  die 
Methode  der  übermerklichen  Unterschiede;  der  zweite,  die  Tatsachen 
des  Weber'schen  Gesetzes,  Versuche  mit  verdunkelnden  Gläsern, 
Schattenversuche,  Scheibenversuche;  Masson's  Versuche  bei  instantaner 
Beleuchtung  rotirender  Scheiben,  die  Beziehung  der  Sterngrössen  zu 
den  Sternintensitäten,  Versuche  nach  der  Methode  der  übermerklichen 
Unterschiede,  Versuche  mit  farbigem  Lichte,  Resultate  sämmtlicher 
auf  das  W.  Gesetz  bezüglichen  Untersuchungen  im  Gebiete  des  Ge- 
sichtssinns, Gewichtsversuche,  das  Augenmass,  Versuche  mit  Schall-, 
Geschmacks-  und  Temperaturreizen;  der  dritte,  die  Deutung  des  W. 
Gesetzes,  die  psychophysische  und  die  physiologische  Auffassung  des 
W.  Gesetzes,  die  Denkbarkeit  eines  annährend  logarithmischtjn  Ab- 
hängigkeitsverhältnisses zwischen  2  physischen  Vorgängen,  Erörterung 
der   sog.  Tatsache  der   Reizschwelle,   die  Abhängigkeit  der  Unter- 
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schiedscmpfindlichkeit  von  der  Eeizqualität,  das  Parallelgesetz,  die 
Abhängigkeit  der  Tonhöhe  von  der  Schwingangszahl,  das  fanctionelle 
Verhältniss  zwischen  Sinnenreiz  und  Nervenerregung  nach  den  bis- 
herigen physiologischen  Untersuchungen,  die  Gültigkeit  des  W.  Ge- 
setzes im  Gebiete  des  Muskelsinns,  die  Proportionalität  des  Präcisi- 
onsmasses  und  der  absoluten  Unterschiedsempfindlichkeit,  die  psy- 
chophysische  Deutung  der  sog.  Tatsache  der  Reizschwelle  und  des 
W.  Gesetzes  in  psychologischer  und  metaphysischer  Hinsicht,  Bern- 
fijtein's  Auffassung  des  W.  Gesetzes,  die  Wahrscheinlichkeit  der  cor- 
rigirten  Massformel ;  der  vierte,  die  Zweckmässigkeit  des  W.  Gesetzes, 
die  Wiedererkennung  früher  wahrgenommener  Objecto,  J.  J.  Müller's 
und  Hering's  teleologisshe  Standpunkte.  H. 

Sur  un  memoire  de  Daviet  de  Foncenex  et  sur  les  g^om^tries 
non-euclidiennes.  Par  A.  Genocchi.  Turin  1877.  Imprimerie 
Royale.    4».    42  S. 

Zum  Beweise  des  Parallelogramms  der  Kräfte  und  des  Hebel- 
gesetzes geht  Foncenex  von  der  Composition  zweier  gleichen  Kräfte 
aus,  deren  Resultante  dann  in  der  Mitte  liegen  und  den  Seitenkräften 
proportional  sein  muss,  so  dass  sie  nur  noch  unbekannte  Function 
des  Winkel-  oder  bzhw.  Normalabstandes  bleibt.  Durch  mehrfache 
Anwendung  der  supponirten  Function  geht  beim  Hebel  die  Gleichung 
hervor: 

fix)  fix)  =  2+fi2x) 

Er  schliesst  daraus  irrig,  fx  müsse  constant  sein.  Dann  hat  sie  den 
Wert  2,  wie  es  dem  Hebel  entspricht.  Derselben  Gleichung  genügt 
jedoch  allgemeiner  der  Wert 

fix)  =  a*-|-a-« 

wo  a  constant  oder  eine  periodische  Function  von  logx  für  die  Pe- 
riodenlänge =  log  2  ist.  Der  Verfasser  macht  nun  darauf  aufmerk- 
sam, dass  erstlich  die  Herlcitung  unabhängig  von  der  Gültigkeit  des 
Parallensatzes  ist,  zweitens  dass  die  allgemeinere  Lösung  dem  Hebel- 
problem auf  der  Fläche  constantcr  Krümmung  entspricht.  Hieraus 
ergiobt  sich  ihm  ein  neues  Kriterium  für  die  Specialeigenschaft  der 
Ebene  unter  jenen  Flächen,  und  er  führt  aus,  man  könne  das  Hebel- 
gesetz für  gleiche  Kräfte  als  Axiom  für  das  Euklid'sche  substituircn. 
Es  werden  dann  die  Ansichten  von  Helmholtz,  Beltrami,  Klein  u.  A. 
ausführlich  dargelegt.  Im  zweiten  Teil  (Appendix)  wird  gezeigt,  dass 
aus  der  Geometrie  auf  der  Fläche  constantcr  negativer  Krümmung 
die  Unbeweisbarkeit  (les  Parallelen satzcs  nicht  folgt,  solange  nicht 
die  Existenz  einer  solchen  Fläche,  welche  die  weitern  Bedingungen 
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i'rfElllt,  (Iftss  sie  stetig,  uncadlicli  ausgcJolint  and  von  cinfscheni  Connex 
ist,  bewiesen  ist.  Diese  Bedingung  haben  Manche  vvl  ersetzen  go- 
sucbt;  der  Verfasser  ftndct  aber  sammtlicbe  Au skunfts mittel  ungcnQ- 

geud ;  iu  der  Tat  ist  niebt  zu  crscben,  wie  diu  liier  aufgestellten  dem 
Zwecke  zn  entsprechen  vermöchten;  die  Lücke  bleibt  bosteheu. 

H. 


Lehrbücber,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbnch  def  Geometrie,  für  Gymnasien  und  andere  Lehran- 
stalten. Von  C.  Meyer,  Professor  und  Prorector  am  Gymnasium  zu 
Potsdam,  Zweitor  Thcil.  Stereometrie,  Sechsto  Auflage.  Leipzig 
1877.    C.  A.  Koch.    140  S. 

DSiS  Lehrbuch  zcicbnet  sich  durchweg  durch  einen  concinnen, 
leicht  Tcrstttndlicben ,  einfachen  uud  sorgfältig  exacten  Vortrag  aus. 
Ausser  dem  ersten  Abschnitt,  welcher  von  der  Lage  der  Geraden  uud 
Ebenen  gegen  einander  gera{)e  das  Notwendige,  dieses  aber  recht 
vollständig  enthalt,  charakterisirt  es  sich  ferner  duich  die  überwiegende 
Auzahl  von  Orieutirnngssfitzen,  welche  ohne  scieiitivcn  Fortscliritt  nur 
Jio  unmittelbareu  Folgen  der  Definition  vorführen.  Diese  Abschnitte 
handeln  der  Reihe  nach  von  den  körperlichen  Ecken  und  Pyramiden, 
den  Prismen,  dem  Kegel  und  Cyliiider,  der  Kugel,  den  spliärischen 
Figuren  und  den  regelmässigen  Körper«.  Dann  folgen  atereo metrische 
ConstrnctJoQsanfgabeD.  Im  Anhang  sind  noch  besonders  behandelt 
der  Euler'sehc  Lohrsalz,  der  Obelisk,  die  Kegelschnitte,  die  Ausmes- 
sung der  Fässer,  uud  eine  kleine  Formeltabello  beigefügt  Die  Be- 
wcbo  Bind  sümmtlich  so  kurz  als  müglicli  gefasst  nnd  wol  manche 
auf  weitere  Ausführung  im  Unterricht  berechnet.  Anders  aber  ist  ea 
zn  beurteilen,  dass  iu  den  Herleitungen  der  Inhalte  der  runden  Kürper 
und  Flachen  der  Endschluss  vom  Grossem  uud  Kleinem  anf  die 
Gleichheit  stets  als  lückenhaft  erscheint.  Hier  hatte  doch  mindestens 
ein  einzigesmal  die  zur  Evidenz  ausreichende,  bündige  Schlnssfolge 
aafgestellt  werden  soUeu,  was  uicht  übermässig  viel  Wort«  gekostet 
hätte.  Im  einzelnen  noch  einige  Ilemerkungen.  Der  Namo  „conveso 
Ecke''  ist,  entsprechend  den  Xamen  „conve.\o  Fllthe",  convexer  Kör- 
per", dem  Gebrauche  ganz  gcmHss.  Alle  übrigen  Ecken  aber  concav 
zn  nennen,  ist  irreleitend ,  durch  keinen  Gebrauch  gerechtfertigt  und 
flbcrdies  Oberflüssig,  weil  der  Gegonsati',  nicht  vorkommt  A'uch  ist 
Jer  Name  „Raumwinkel"  —  Flachenwinkel  (genauer  Ebenen -Winkel) 
dem  Gebrauche  nicht  gemäss  und  führt  zum  Misverständuiss,  da  mau 
darunter  eine  Ecke  verstehen  wird.  Im  Kuler'schen  Satze  fehlt  die 
Beschränkung. 
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Die  Figuren  sind  in  den  Text  gedruckt,  und  deren  Teile  ober- 
halb der  Bildebene  durch  dickere  Linien  kenntlich  gemacht. 

H. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  Realschulen  und  Gymnasien  sowie 
zum  Selbstunterricht.  Von  Dr.  B.  Ohlort,  Director  der  Realschule 
zu  St.  Petri  und  Pauli  in  Danzig.  I.  Abth.  IIL  Theil.  Lehrbuch 
der  Stereometrie.    Elbing  1877.    Neumann-Hartmann.    183  S. 

Hauptsächlich  im  Anfang,  aber  auch  unerkennbar  im  weiteren 
Verlauf  tritt  an  der  Auswahl  des  Lehrstoffs  die  Bestimmung  des  Lehr- 
buchs hervor,  zur  mathematischen  Vorbildung  für  das  Zeichnen  zu 
dienen.  Doch  ist  diese  Vorbildung  eine  gründliche,  welche  die  logi- 
schen Erfordernisse  in  vollem  Masse  im  Auge  hat.  Der  Vortrag  ist 
ausführlich  und  bei  entwickelter  mathematischer  Fähigkeit  leicht  ver- 
ständlich, der  Ausdruck  stets  exact.  In  4  Abschnitten  wird  der  Reihe 
nach  behandelt  die  Lage  der  Ebenen  und  Geraden  gegen  einander 
nebst  der  Ecke,  die  ebenflächigen  Körper  (Prisma,  Pyramide,  Obe- 
lisk), die  krummflächigen  Körper  (Cylinder,  Kegel,  Rotationskörper, 
Kugel)  und  die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie.  Auch  der  letzte 
ist  nach  mathematiscluMi,  nicht  nach  technischen  Gesichtspunkten  ab- 
gefasst.  Er  beschränkt  sich  auf  die  rechtwinklige  Projection.  Die 
Figuren  sind  auf  12  Tafelu  dem  Werke  beigefügt.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und  Selbst-Unterricht 
bearbeitet  von  Dr.  Hermann  Gerlach,  Oberlehrer  am  Friedrich- 
Franz- Gymnasium  zu  Parchim.  Zweiter  Theil.  Elemente  der  Plani- 
metrie. Vierte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  125  Figuren 
in  Holzschnitt  und  682  Uebungssätzen  und  Aufgaben.  Dessau  1877. 
Albert  Reissner.    151  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  in  hohem  Grade  aus  durch  die  sorg- 
fältigste Berücksichtigung  aller  logischen  Erfordernisse,  welche  ohne 
Umschweife  bei  conciunem,  einfachem  Vortrag  erreicht  wird  und  von 
einem  bedeutendem  Fleiss  in  der  Bearbeitung  zeugt  In  den  3  schwie- 
rigen Punkten,  dem  Parallelensatz,  der  Incommensurabilität  und  der 
Kreismessung,  ist  nichts  verschwiegen,  verhüllt  oder  entstellt;  nur 
hätte  die  sinnlose,  hier  überflüssige  Behauptung  wegbleiben  sollen, 
dass  das  Sehnen-  und  Tangentenvieleck  durch  Vermehrung  der  Seiten 
zum  Zusammenfallen  mit  Kreise  gelangte.  Auch  hätte  der  Verfasser 
besser  getan,  in  der  Benennung  der  Begriffe  nicht  dem  in  den  Schulen 
aufgekommenen  Misbrauch  (Raumgrösse  statt  Raumgebilde,  Figur  statt 
begrenzte  Fläche,  Kreis  statt  Kreisfläche  u.  s.  w.,  Wörter  deren  einige 
er  nebenbei  auch  im  richtigen  Sinne  zulässt)  zu  folgen.    Abweichungen 
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vom  Gewöhnlichen  erlaubt  man  sich  häufig  genug  in  Punkten,  wo 
uichts  dadurch  gebessert  wird;  warum  sollte  man  sich  scheuen,  einem 
gewöhnlichen  Misbrauch  gegenüber  fQr  das  Bichtigc  einzutreten?  Der 
Inhalt  des  Buches  ist  genügend  reichhaltig.  Aus  der  neueren  Geo- 
metrie ist  ein  Abschnitt  über  die  Transversalen  des  Dreiecks,  die 
harmonischen  Punkte,  die  Polaren  und  die  Potenzlinien  in  einem  An- 
hang aufgenommen.  Ganz  besonders  ist  aber  für  die  Anleitung  zur 
Lösung  von  Aufgaben  gesorgt,  von  denen  ein  eigenes  Capitel  handelt, 
und  deren  eine  grosse  Zahl  den  einzelnen  Capiteln  angehängt  ist. 

H. 


Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  und  der  Kegelschnitte. 
Ein  Leitfaden  beim  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  Von  Wil- 
helm Mink,  Oberlehrer  an  der  städtischen  llealschule  1.  Ordnung 
zu  Crefeld.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Berlin 
1878.    Nicolai.    96  S. 

Das  Lehrbuch  führt  gleich  anfangs  beliebig  geneigte  ebene  Coor- 
dinatcn  ein  und  unterscheidet  dann  recht-  und  schiefwinklige.  Dies 
ist  durch  die  Bestimmung  für  die  Kegelschnitte  vollkommen  gerecht- 
fertigt. In  der  Tat  weist  die  Bchandlungsweise  der  Elemente  auf  das 
Priucip  hin,  die  Allgemeinheit  des  Coordinatenwinkels  festzuhalten, 
so  weit  es  der  Natur  der  Gegenstände  entspricht,  bei  Normalabstän- 
den, beim  Kreise  u.  s.  w.  hingegen  auf  das  rechtwinklige  System  tiber- 
zugehen. Doch  dies  Princip  wird  gerade  bei  den  Kegelschnitten,  den 
conjugirten  Durchmessern,  Tangenten,  Polaren  und  der  Ableitung 
aus  dem  Kegel,  wo  es  sich  erst  fruchtbar  erweisen  soll,  fallen  ge- 
lassen. Die  Definition  der  Kegelschnitte  nimmt  Bezug  auf  Normal- 
abstände, aus  ihr  gehen  zunächst  die  Focaleigenschaften  hervor,  wo 
also  das  schiefwinklige  System  keine  Anwendung  hat.  Auch  die  an- 
fänglich alle  3  Gestalten  der  Kegelschnitte  umfassende  Aufstellungs- 
form wird  nicht  auf  die  dafür  geeigneten  Partien  ausgedehnt,  vielmehr 
Sätze,  die  mit  der  Unterscheidung  nichts  zu  tun  haben,  für  jede  Ge- 
stalt einzeln  hergeleitet.  Bei  der  gegenwärtigen  Behandlungsweise 
war  gar  kein  Grund  das  schiefwinklige  System  zu  erwähnen;  der 
Schüler  wird  daraus  sicher  dessen  Bedeutung  nicht  erkennen,  und 
vielmehr  zu  der  irrigen  Meinung  verleitet  werden,  als  sei  es  das  all- 
gemeinere, während  doch  im  Gegenteil  das  rechtwinklige  System  das 
allgemeine,  für  die  ganze  Mathematik  geeignete,  das  schiefwinklige 
nur  für  specielle  Zwecke  angemessen  zu  wählen  ist  Auf  die  Kegel- 
schnitte folgen  noch  einige  Anfänge  einer  Theorie  der  Raumcoordi- 
naten,  welche  sich,  wie  nur  zu  billigen,  auf  das  rechtwinklige  System 
beschränken.  H. 


8  LiUeranscher  Bericht  CCXLV» 

Dio  Elementar-Mathcmatik  für  den  Schulunterricht  bearheitet 
von  Dr.  Ludwig  Kambly,  Professor  und  Prorcctor  am  Gymnasium 
zu  St  EJisabet  in  Breslau.  Zweiter  Theil:  Planimetrie.  Sechsund- 
vierzigste  Auflage.  Mit  vier  Tafeln  lithographirter  Abbildungen. 
Breslau  1877.    Ferdinand  Hirt.    104  S. 

Das  Vorliegende  lässt  sich  nur  den  mittelmässigen  Erzeugnissen 
seiner  Art  an  die  Seite  stellen,  mit  denen  es  die  meisten,  oft  gerüg- 
ten Mängel  und  Ungenauigkeiten  gemein  hat  Nur  in  einem  Punkte 
macht  es  einen  Ansatz  zu  grösserer  Sorgfalt,  indem  es  den  Fall  der 
Incommensurabilität,  den  andere  auf  gleicher  Stufe  stehende  Lehr- 
bücher verschweigen,  im  ersten  Beweise,  wo  er  Bedeutung  hat,  be- 
rücksichtigt und  es  unternimmt  zu  zeigen,  wie  man  von  der  Gültigkeit 
für  den  Fall  der  Commensurabilität  auf  die  allgemeine  Gültigkeit 
schliessen  könne.  Der  Beweis  ist  richtig  angegriffen,  am  Schluss 
aber  fehlt  die  Pointe,  so  dass  ein  exactes  Ergebniss  doch  nicht  ge- 
wonnen wird.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Cours  de  calcul  iiiünit^simal.  Par  J.  Hoüel,  Ancien  fileve  de 
rficole  Normale,  Professeur  de  Math^matiques  pures  ä  la  Faculte 
des  Sciences  de  Bordeaux.  Tome  premier.  Paris  1878.  Gauthier- 
Villars. 

Von  diesem  umfangreichen  Werke  ist  jetzt  nur  das  erste  Buch 
(274  S.)  des  ersten  Bandes  nebst  dem  Anfang  des  2.  Buchs»  mit  dem 
die  erste  Lieferung  abbricht,  erschienen.  Voraus  geht  eine  Einleitung 
enthaltend  eine  ausführliche  Behandlung  gewisser  Grundbegriffe  und 
einiger  zur  Verwendung  notwendiger  Rechnungsweisen.  Zuerst  wird 
der  Gegenstand  der  Mathematik,  namentlich  hinsichtlich  ihrer  Idea- 
lität gegenüber  den  concreten  Fragen,  besprochen.  Dann  folgen  4 
Paragraphen  über  die  Operationen,  welche  classificirt  werden  in  uni- 
forme, commutative,  associative  und  distributive,  dann  ein  Capitel 
über  die  successiven  Verallgemeinerungen  der  Idee  der  Grösse,  nebst 
einem  Satze  über  die  algebraischen  Gleichungen,  dann  die  Elemente 
der  Determinantentheorie.  Die  Ueberschrift  des  ersten  Buches,  das 
nun  folgt,  ist:  Gruudprincipien  der  Infinitesimalrechnung.  Es  beginnt 
mit  einem  Capitel  über  die  Functionen  und  die  Stetigkeit,  die  unend- 
lichen Grössen  und  Grenzwerte.  Dann  folgt  die  Differentiation,  so- 
gleich verbunden  mit  der  Integration,  womit  das  erste  Buch  schliesst 
Der  Lehrgang  ist  ein  ziemlich  ungebundener,  ohne  sichtliche  Verket- 
tung in  systematischer  wie  in  logischer  Beziehung  und  ohne  princi- 
pielles   gleichmässiges   Festhalten  der  Methode;  der  Ausgangspunkt 
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wird  ohne  zwingenden  Grand  oft  in  der  Geometrie  genommen.  Ein 
Nachweis  in  Betreff  der  strengen  Baadigkeit  des  Ganzen  würde  daher 
positiv  und  negativ  schwer  zu  führen  sein.  Anch  in  der  Ausführlich- 
keit, welche  meistens  in  den  elementarsten  Dingen  am  grösstcn  ist, 
scheint  sich  der  Verfasser  kein  Gesetz  auferlegt  zu  hahcn.  Im  ein- 
zelnen zeigt  die  logische  Sorgfalt,  der  man  hier  begegnet,  einen  un- 
verkennbaren Fortschritt  gegen  ältere  Lehrbücher.  Ein  solcher  ist 
es  entschieden,  dass  eine  besondere  Theorie  der  unendlichen  Grössen 
überhaupt  aufgestellt  wird  und  dass  diese  auf  richtiger  Auffassung 
des  Begriffs  beruht,  infolge  dessen  anch  die  Definition  des  Grenzwerts 
auf  die  der  Unendlichklciuen  sich  stützt,  nicht  umgekehrt.  Freilich 
möchte  die  gegenwärtige  Behandluugsweisc  weder  die  einfachste  noch 
eine  zur  strengen  Begründung  aller  gewöhnlichen  Infinitesimalschlüsse 
ausreichende  sein.  —  Der  Anfang  der  Operationslehro  ist  zum  minde- 
sten sehr  dunkel:  der  erste  Satz,  wenn  er  überhaupt  zutreffend  sein 
und  nicht  überdies  einen  Cirkel  („gleich"  erklärt  durch  „gleich") 
enthalten  soll,  ist  nicht  wol  zu  verstehen.  —  Auf  jeden  Abschnitt 
folgt  eine  Reihe  von  Uebungsaufgabeu.  II. 

Principii  elementar!  suUe  probabilita  esposti  da  G.  B.  Mar  sau  o, 
Professore  dl  matematiche  nella  R  Universitä  e  nel  R.  Istituto  tec- 
nico  di  Genova.    Genova  1876.    R.  Istituto  Sordo-Muti.    153  S. 

Hiermit  werden  die  Vorlesungen  des  Verfassers  am  tcchuischen 
Institut  veröffentlicht  Die  Schrift  fasst  die  Wahrscheinlichkeitslehre 
nicht  als  ein  Ganzes  auf,  begrenzt  und  disponirt  den  Lehrstoff  nicht, 
sondern  führt  nur  eine  Reihe  von  Aufgaben  mit  Zahlenbeispielen  und 
algebraischer  Formulimng  durch  und  stellt  mitunter  Lehrsätze  der 
leichtesten  Art  auf.  Ein  Fortschritt  ist  in  der  Tat  vorhanden,  sofern 
die  Aufgaben  anfangs  einfach,  weiterhin  complicirter  sind ;  sämmtlicho 
aber  fallen  in  das  Gebiet  der  zählbaren  Möglichkeiten.  H. 

Lehrbuch  der  Determinanten -Theorie  für  Stndirende.  Von  Dr. 
Siegmnnd  Günther,  k.  bayr.  Gymnasialprofessor,  Mitglied  der 
Leop.  Karol.  Akad.  d.  W.  und  (C.)  d.  k.  böhm.  Gesellsch.  d.  W. 
Zweite,  durchaus  umgearbeitete,  vermehrte  und  durch  eine  Aufgaben- 
Sammlung  bereicherte  Auflage.  Erlangen  1877.  Eduard  Besold.  209  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  228.  litt.  Ber.  S.  35  besprochen.  Die 
auf  dem  Titel  genannte  Umarbeitung  iu  der  neuen  Auflage  lässt  sich 
nicht  auf  das  Ganze,  sondern  nur  auf  einzelne  Partien  beziehen,  die 
gerade  nicht  zahlreich  sind.  Die  Anordnung  ist  in  wenigen  Punkten, 
wo  es  sich  empfahl,  geändert  worden.  Manches  ist  hinzugekommen. 
In  der  historischen  Skizze  sind  2  Bearbeiter  aus  neuerer  Zeit,  Reiss 
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n  apgereiht.  Im  llbrigeD  sind  einige  An- 
cinige  neae  Themata  in  den  Kreis  der 
sind  ausserdem  ein  Anhang  mit  66  Auf- 
iinem  Litteratnrverzeichniäs.  Trotz  diesor 
folge  kleinerer  Lettern  der  Um&.ng  des 
H. 


Schriften,  Zeitechriften. 

Oskniide,     Deel   III.     Amsterdam    1877. 


ingci)  ist  folgender: 

die  siogulftrcn.  Integrale  der  Differcntial- 
2  Variahelo. 

Einiges  Über  die  „Theorie  des  fonctions 
r  M.  Maximilicn  Marie." 


Ueber  die  Ergänznug  des  Rcpetcodunis 
ler  BrQcbe  in  Dccimalbracbc. 

iflOsnng  der  Preisfrage  11.  (Die  Obor- 
Keils  mit  elliptischer  Grundfläche  zu  be- 
ihiefe  Fläcbeu.  —  Auflösung  der  Preis- 
Ijrende  Scheibe,  auf  deren  horizontaler 
n  rollt.) 

die  Entwickelung  einer  Function  in  eine 

irkwflrdigo  Eigenschaft  einer  Determinante 

riodicitst  der  Functionen. 

ar.    Ein  Satz  aus  der  Theorie  der  linea- 


ä  Ober  die   Summe  der  gleichhohen  Po- 
;emcinen  Gleichung  2.  Grades. 

1.     Einiges    aber  die  Qoadratnarzel  aus 
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Nouvellc  Correspoudance  mathömatique.  Redig^e  par  Eng^no 
Catalan,  Docteur  es  sciences,  Professeur  h  l'universite  do  Li^ge; 
avec  la  coUaboration  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard, 
Neaberg  et  £douard  Lacas.  Tome  troisi^me.  Li^go  1877. 
E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  2.  Hälfte  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist  fol- 
gender. 

E.  Lucas.  Von  der  Anwendung  der  Systeme  tricirculärer  und 
tetrasphärischer  Coordinaten  auf  die  Untersuchung  anallagmatischer 
Figuren. 

H.  Brocard.    Note  über  die  Kardioido. 

Bei  SS.  Theorie  des  Solitärs,  frei  aus  dem  Deutschen  übersetzt 
von  Cb.  Ruchonnet. 

E.  Catalan.  Ueber  die  geometrische  Darstellung  der  ellip- 
tischen Integrale. 

H.  Brocard.    Grenzlage  einer  Puuktreihe  der  Ebene. 

E.  Catalan.    Ucbcr  2  Sätze  von  Sturm. 

G.  de  Longchamps.  Untersuchung  einer  Reihe  von  Kreisen, 
Geraden  oder  Punkten,  die  in  der  von  n  Geraden  oder  Punkten  in 
einer  Ebene  gebildeten  Figur  auf  recurrente  Weise  aus  einander  her- 
vorgehen.   Nebst  geometrischer  Anwendung. 

Laisant.    Schwerpunkt  eines  Kreisbogens. 

E.  Lucas.  Ueber  die  Theorie  der  numerischen,  einfach  perio- 
dischen Functionen. 

P.  Mansion.  Auflösung  eines  Systems  von  n  Gleichungen  mit 
n  Unbekannten,  deren  eine  2.  Grades,  die  übrigen  linear  sind. 

E.  D  üb  eis.  Note  über  die  Kreise,  welche  3  gegebene  Kreise 
berühren. 

Proth.    Note  über  eine  arithmologische  Frage. 

H. 

Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Zeichenlehrer.  Redacteur: 
Prof.  Dr.  H.  Hertz  er.    IV.  Jahrgang.  Berlin  1877.  Robert  Oppenheim. 

Diese  Zeitschrift  erscheint  monatlich  zweimal,  mit  Ausfall  1  Num- 
mer im  Halbjahr,  jedesmal  1  Bogen  stark.  Sie  giebt  Nachweise  von 
Lehrmitteln  und  andere  Anzeigen,  auch  mitunter  eine  Kritik.  Den 
grössten  Teil  aber  nehmen  die  Vercinsangclegenheiten  ein.      H. 
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atematica  pura  od  applicata  dirctti  dal  prof.  Fran- 
i  inUilnno  colla  coopcraziouc  dcj  professori:  Luigi 
)ina,  Eurico  Detti  in  Pisa,  Engcuio  Bcltrami 
e  Casorati  in  Pavia.  Serie  II.  Tomo  Vni.  Hi- 
ernarUoni. 

it  folgender: 

:l.    IJehet  eine  besooderc  Clossc  vou  ganzen  Func- 

nbrüchcn. 

Uebcr  cino  CJasso  ciDdcutiger  involutorischor  Trans- 

richtigung. 

Uübor  eine  Classo  binürer  Formen. 

[Jeber  die  Theorie  der  binären  Formen  der  6.  Ord- 

risection  der  bypereltipti sehen  Functionen.     (Forts. 

e  Theorie  der  Bernoulli'schen  und  Eulcr'schcn  Zahlen. 

1.    Untersuchangen  Ober  die  mit  dem  Fortboetcbeu 

r  DifForentialgleichuDgcn  Terträglichcn  Uustctigketten. 

eher  die  quadratische  Gleithnng,   von   welcher  die 

Kegelscliuitts  im  lUume  abhängen. 

T  einige  Functionen,  die  in  einem  ganzen  Intenall 

abcn. 

ler   die   dreifachen  Systeme   isothermer  und  ortbo- 

er   die   geographische   Abbildung   einer   Fläcbe   auf 

adformeln  tricircularer  und  tetrasphärischer  Geometrie. 

1.    Ueber  die  Fortpflanzung  von  Stössen  dnrch  cla- 

■per. 

Interauchungen  über  eindeutige  involutorische  Traus- 

er  Ebene. 

lo  über  die  Correlation  zweier  Ebenen. 

)er  die   Bewegung  eines  Systems  von  beliebig  sich 

nden  oder  abstossenden  Punkten. 

8.     Notß  über  einige  Fundamcntaltheoremo  in  der 

Dbraiscben  Curven  und  Flächen,  und  Über  ein  allge- 

us  dem  man  sie  ableiten  kann. 

H. 
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Geseliielite  der  Mathematik  und  Physik* 

Acten,  die,  des  Galilei'schen  Processes.  Hrsg.  v.  K.  v.  Gebier. 
8,    Stuttgart,  Cotta.    6  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1873.  29.  J.  Red.  v.  B. 
Schwalbe.    1.  Abth.    8.    Berlin,  G.  Reimer.    9  Mk. 

Repertorium  d.  literar.  Arbeiten  ans  d.  Geb.  d.  reinen  u.  ange- 
wandten Mathematik.  Hrsg.  v.  L.  Königsberger  n.  G.  Zenner. 
2.  Bd.    1.  Hft.    8.    Leipzig,  Teubner.    prcplt.  30  Mk. 

Lehrbtteher,  Samminugen  und  Tabellen« 

Haller  v.  Hallerstein,  C,  Lehrb.  d.  Elementar-Mathematik. 
8.  All.,  hrsg.  V.  Maier.    8.    Berlin,  Nauck  &  Co.    4  Mk.  20  Pf. 

Heilermann,  H.,  Lehrb.  f.  gewerbl.  Fortbildungsschulen.  1.  Tbl. 
Planimetrie.    2.  Afl.    8.    Essen,  Radkc.    1  Mk.  25  Pf. 

Heis,  E.,  Sammig.  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  d.  allgemeinen 
Arithmetik  u.  Algebra.  48  —  50.  Afl.  8.  Cöln,  Du  Mont-Schauberg. 
3  Mk. 

Hoüel,  G.  J.,  fünüstell.  Logarithmentafeln  der  Zahlen  u.  d.  tri- 
gouometr.  Fuuctionon.    5.  Asg.    8.    Berlin,  Alb.  Cohn.    2  Mk. 

Lampe,  E.,  geometr.  Aufg.  zu  d.  kubischen  Gleichgn.  8.  Ber- 
lin.   H.  W.  Müller.    2  Mk. 

Meyerhof  er,  R,  mathemat-techn.  Lehr- u.  Handbuch.  LThl. 
5.  u.  G.  Lfg.    8.    Strassburg,  Schneider,    ä  75  Pf. 

Rcidt,  F.,  Sammig.  Y.  Aufg.  u.  Beispielen  aus  d.  Trigonometrie 
tt.  Stereometrie.  2.  Tbl.  Stereometrie.  2.  Afl.  8.  Leipzig,  Teub- 
ner.   3  Mk. 

—  Resultate  d.  Rechnnngs-Aufgaben  in  d.  Sammig.  v.  Aufg.  u. 
Beispielen  aus  d.  Trigonometrie  u.  Stereometrie.  1.  u.  2.  Tbl.  2.  Afl. 
Ebd.    2  Mk.  80  Pf. 

Stehle,  A.,  Aufgabensammlg.  aus  d.  Geb.  d.  gesammten  Mecha- 
nik.   I.    Die  Gesetze  d.  Bewegungslehre.    4.  Leipzig,  Knapp.  '6Mk. 


Entwerfen  graph.  Tafeln,  ti.  deren 
ie  beim  Scbncllqnotiren  m.  Aneroid 
t  A  K.    10  Mk. 

ellrcchnGn  u.  z.  Scfanellquotiren  m. 
I.    4  Mk. 

ra  nnd  reine  Analj^. 

Algebra.  2.  Afl.  8.  Langensalza, 
ictioQon  Cu'{x).  8.  Wien,  Gerold's  S. 

Analysis.    8.     Hannover,  Rumplcr, 

:k,  Lcbrb.  d.  Aritiimetik  f  Real-, 
Dbl.    Resultate.  8.    Nornberg,  Korn, 

3.  Afl.    8.    Ebd.    2  Mk. 
zt  Rechnen   m.   vollst   u.   uavolUt 
A,  Hamann.    1  Mk.  20  Pf. 
systemat  Einführung,  a.  BegrDndg. 
ittelst  geeigneter  Autlösg.  d.  Gruppeu 
rag,  Calve.    3  Mk. 
.  Elemcnlar-Arithmctik.    7.  Afl.    8. 
40  Pf. 

'ithm.  Rechenschieber  als  Anteitg.  f. 
luf  Carton   lithogr.  Maasssl^bo.     8. 
laassstAbo  dazn  baar  2  Mk. 
.   d.   Arithmetik  nebst   Uebnngsbin- 
'b.  Ackermann.     1  Mk.  60  Pf. 
Int   in  d.   Arithmetik.     2.  Hft     8. 

Eoric  d.  ciudent.  analft  Functionen. 

,  UnL  in  d.  Arithmetik  f.  Sekundär- 
yer  &  Z.     2  Mk. 

metrie, 

idb.  d.  Flächen-  u.  Körperberechng. 
t  S.    1  Mk.  20  Pf. 
1  Geometrie   f.  mittlere  Realklassco. 
)  Pf. 


Fort,  0.,  u.  0.  Schömilch,  Lehrb.  cL  analyt.  Geometrie. 
2.  Thl.  Analyt.  Geometrie  d.  Raumes  v.  0.  Schlömilch.  4.  Afl.  8. 
Leipzig,  Teubner.    5  Mk. 

Gerlach,  H.,  Lehrbach  d.  Elemente  der  Planimetrie.  4.  Afl. 
8.    Dessau,  Reissner.    1  Mk.  50  Pf. 

Hechel,  C,  Compendium  d.  Stereometrie  nach  Lcgendre.  3.  Afl. 
8.    Reval,  Kluge.    1  Mk.  50  Pf, 

Kendel,  H.,  prakt  Lehrg.  d.  Geometrie.  8.  Duisburg,  Men- 
delssohn.   70  Pf. 

Eoutnj,  E.,  die  Normalenflächon  d.  Flächen  2.  Ordnung  längs 
ebener  Schnitte  derselben.    8.    Wien,  Gerold's  S.    1  Mk«  20  Pf. 

Meyer,  C,  Lehrb.  d.  Geometrie  f.  Gymn.  u.  andere  Lehranst. 
2.  Thl.    Stereometrie.    6.  Afl.    8.    Leipzig,  Koch.    1  Mk.  50  Pf. 

Mink,  W.,  Lehrb.  d.  analyt  Geometrie  d.  Kegelschnitte.  8. 
BerUn,  Nicolai.    1  Mk.  50  Pf. 

Oppel,  J.  J.,  Leitf.  f.  d.  geometr.  Unt.  an  Gymnasien  u.  ähul. 
Lehranst    2.  Afl.    8.    Frankfurt,  Winter.    3  Mk.  50  Pf. 

Pcschka,  G.  A.  V.,  freie  schiefe  Projection.  8.  Wien,  Ge- 
rold's  S.    80  Pf. 

Schreiber,  G.,  d.  Projcctionslehre.  2.  Afl.  8.  Leipzig,  Spa- 
mer.   2  Mk. 

Solin,  J.,  üb.  Gurven  dritter  Ordng.,  welche  e.  unendlich  ferne 
Rackkchrtangente  haben,  u.  deren  Auftreten  in  d.  geometr.  Statik. 
4.    Prag,  Rziwnatz.    1  Mk.  60  Pf. 

Spieker,  Th.,  Lehrb.  d.  ebenen  Geometrie.  13.  Afl.  8.  Pots- 
dam, Stein.    2  Mk.  50  Pf. 

Trigonometrie* 

Schumann,  H.,  Lehrb.  d.  ebenen  Trigonometrie  f.  Gymn.  u. 
Realschalen.  2.  Afl.  Bcarb.  v.  R.  Gantzer.  8.  Berlin,  Weidmann. 
1  Mk.  20  Pf. 

Geodäsie, 

Jordan,  W.,  Handb.  d.  Vermessungskunde.  2.  Afl.  3. Lfg.  8. 
Stuttgart,  Metzler.    4  Mk. 

Szczepaniak,  J.,  Universal-Nivellir-Instrumbnt  als  Tachnome- 
ter.    8.    Wien,  Hartieben.    1  Mk.  25  Pf. 

Mediaiiik« 

Clansius,  C. ,  d.  Potentialfunction  u.  d.  Potential.  3.  Afl.  8. 
Leipzig,  Barth.    4  Mk. 
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Engelmann.    8  Mk. 

Brnos,  V.  t.,  die  gahanokaust.  Apparate  u.  InBtmmente,  ihre 
Handhai«,  o.  Änwendg.    8.    Tübingen,  Lanpp.    12  Mk. 
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Dahl.     8.    EBsen,  Bfideker.    1  Mk.  20  Pf. 

Maxwell,  3.  C,  Theorie  d.  Wärme.  8.  Breslau,  Maruschke 
&B.     %  Mk. 

Repcrtoriam  d.  Eiperimentai- Physik,  f.  physikal.  Technik,  ma- 
themat.  n.  astronom.  Instrumentenknnde.  14.  Bd.  (6  Hefte).  1.  Hft. 
8.    MOnchen,  Oldenbourg.    prcplt.    20  Mk. 

Stewart,  V.,  Physik.    2.  Afl.    16.    Straasbnrg,  Trübner.   80Pf. 

Teller,  E.,  Physik  in  Bildern.  2  Thle.  8.  Leipzig,  Spamer. 
6  Hk. 

Vettor's,  C,  16  Erystallnetze.  3.  Afl.  8.  Dresden,  ESmmerer. 
75  Pf. 

Termlsclite  Schriften. 

^  Abhaudlongen  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin.  Ans  d.  3.  1876. 
Berlin,  Dflmmler.  Mathemat  Abth.  4  Mk.  60  Pf.  —  Physikal.  Abth. 
28  Mk. 

Annalen,  mathemat  Hrsg.  v.  F.  Klein  n.  A.  Mayer.  13.  Bd. 
(4  HefU).    1.  Hft    8.    Leipzig,  Tenbner.    prcplt  20  Mk. 

Denkschriften  d.  k.  Akad.  d.  Wiss.  Matheniat.-natnrwiBs.  Clasao. 
37.  Bd.    4.    Wien,  Gerold'a  S.    56  Mk. 
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Ibth.  5.  Heft.  8.  Wien,  Gerold'g  S.  1  Uk. 
.  75.  Bd.  3.  Abth.  1—5.  Heft,  a  Ebd.  6Mk.  40Pf. 
.  75.  Bd.  1.  Abth.  4.  Hoft.  8.  Ebd.  4  Mk.  40  Pf. 
.  76.  Bd.  2.  Abth.  1.  Heft.  8.  Ebd.-  2  Mk.  40  Pf. 
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YertagsbticbhandlDiig  ron  QUANBT  &  HÄNDEL  in  Leipäg. 

tn  onseno  Veriage  eracbeint  für  1678  im  13.  Jabi^^ge  die 

^nltjfertflkliB  liMintJfk. 

.  Honatiiolies  Veneiohmss 

der  in  Dentechland  and  dem  Auslände  neu  erschienenen  Werke 

ans  den  Fäclieni  der 

■athemfttlk  niid  Astronomie,  dorPlijsik  nnd  CIi«iiile,  der  Heehuilk 

nnd  des  MasehlnenbaneB,  der  BKvkniist  und  Inf  enlevrwlgsenBeli&ft, 

des  Berg«  lud  Hütten wesens,  der  JClnerklogle  und  Oeolo^e. 

Mit  iDhalU&Dgabe  der  wichligtleu  FichnitscbrinBD. 

Monatlich  1  Bogen  in  8.  —   Preis  j ab rlich  3  Hark. 


Bestellnngen  auf  die  Polytechnische  Bibliothek 
Ar  1878  werden  von  allen  Bncbhandlnngen  und  Postanstalten 
angeaommeß.  —  Direct  unter  Kreuzband  bezogen  beträgt  der 
jäbrlicheAbonnemeDtgpreis:  im  deutBch-6sterreicb.PoBtverein: 
3  M.  40  Pf. ;  im  Gebiete  dea  Weltpostvereins :  3  M.  60  Pf. 

Leipzig.  Qoandt  &  HSndeL 


Von  der  Bocbhandlung 


erbittet  sich  der  Unterzeichnete: 

1  Polytechniaohe  Bibliothek  f.  1878.  Monat- 
liches Verzeichniss  der  in  Deutschland  und  im 
Auslände  erschienenen  Neuigkeiten  der  polytech- 
nischen Literatur.  (Verlag  von  Qdandt  &  H2ddel 
inLEiFzio).  Preis  pro  Jahrgang  Tou  12  Nummern 
3  Hark. 

Unterschrift  (Name,  Stand  u.  Wohnort): 


Verlag  von  Lonls  Nebert  in  Halle  a/8. 
Soeben  erschien: 

Die 

Grundprobleme  der  Mechanik. 

Eine 
kosmologische   Skizze. 

gr.  8.  geh.  Preis  1  Mk.  80  Pf. 


Abonnements  -  Einladung 

auf 

L'lnstructeur. 

Wochenschrift  zur 

Beleliniiiji  il  nnterlaltDi  in  MsisGlier  Spracke. 

Hit  erklärenden  Anmerknnfen. 


Henasgegeben  unter  Mitwirkung  namhafter  Fackminner  von 

Dir.  Dr.  Ad.  Br^utigan  und  Charles  Braiilti. 

WSohMtJioh  I  lamnior.  —  Vltiialjährlloliar  Abonnoiii«iittprBit  ■.  1,76. 

und 

The  Instructor. 

Wochenschrift  zur 

Belebiji  il  noterUtDi  in  ennlisclier  SpMe. 

Mit  erklftrenden  Anmerkungen. 


Herausgegeben  unter  Mitwirkung  namhafter  Faehm&nner  von 

Dr.  Eduard  Tischer. 

waolMütlioh  I  Immer.  -  VIortelJIhrllober  Aboanemtatiprelt  ■.  1,75. 


Genannte  Wochenschriften,  Tortrefflielie  FQrdemngsmittel  beim 
Studium  dieser  Sprachen,  schöpfen  grösstentheils  aus  dem  frischen 
Leben  der  Gegenwart  und  berichten  von  dem  Besten,  was  auf  geisti- 
gem nnd  materiellem  Gebiete  geleistet  worden,  eignen  sieh  daher 
aaeh  yorzttglieh  zur  Torbereitung  auf  die  Prüfungen  (Cadetten^ 
EiBj&hrig-Freiwillige,  Posteleyen  ete.).  — 

Wenn  auch  nach  gleichem  System,  so  sind  beide  Journale  doch 
in  Jeder  Beziehung  selbststftndig  und  dem  Charakter  der  hetrelTen« 
den  Sprache  angepasst. 

Bestellungen  nehmen  alle  Buehhandlungen  nnd  Postämter  ent- 
gegen und  werden  Probe-Nummern  in  allen  Buchhandlungen,  sowie 
bei  der  Yerlagshandlung  gratis  verabreicht  — 

Inserate  (25  Pf.  pro  Petitzeile)  von  bedeutender  Wirkung. 

Leipzig.  Diez  &  Gehmiann. 

Yerlagebuehhandlung. 
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INHALT. 


I. 


II. 


Sttt«. 

Die    Starm^schen    Fnnctionen    zweiter    Gattung.     Von  Herrn  Dr. 
Heinricli  Wendlandt i'l 


Les  troia  spb^res  des  Poljbdres  r^guliers  ^il^.  Par  Georges 
DoBtor,  Professeur  k  la  Facnlt^  des  sciences  de  l'Unirersitd 
eatholiqne  de  Paris 'f 

III.  Inseription  dans  le  cercle  des  polygones  r^gnliers  de  )5,  30,  60, 
120,  etc.  c6t^8.    Calcal  des  C6t^.     Par  Georges  Dostor     .   .    103 

IV.  Neue  Eigenschaft  der  Kegelschnitte.    Von  K.  Znhradnik  .    .   .    lli 


Oraiftmüd,  gedruekt  bai  F.  W.  Kanik«. 
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IUI  181878 


ARCHIV 


der 


MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Bücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 

Unterricbtsanstalten. 


Gregr&ndet  von 

J.  A.   Grniert^ 

fortgesetzt  von 

R.  Hop|ie. 


Zweiundsechzigster  Teil.    Zweites  Heft. 


(Mit  3  Uthographirten  Tafeln.) 


G.  A.  Koch 's  Yerlagsbuchhandlung, 

J.  SengbaBch. 

1878. 


Verlag  von  Modellen  für  den  hSheren  math>  Unterricht, 

Bei  L*  Biill  in  Darmstadt  sind  erschienen: 

Math.  (lips-Modelle 

med.  nach  den  im  math.  Institut  der  k.  technischen  Hochschule  in  München 
unter  Leitung  der  Proff.  Dr.  Brill  und  Dr.  Klein 
angefertigten  Originalen. 
Formen  und  Abgüsse  von  J.  Kreittmayr,  Formator  des  National- 
museums in  München. 

Erste    Serie. 


1^  Botationsil.  der  Tractrix  mit  geodät.  u.  Haupttangenten-Curven.  2)  Cen- 
tralfläche  des  ellipt.  Paraboloids  (3  Med.).  3)  Centralfläche  des  einschal. 
Hyperboloids  (3  Mod.).  4)  Rotationsellipsoid  mit  geodät.  Linien.  5)  Drei- 
axiges  £llipsoid  mit  geodät.  Linien  durch  die  Nabelpunkte. 

Preis  der  Serie  (bestehd.  aus  9  Mod.)  60  Mark  excl.  Emballage  (10  Mk.) 
und  Yersendungskosten. 

Zweite    Serie. 

6)  Drei  Modelle  der  Kummer 'sehen  Fläche  (IG,  8,  4  Knotenpunkte  reell.) 

7)  Fläche  3ter  Ordn.  mit  4  reellen  con.  Knotenpunkten  nebst  Haupttangeii- 
tencurven.  8)  Drei  Botationsflächen  const.  mittl.  Krümmung  nebst  geodät. 
Linien.  9)  Botationsfläche  von  const.  negat.  Krümm ungsmass  (Kegel- 
Tjpus)  nebst  geodät.  u.  Asymptoten-Linien.  10)  Desgl.  (Hyperboloid- 
Typus)  mit  parallelen  geodät.  Linien  u.  geodät.  Kreisen.  11)  JBahnciirve 
eines  schweren  Punktes  auf  einer  Kugel. 

Jedem  Modell  resp.  jeder  Gruppe  von   zusammeDgehöiigen 
Modellen  ist  ein  erläuternder  Text  beigefügt. 

Preis  der  Serie  120  Mark  excl.  Emballage  (6  Mk.)  und  Versendungs- 
kosten. 

Mod.  u.  Prosp.  sind  durch  jede  Buchhandlung,  ferner  durch  Hrn.  Kreitt- 
mayr in  München,  sowie  direct  durch  die  Verlagsbuchhandlung  zu  beziehen. 

von  FlSehen  zweiter  Ordnung, 

construirt  nach  Angabe  von  Prof, 
Dr.  A*  Brill  in  Mfinchen.  Dar- 
gestellt durch  ineinandergefügte  Kreise  aus  farbigem  Cartonpapier  nebst 
wissenschaftl.  Erläuterung.  Die  Serie  enthält:  Zwei  Ellipsoide  verschied. 
Constr.,  ein-  u.  zweischal.  Hyperboloid,  ellipt.  u.  hyperbol.  Paraboloid  u. 
Kegel.  Ganze  Serie  11  Mai*k;  femer  3  Arten  StatlTe  zum  Aufstecken 
resp.  Aufstellen  der  Modelle. 

Illustrirte  Prospecte  gratis  durch  jede  Buchhandlung  zu  beziehen. 

Verlag  von  Friedrich  Viewcg  und  Sohn  in  Braunschweig. 

(Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung.) 

Die  Schule  der  Physik. 

Eine  Anleitung  zum  ersten  Unterriclit  in  der  Natiirlehre. 

Zum  Schulgebrauch  und  zur  Sclbstbelehrung 
von  Dr.  Joh.  MfiUer, 

weil.  Professor  zn  Frei'barg  im  Breisgan. 

Zweite  Auflage«   Mit  293  in  den  Text  eingedruckton  Holzstichon. 

gr.  8.    geh.    Preis  2  Mk.  40  Pf. 


Carton-Modelle 
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Curfi«:  I<Mdita  Coppemüiana. 


Inedita  Coppemicana. 

Ans  den  Handschriften  in  Berlin,  Franenburg,  Upsala  und  Wien 

hennig^eben  von 

Maximilian  Curtze. 


Vorwort. 

Es  ist  ein  angeuehmea  Gefühl  den  Spuren  eines'grossen  Manoea 
nachgehend  anf  TöUig  unbekannte,  fUr  die  richtige  WUrdignng  des- 
selben jedoch  höchst  bedcatuDgavollß  Stellou  geführt  zn  werden. 
Dieses  Wohlgeftthl  ist  mir  jutzt  zum  dritten  Male  zn  Teil  geworden: 
Als  ich  in  Prag  fßr  die  Saecolarausgabe  des  grossen  Werkes  De  re- 
Tolationibns  die  Originalhandschrift  verglich,  und  dadnrch  in  den 
Stand  gesetzt  wurde,  iu  die  WerksUktte  des  schaffenden  Genius  einen 
Blick  zu  tan;  als  ich  dann  in  den  von  mir  1875  in  der  Zeitschrift 
fOr  Matbcmatik  und  Physik  verüffentlicbtcn  Reliquiae  Copperni- 
canae^)  ans  npsalcoser  Haudschriftcn  weitere  Beiträge  zu  dieser 
Frage  herbeischaffen,  aber  auch  in  anderer  Beziehung  das  Bild  des 
Coppemicus  klarer  Stollen  konnte-,  als  ich  endlich  in  diesem  Jahre 
durch  die  Freigebigkeit  dos  Mäceus  unserer  Wissenschaft,  des  Für- 
sten Don  Balthasar  Boncompagni  iu  Rom,  Upsala  selbst  besuchen 
durfte,  dort  eine  ungeahnte  Folio  von  unbekannten  Coppemicanis  fand*), 


I)  Zeitacbr!ft  fUr  UathcniBlik  und  Phrsik.  XIX.  Jihr^.  IBT4, 
S.TG— BS,  43S  — 45B;  XX.  Jahrg.  1S75,  S.  291—348.  Ancb  separat  gedreckt, 
Lcipiig  Tenbncr  1SJ5,  66  8.  8".  nnd  eine  Tnfel. 

a)  Einen  Torlioflgen  Bericht  erMattete  ich  an  den  Coppemicna-Vgroin  tllr 
Witscnachaft  und  Kunst  sa  Tbom  am  4.  Jani  IS7T.  Deraelba  iat  mit  mannig- 
fachen ETweiterangen  abgedruckt  im  Juti-SeptembcrheTt  I8TT  der  Altprenati- 
achen  MonatsBcbrifc  S.  476  —  482  und  im  Minheft  I8T8  des  BuIUttino 
Boncompagni,  Borna  1878. 

7ta  LXIL  • 
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dort  Enade  erhielt  von  zwei  der  wertvollsten  Handschriften,  welche, 
ohne  dass  eines  Kenners  Ange  diese  Schätze  gesehen,  nnheachtet  in 
der  wiener  Hofbibliothek  gelegen,  trotzdem  sie  seit  1873  in^dem  ge- 
druckten Kataloge  derselben  aufgeführt  sind! 

Dank  der  hohen  Intervention  des  auswärtigen  Amtes  des  deut- 
schen Reiches,  konnte  ich  diese  Perlen  —  leider  schlecht  gefasste  — 
mit  Müsse  benutzen,  und  mit  ibneu,  dem  Wichtigsten,  was  ausser 
dem  grossen  Werke  von  Coppernicus  auf  uns  gekommen  ist,  will  ich 
diese  Arbeit  beginnen.  Ihnen  werden  sich  an  zweiter  Stelle  die 
mathematisch- astronomischen  Notizen  aus  upsalenser  und  frauen- 
burger  Handschriften,  an  dritter  einige  Gutachten  anschliessen,  welche 
man  füglich  der  angewandten  Mathematik  zuteilen  darf.  An  vierter 
Stelle  werden  endlich  diejenigen  upsalenser  Excerpte  mitgeteilt  wer- 
den, die  uns  Coppernicus  von  einer  ganz  andern  Seite  zeigen:  als 
helfenden  Arzt.  Dieser  Teil  seiner  Tätigkeit  ist  bis  jetzt  durch 
Documente  fast  gar  nicht  aufgeklärt;  auch  das,  was  wir  bieten  können, 
sind  nicht  sowohl  dergleichen  Documente  als  diätetische  Regeln  und 
ärztliche  Rcceptc,  welche  er  in  die  Bücher  eiugezeichnet  hat,  welche 
teils  ihm  selbst  gehörten,  teils  zum  Gebrauch  des  bischöflichen 
Leibarztes,  der  er  ja  war,  angeschaiTt  waren.  Eine  Art  Anhang  wird 
dann  den  kurzen  Nachweis  einiger  bis  jetzt  für  das  Leben  des  Copper- 
nicus noch  nicht  verwerteter  Documente  bringen,  bei  denen  Copper- 
nicus als  Zeuge  fungiert  hat. 

Ich  kann  nicht  umhin  hier  die  grossen  Dienste,  welche  mir  bei 
der  Gestaltung  des  nachfolgenden  Textes  mein  verehrter  College, 
Herr  Oberlehrer  Boethke,  geleistet  hat,  mit  aufrichtigem  Danke  hier 
öffentlich  anzuerkennen. 

Thorn,  im  December  1877. 

M.  Curtze. 
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L    Der  ,,€oinmeBtariolas^^  des  Coppernieus  über 
sein  Bueh  99De  revolatioiiibuB.^^ 

Die  K.  K.  Hofbibliothek  zu  Wien  besitzt  einen  Quartband  mit 
der  Ordnungsnummer  „10530''.  Derselbe  besteht  aus  45  mit  Bleistift 
von  1 — 45  numerierten  Blättern,  die  mit  einem  Vorblatte  und  einem 
Nachblattc  zusammengebunden  sind.  Die  Höhe  der  Blätter  beträgt 
215™",  die  Breite  170"".  Eine  ältere  Numeratiou  beginnt  mit 
Blatt  4,  das  die  Ziffer  26  trägt,  und  geht  bis  Bltt.  44,  das  mit  67 
bezeichnet  ist.  Diese  ältere  Zählung  erleidet  eine  Unterbrechung; 
das  Blatt,  welches  mit  60  hätte  bezeichnet  sein  müssen,  fehlt.  Da 
die  mit  Bleistift  bewirkte  Bezifferung  diese  Lttcko  nicht  aufweist,  so 
muss  das  Bltt  60  sowohl  als  die  Blätter  1—25,  welche  am  Anfange 
fehlen,  schon  vor  derselben  nicht  mehr  vorhanden  gewesen  sein^). 
In  der  Tat  steht  auch  am  Fussendo  des  Blattes  37^  dessen  alte 
Bezifferung  59  ist,  mit  Bleistift  geschrieben  „(fol.  60.  deest)^*, 
jedenfalls  von  demjenigen  hinzugefügt,  der  die  Bleistiftfoliierung  aus- 
führte. Der  Einband  ist  ein  völlig  moderner  Pappband  mit  Pergament- 
rücken und  grünmarmoriertem  Papierüberzug.    Die  Schrift  des  Teiles 


3)   Einer  freundlichen  Nachrieht  des   Herrn   Dr.   Joseph   Haupt,   Cnstos 

der  K.  K.  Uofbibliothek ,  entnehme  ich  Folgendes:   Die  Handschrift  10570  ist 

in  dem   Handschriftenkatalog   Tcgnagels   (f  1636)   nicht  verseichnet,   dagegen 

hat  Lambcck   (Lambecius)    dieselbe   aufgelQhrt.     Er   bezeichnete    die  Blätter 

CCCLXII 
1—35   (26 — 55   der  alten  Numer'ation)   durch   ; ,    die  BIfttter  34—45 

CCCLXIII 

(56 — 67  der  alten  Nnmeration)  mit  — -; ,    hatte    also    aus    ihnen    zwei 

363 

Handschriften  gemacht.  Schon  zu  seiner  Zeit  fehlten  aber,  wie  hieraus  her- 
vorgeht, Bltt.  1 — 25  der  Gcsammthandschrift.  Sie  wurde  sp&ter  in  dem  Kata- 
loge des  Gentilotti  von  Engclsbrnnn  am  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts 
ebenfalls  als  zwei  gesonderte  Handschriften  aufgefahrt,  aber  gleichfalls  unmit- 
telbar neben  einander  gestellt,  und  haben  in  demselben  die  Nummern  Philos. 
8  7  0,  3  6  9.  Auch  er  hat  das  dritte  fehlende  Stück  nicht  vorgefunden.  Zu- 
sammengebunden sind  beide  Handschriften  erst  vor  6  oder  7  Jahren,  aus  welcher 
Zeit  auch  die  Bleistiftfoliierung  stammt.  Auf  Bltt.  4»  (frtkher  26«)  steht  fol- 
gende Widmung :  „Dn's  M.  Christi  ernns  Seuerinus  Longomontanns 
reliquit  amico  suo  lohanni  Ericksen  fivi/iioaivov  (!)  Benachia 
Bohemorum  18  Julii  discedens  Ao"  1600."  Es  dürfte  also  die  Hand- 
sehrift  aus  dem  Besitze  Ericksen's  in  die  Hände  Tycho  Brahe's  gelangt  sein, 
dessen  gesammte  Bibliothek  in  die  Hofbibliothek  zu  Wien  unter  Lambecius 
übei:ging. 
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der  Handschrift  10530,  welcber  uns  hier  allein  interessiert  (ßltt  34* 
—43*),  stammt  aua  dem  Ende  des  XVI.  Jahrhunderts,  kann  also  anch 
nicht  Antograph  des  Coppemicus  sein').  Der  Abschreiber  kann  Ton 
dem  Inhalte  dessen,  was  er  abschrieb,  nicht  gerade  viel  verstanden 
haben,  denn  der  Text  ist  vielfach  sehr  verderbt,  nrd  es  lässt  sich  oft 
nur  durch  mehr  oder  weniger  sichere  Conjectur  bestimmen,  was  der 
YerfosBer  gesagt  hat  oder  hat  sagen  wollen.  Ich  lasse  zunächst  den 
Text  folgen,  in  der  Fassung,  in  welcher  ich  glaube,  dass  Coppemicus 
ihn  geschrieben  hat.  In  Hinsicht  auf  die  befolgte  Orthographie  ver- 
weise ich  auf  die  Grundsätze,  welche  ich  in  den  Prolegomenis  der 
Säcolarausgabe  dargelegt  habe^),  die  auch  hier  durchgeheud  zur  Gel- 
tung gelangen.  Unter  dem  Texte  habe  ich  die  Abweichungen  der 
Handschrift  von  demselben  verzeichnet;  man  wird  ans  ihnen  das  be- 
stätigt finden,  was  ich  oben  llher  die  Fähigkeit  des  Abschreibers  ge- 
sagt habe.  ErlUnterungen  zu  dem  Commentariolns,  Vergleichong 
seiner  Angaben  mit  dem  Texte  der  Revolutionen  u.  s.  w.  folgen  dem 
Abdrucke  des  Textes.  Jeder,  der  dieses  hochinteressante  Werk  ge- 
lesen hat,  wird  die  grosso  Wichtigkeit  desselben  für  die  Beurteilung 
dos  Coppemicus  zugeben.  Der  Commentariolns  ist  das,  was  wir 
heute  eine  Selbstanzeige  eines  Buches  zn  nennen  pflegen. .  Es  scbmt 
ans  dem  Wortlaute  desselben  hervorzugehen,  dass  derselbe  geschrieben 
ist  vor  Vollendung  des  grossen  Werkes,  er  dürfte  also  in  den  30er 
Jahren  des  XVI.  Jahrhunderts  entstanden  sein,  also  später  als  der 
Brief  an  Wapowski,  den  ich,  zum  ersten  Male  in  lesbarer  Gestalt, 
dem  Commontariolus  folgen  lasse.  An  wen  der  Commentario- 
lns gerichtet  ist,  ist  mir  bis  jetzt  zu  erforschen  unmöglich  gewesen. 
Jedenfalls  haben  wir  in  ihm  jenes  „Procemium,  quod  prtemisit" 
zu  sehen,  welches  Geraraa  Frisias  in  einem  Briefe  an  lohannes  Dan- 
tiscus  d.  d.  „Lovauii,  Dccimotcrtio  Kai.  Augusti  1541"  als 
von  Coppemicus  herrührend  anführt,  und  das  ich  bei  der  ersten  Her- 
ausgabe dieses  Briefes  anf  die  „Narratio  Prima"  des  Bheticns 
beziehen  zu  müssen  glaubte^).    Zur  Stütze  dieser  Behauptung  stehe 

4)  Der  erste  Teil  (BItl.  I' — Sit,  naeh  nrspillngl icher  Nnmeration  96*— 
bi")  cnihUt  eine  Abh  und  long  dca  M.  Christicnius  SeTcriniu  Longomontanoi 
flb«r  dun  Cometca  von   IftOO. 

5)  Nicolai  Copernici  De  Eerolulionibui  Orbium  CaiUstiuiB 
Libri  VI.  Ex  Aacloria  Antogrnpho  Rocndi  Cnrftvit  Societai 
Copernicana  Thorunensii.    Thornni  IST  3,  S.  XX:  „De  cditionil 

«)  FQnf  angcUrockCo  Briefe  des  Gemioa  Friaina.  Mach  den 
Originalen  in  der  Uni  vcraUatabibli  othek  la  Upaaia  beranc 
g «geben  (Gruooit's  Archiv,  T.  LVI,  S.  313—335)  m.  a.  apeciell  S.  319,  Z.  13 
bii  S.  310,  Z.   1 6. 
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hier  die  Stelle  aus  jenem  Briefe.  Eine  Vergleichang  derselben  mit 
dorn  Inhalte  des  Gommentariolus  wird  meine  Behauptung  ohne 
Weiteres  illustrieren. 

,,Atquo,  ut  de  aliis  nunc  taccam,  ipsa  sane  Vrania  sedes  ibi  finxit 
„novas,  novosque  suos  oxcitavit  cultores,  qui  novam  nobis  terram, 
„noYum  Phoebum,  nova  astra,  immo  totum  alium  apportabunt  orbem« 
„Et  quidni  novum,  cum  hactcnus  ignotum  prorsus  et  incertum  de- 
„pictum  limitibus  orbem,  iam  dcinceps  tanquam  e  coelo  asportatum 
„notissimum  simus  habituri?  Quot  enim  erroribus,  involucris,  laby- 
„rinthis,  quot  dcnique  enigmatibus  plus  quam  Sphyngicis  involutam 
,,habuimu8  nostram  Astrologiam!  Ego  sane  multa  possem  enumerare 
„qu6B  nunquam  mihi  satisfaccre  potuerunt  Quäle  est,  quod  Martis 
„motum  ssepe  a  calculo,  vel  exactissimo  secundum  tabulas ,  tribus 
j^signiferi  partibus  abesse  observaverim;  quod  Lunse  magnitudo  non 
,,tantum  varietur  ad  nostrum  conspectum,  quantum  notant  gravissimi 
„huius  artis  authores*,  quod  anni  quantitas  nunquam  inventa  sit  ex- 
^acte,  conformis  veritati.  Nihil  nunc  dicam  de  motu  firmamenti  et 
„apogiorum,  qui,  ut  ne  umbram  quidem  babuit  vcritatis,  ita  omnibus 
„ridiculus  approbatns;  omitto  etiam  plura  alia  de  omnium  fere  stella- 
„mm  longitudine  et  latitudine,  ne  D.  T.  R^»*  obstrepam  incivisius. 
„Hsec  si  reddiderit  author  ille  vester  sarcta  et  tecta 
„(id  quod  maxirae  animus  prsesagit  ex  eo  procemio,  quod 
,,pr8emisit),  nonne  hoc  est  novum  dare  terram,  novum  terram, 
„novum  coelum  ac  novum  mundum?  Ncque  ego  nunc  dispute  de 
„hypothesibus,  quibus  ille  utitur  pro  sua  demonstratione,  quales  sint 
„aut  quantum  veritatis  habeant  Mea  enim  non  refert,  terramne  dicat 
„circumvolvi,  an  immotam  consistere;  modo  syderum  motus  tempo- 
„rnmque  intervalla  habeamus  ad  amussim  discreta  et  in  exactissimum 
„calculum  redacta.  Sola  me  mora  omnium  pessima  habet;  cupio  enim 
„iamiam  videri  huius  negocii  finem,  et  non  pauci  sunt  passim  viri 
„eruditi,  quibus  non  minor  inest  animi  cupiditas  hsecce  videndi,  quam 
„mihi.  Quapropter,  Omatissime  Prsesul,  non  parum  mereberis  graeie 
„apud  posteros  omnes,  si  (quod  tibi  arbitror  neque  grave  esse  neque 
„arduum)  calcaribus  tantum  usus  hoc  opus  promoveas.  Non  te  latet 
„enim,  qua  ratione  s^pe  accidat  a  dccessis  authoribus,  ut  libri,  opera, 
„supellex,  denique  tota  diripiantur  abeantque  in  oblivionem,  quse  alio- 
„qui  multis  ex  usu  essent  futura. 

„Scis  arbitror,  Dignissime  Prsesul,  de  quo  loquar,  nam  et  mihi 
„prsesenti  olim  de  hoc  authore  celebri  fecisti  mentionem,  cum  de  terrsB 
„coelique  motu  inter  nos  conferremus." 

Es  giebt  noch  eine  ganze  Reihe  weiterer  Tatsachen,  welche  sich 
unter  der  Voraussetzung,  dass  Coppernicus  seinen  Gommentariolus  schon 


'"•' ••T'^lpf^jrp-; 
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geschrieben  hatte,  leicht  erklären  lassen.  Im  Jahre  1533  konnte  Wid- 
manstadt  dem  Papste  Clemens  VII.  die  coppemicanische  Theorie  dar- 
legen, wie  aus  Codex  Graec.  CLI  der  HcTf-  und  Staatsbibliothek  zu 
München  hervorgeht,  in  welchem  sich  eine  bezügliche  eigenhändige 
Notiz  Widmanstadts  findet  7).  1536  schreibt  Cardinal  Nicolaus  Schön- 
berg an  Coppemicus  und  bittet  um  Abschrift  des  grossen  Werkes; 
wenn  er  den  Commentariolus  gelesen,  ist  dieses  Verlangen  sehr  natür- 
lich^). 1535  schreibt  Erasmns  Reinhold  in  der  Vorrede  zu  seiner 
Ausgabe  der  Theoriese  novse  plane tarum  Peurbach's,  Witten- 
bergse  1535:  Tametsi  video  quendam  recentiorem,  prae- 
stantissimum  Artificem  (qui  magnam  de  se  apud  omnes 
concitavit  expectationem  restituendse  Astronomiae  et 
iam  adornat  editionem  suorum  laborum)  sicut  in  aliis 
Astronomiae  partibus,  ita  etiam  in  hac  varietate  motus 
Lunse  explicanda  dta  naacSv  dissentire  a  forma  Ptole- 
maica.  Tribuit  enim  Lunae  epicyclum  Epicycli  etc.,  was 
sehr  verständlich  klingt,  wenn  der  Commentariolus  als  vorhanden 
angesehen  wird.  Sollte  nicht  auch  Kheticus  durch  dieises  Schriftchen 
zuerst  angeregt  worden  sein,  seine  Reise  nach  Frauenburg  anzutreten? 

Also  würden  die  ersten  Jahre  des  dritten  Jahrzehnts  des  fünf- 
zehnten Jahrhunderts  als  Entstehungszeit  des  Commentariolus 
festzuhalten  sein. 

Nach  dieser  Abschweifung  gehe  ich  zur  Mitteilung  des  Textes 
des  Commentariolus  über. 


7)  Die  Worte  Widmanstadt's  lauten:  „Clemens  VII.  Pontx.  Max«« 
hunc  Codicem  mihi  D.  D.  D.  Anno  MDXXXIII  RomsQ  postqaam 
ei  presentibus  Fr.  ürsino,  loh.  Salviato  cardd.,  loh.  Petro  epsco 
Viterbien.  et  Matheo  CurtioMcdico  pfaysico  in  hortisVaticanis 
Copcrnicanam  de  motu  terrae  sententiam  explicavi.  —  loh.  Al- 
bertus Widmanstadius  cogn^o  Lucretios  Sni  D.  N.  Secretarius 
domesticus  et  familiaris.** 

8)  Siehe  die  verschiedenen  Ausgaben  des]^Coppernicu8  z.  B.  die  Sftcular- 
ausgäbe  Thoruni  1873.  S.  XIII.  Anm.  15. 
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BlU.5to 

<34tf) 


Ni  colai^Coppernici 

de  hypotbesibus  motiium  caelestiam 

a  86  constitutis 

Gommentariolus. 


Bltt.5«6 
(346» 


Moltitudinem  orbium  cselcstinm  maiorcs  nostros  eam  maxime  ob    5 
causam  posuisso  video,  ut  apparcntem  in  syderibus  motam  sub  re- 
gnlaritate  salvarcnt    Yalde  enim  absardum  videbatur  caeleste  corpus 
in  absolutissima  rotunditate  non  semper  aecque  moveri.    Fieri  autem 
posse  adverterant,  ut  ctiam  oompositione  atque  concursu  motuum  re- 
gulariom  diversimode  ad  aliqnem   situm  moveri  quip^iam  videretur.  10 
Id  quidem  Callippus  et  Eudoxus  per  concentricos  circulos  deducere 
laborantes  non  potuerunt  et  bis  omnium  in  motu  sydoreo  reddero 
rationem,  non  solum  corum  quse  circa  revolutiones^'syderum  videntur, 
verum  etiam  quod  sydera  modo  scandere  in  sublime,  modo  descen- 
dere  nobis  videntnr,    quod  concentricitas   minime  sustinet     Itaque  15 
potior  sententia  visa  est  per  eccentricos  et  epicyclos  id  agi,  in  qua 
demnm  maxima  pars  sapientum  convenit    Attamen  quse  a  Ptolomseo 
et  plerisque  aliis  passim  de  bis  prodita  fuerunt,  quamquam  ad  nume- 
rum  responderent,  non  parvam  quoque  videbantur  |  habere  dubitatio- 
nem.    Non  enim  sufficiebant,  nisi  etiam  «quantos  quosdam  circulos  ^ 
imaginarentur ,  quibus  apparebat  neque  in  orbe  suo  deferente,  neque 


2.  cttlefltiam  II  coslestium  und  so  immer.    —  6.  syderiboB  ||  sideribna.  — 
11.  Callippus  II  Calypas.    —    17.  a  PtolomsBO  ||  ab  Ptolomeo.    — 


8.  bypothesibns.  Es  ist  be« 
achtenswert,  dass  hier  Copperaicns 
selbst  seine  Darstellung  des  Weltge- 
bindes als  Uypotheso  hinstellt  —  11. 
Callippns  et  Eudoxus.  Der  Name 
des  Kallippus  kommt  in  den  Revolu- 
tionen an  4  Stellen  vor.  W&hrend  an 
dreien  derselben  (S.  159,  183,  813  der 
Sacnlaransgabe)  nur  der  kallippischen 
AeraErwfthnnng  geschieht,  ftlhrtCopper- 
nicns  in  der  vierten  Stelle  (S.  191  der 


S&cularausgabe)  die  Beobachtung  der 
L&nge  des  Jahres  durch  Kallippus  an, 
von  einer  Kenntniss  der  Theorie  der 
concentrischen  Sph&ren,  wie  in  dem 
obigen  Passus,  ist  in  den  Revolutionen 
aber  nirgends  die  Rede;  Eudoxus  vrird 
von  Copernicus  in  dem  grossem  Werke 
Überhaupt  nicht  erwähnt.  Um  so  wich- 
tiger dürfte  daher  diese  Stelle  unseres 
Commontariolus  für  die  Beurteilung 
der  Studien  des  Coppernicus  sein. 
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in  centro  proprio  seqnali  semper  velocitate  sydus  moveri.  Qaapropter 
non  satis  absoluta  videbatnr  hninsmodi  specnlatio,  neqne  rationi  satis 
concinna.  Igitar  cum  hsec  aniraadvertissem  ego,  ssepe  cogitabam  si 
forte  rationabilior  modus  circulorum  inveniri  possit,  e  quibus  omnis 
S  apparens  diuersitas  dcpenderet,  omnibus  in  seipsis  »qualiter  motis, 
quemadmodum  ratio  absolnti  motus  poscit.  Rem  sane  dlMcilem  ag- 
gressus  ac  psne  inexplicabilcm  obtulit  se  tandem,  quomodo  id  pau- 
cioribus  ac  multo  conyenientioribus  rebus,  quam  olim  sit  proditum,  fieri 
possit,  si  nobis  aliquse  petitiones,  quas  axiomata  vocaut,  concedantur, 
10  qu»  boc  ordine  sequuntur. 

Prima  petitio. 
Omnium  orbium  cffilestium'sive  sphserarum  unum  centrum  non  esse. 

[Secunda  petitio. 

Centmm  terrae  non  esse  centrum  mundi,  sed  tantum  gravitatis  et  orbis 

15  Lunaris. 

Tertia  petitio. 

Omnes  orbes  ambire  Solem,  tanquam  in  medio  omnium  existentem, 
ideoque  circa  Solem  esse  centrum  mundi.  ^ 

I  Quarta  petitio.  ^^fi' 

20  Minorem  esse  comparationem  distantiarum  Solls  et  terrsß  ad  altitudi- 
nem  firmamenti,  quam  semidimetientis  terrae  ad  distantiam  Solls, 
adeo  nt  sit  ad  summitatem  firmamenti  insensibilis. 

Quinta  petitio. 

Qulcquid  ex  motu  apparet  in  firmamento,  non  esse  ex  parte  ipsius, 
25  sed  terrae.    Terra  igitur  cum  proximis  elementis  motu  diurno  tota 
convertitur  in  polis  suis  invariabilibus  firmamento  immobil!  perma- 
nente ac  ultimo  caelo. 

Sexta  petitio. 

Qulcquid  nobis  ex  motibus  circa  solem  apparet,  non  esse  occasione 
30  ipsius,  sed  telluris  et  nostri  orbis,  cum  quo  circa  Solem  volvimur  ceu 
idiquod  aliud  sydus,  sicque  terram  pluribus  motibus  ferrL 


6.  poscit  II  possit.   —    17.  Omnes  |)  Qe's.    —  ^Solem  ||  solent.    —  96.  per- 
manente II  penieniente.  —  30 — 31  .ceu aliqnod  aliud  sjdus  ||  seu  aliquo alio  sydere.- 

11.  Prima  petitio.  M.  s.  De  rer.  (S.  17—19).    —    23.  Quinta   peti- 

Lib.  I,  cap.  IUI  (8.  14— 16).  —  13.  tio.    De  Rer.     Lib.  I,  Cap.  V   (8. 

8ecunda  petitio.    Derev.  Lib.I,  15  —  17).    —    28.    Sexta    petitio. 

Cap.  Villi  (S.  24-25).—  16.  Ter-  De  rcv.    Lib.  I,   Cap.  Villi  (S.  24 

tia  petitio.  Ebenda.  —  19.  Quarta  — 25).  — 
petitio.    De  rev.    Lib*  I,  Cap.  VI 
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Septima  petitio. 

Qaod  apparet  in  erraticis  retrocessio  ac  progressQS,  non  esse  ex  parte 
ipsaram  sed  tellnris.  Hnius  igitar  solifis  motnd  tot  apparentibus  in 
cseio  cÜYcrsitatibas  safißcit 

His  igitar  sie  praemissis  conabor  breuiter  ostendere,  quam  ordi-  5 
nate  seqnalitas  motanm  servari  possit.  Hie  antem  brevitatis  causa 
mathematicas  demonstrationes  ommittendas  arbitratus  snm  maiori 
Yolnmini  dcstinatas.  Qaantitates  tarnen  semidiametrorum  orbiam  in 
circulomm  ipsomm  explanatione  hie  ponentur,  e  qoibiis  mathematicffi 
"^j^  artis  non  ignarus  j  facile  percipiet,  quam  optime  namens  et  observa-  10 
tionibas  talis  circaloram  compositio  conveniat. 

Proinde  ne  qais  temere  mobilitatcm  tellnris  asseverasse  cam  Py- 
tbagoricis  nos  arbitretar,  magnam  quoqae  et  hie  argamentnm  accipiet 
in  circaloram  declaratione.  Etenim  quibas  Physiologi  stabilitatem 
eins  astraere  potissime  conantnr,  apparentiis  pleramque  innitantor,  1^ 
qnse  omnia.  hie  in  primis  corrnnnt,  cam  etiam  propter  apparentiam 
versemus  eamdem. 

De  ordine  orbinm. 

Orbes  cselestes  hoc  ordine  sese  complectnntnr.  Sanunus  est  stella- 
mm  fixamm  immobilis  et  omnia  continens  et  loeans;  snb  eo  Satnr-  20 
nns;  hunc  sequitur  [Inppiter;  hnnc]  Martins;  sähest  hnic  orbis,  in 
quo  nos  circnmferimnr:  deinde  Yenerins;  nltimus  Mercarialis.  Orbis 
antem  Lunse  circa  centrnm  terr»  vertitar,  et  cum  ea  cea  epicyclus 
defertar.  Eodem  qnoque  ordine  alias  alium  revolutionis  yelocitato 
snperat;  secuudam  quod  maiora  minorave  circulomm  spatia  emetinn-  26 
tnr.  Sic  quidem  Satumus  anno  trigesimo,  luppiter  duodecimo^  Mars 
[tertio],  tellus  annna  revolutione  restituitur.  Yenns  nono  mense,  Mer- 
coiius  tertio  revolutionom  peragit. 


IS.  Pythagoricifl  II  PytagoricU.  —  U.  Physiologi  ||  Fhiiiologi. —  19.  oon- 
plectiintar  II  complcctunt.  —  21.  scqnitnr  luppiter,  hunc  Martins  ||  seqnitur  Mar- 
tins. -»  28.  epicyclns  ||  Epicidas  nndsoimmer.  —  26 — 27.  Mars  tertip,  tellus  || 
Mars  tollas.  — 

1.     8eptima    petitio.     Ebenda.  wegUchkeit  der  Erde  die  Bede,  kei- 

—  12.  cnm  Pythagoricis.    In  sei-  neswegs    Ton    der    Uebereinstimninng 

nen  Yorlftnfern   des  Coppemicns    hat  seines  Sjstemes  mit  dem  des  Pbilolaos. 

Scbiaparelii  nachgewiesen, dass Copper-  —  1 8—28.  Deordine  orbinm.  Siehe 

nicns  sein  System  nicht,  wie  vielfach  de  rev.  Lib.  I,  Cap.  X,  speciell  Seite 

geglaubt  wurde,  für  das  pytbagorische  28,  Z.  80  -*  Seite  30,  Z.  82, 
hielt.    Auch  hier  ist  nur  von  der  Be- 
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De  motibng,  qai  circa  Solem  appareant 

Terra  tripüci  mota  circnmferliir,  ano  qnidem  in  |  orbe  magno, 
qao  Solem  atobioDs  secundnin  siguomm  succesEioDem  anqo  revolvitar, 
in  temporibnB  »qnalibns  sempcr  «qualce  arcus  dcacribens,  cuiaa  qni- 
6  dem  centnim  a  centro  Solis  25'^  parto  Bcmidiaroctri  sui  distat.  Cam 
igitur  anpponatur  semidiametrum  huins  orbis  ad  altitmlincm  firma- 
mcDti  imperccptibilcm  babeix;  qnantitatom ,  conscquens  est,  nt  hoc 
motu  So]  circumferri  videatur,  periode  ac  si  terra  id  coutro  mnndi 
subiaccat,  cum  tarnen  id  non  Soüb  Bcd  t^rrie  potius  motiono  codUd- 

10  git,  ut  cxcrapli  causa,  dura  bxc  ait  sab  Capricorno,  Sol  o  dirccto  per 
diaraetrum  in  Cancro  cercator,  et  sie  dninccpa.  VidcbiCar  ctiam  Sol 
eo  motn  iiueqnalitcr  moveri  eecundum  distantiam  eius  a  cectro  orbis, 
ot  iam  dictum  est.  Ex  qao  maiima  diversitas  dnobna  gradibus  et 
seztanto  uaius  contiugil.  DecltDat  autcm  ab  ipso  ccntro  Sol  ad  ponctnm. 

15  finnamonti ,  qnod  distat  a  Stella  lucida,  qaie  est  io  capite  Gemelli 
Bplendidior,  gradibus  fcre  X  versus  oecidentem,  invariabiliter.  Tunc 
i|;i:itnr  Sol  in  Bnmma  eius  altjtudine  ceniitur,  quando  terra  in  loco 
bnic  opposito  versatur,  ceutro  orbis  int^r  eos  mediaat«,  ot  per  bouc 
quidem  orbom  non  terra  solnm,  sed  quicqaid  simnl  cum  orbe  lonari 

20  comprcbensum  est,  circnmducitnr. 

I  Aiins  tellnris  motns  est  qnotidiaute   rovolntionis   et   hie   sibi  ^^ 
mazime  propriua  in  polis  suis  secnodum  ordiDem  sigaomm,  boc  est  ad 
orientem,  labilis  per  quem  totus  mandus  pnecipiti  voragino  circnro- 
agi  videtar.    Sic  quidem  teri-a  cum  circamfluis  aqua   et  vicino  a6re 
25  Tolvitur. 

Tertine  est  motas  decliDaÜonis.  Axis  cnim  quotidianie  revolutio- 
nis  non  «quidistat  axi  magni  orbis,  sed  obliqaatnr  socundam  circnm- 
ferentiae  partem,  noatro  quidem  circnlo  XXIII  gradibus  et  mcdio  fcro- 


S.  Solem  II  Sol.  —  4.  tcmporibus  j|  tribn.  —  IT.  turo||toto.  —  SS. 
nnndn*  II  EDotai.  —  circansgi  |)  drcuoiuagl.  —  34.  cirrumflats  dürfte  dei 
folgenden  ricino  halber  wohl  in  circnmflaa  tu  Andern  lein.  — - 

I— 'Stt.   De  motibat,    quE  circti  and   KrebaM   ati   Orte  der  Erde  retp. 

Solem   appareant.     KQr   di«    hier  der  Sonne  an^hil  irie  in  de  Bero- 

ali   erile  Bewegnnj;   aureeEiolile  He-  luiionibui.  —  !1.  Alias  leilnrii 

TOlution   am   die   Saune  lehe   mnn  im  motna.     FDr  die  hier  all  iweit«  Bc- 

Cap.  XL  der  Berolutionen :    De  tri-  wcgnng  au^efahrio  KoMiion  aehe  man 

plieimotQ  telluriidemonatr*'  ebcndaielbat  Zeile  !— 10.  _  S6.  Tor- 

tio   die  ala  aeenndna   motna   anf-  tiaa    est    motaa    declinationia. 

gefnhrte  Bewegung  (S.  31.  Z    10  n.  ff.)  Die    Darlegnng    der   von  Oippemivui 

Iniereitant  lat  ca,  daaa  Coppemicna  hier  lUachlich  ungeltthrten  Bewrgang  «ieha 

gcoan  daaidbe  Beiapiel  dea  Sieiabacka  dea    weiteren   in   dcmaelben   Cap.  XI, 
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Igitur  centro  terraB  in  superfide  eccliptic»  semper  manente,  hoc  est 
•  in  circamferentia  circuli  magni  orbis,  poli  eius  drcamvagantur,  cir- 
culos  utrobiqne  parvos  describentes  in  centris  ab  axe  orbis  magni 
sequidistantibns.  Et  hie  quoqne  motns  annuas  fcre  complent  revoln- 
tiones  et  cum  orbe  magno  pene  compares.  At  vero  axis  magni  orbis  5 
ad  ürmamentum  immntabilem  scrvat  compositionem  ad  eos,  qnös 
vocant  ecclipticae  polos.  Motus  item  declinationis  cum  motu  orbis 
complexus  polos  quotidianse  revolutionis  ad  eadem  cseli  momenta 
semper  retineret,  sl  paribus  omniiio  revolutionibus  cum  illo  constaret 
Nunc  longo  temporis  tractu  depreheusum  est  talem  telluris  positionem  iq 
"sTor  ^  faciem  tirmamenti  mutari,  propter  quod  ipsum  |  firmamentum  ali- 
quibns  moübus  fcrri  plerisque  visum  est,  lege  nondum  satis  depro- 
hensa.  Posse  autem  baec  omnia  fieri  mutabilitate  telluris  minus 
mirum  est.  Quibus  autem  poli  inhaereant,  ad  me  non  attinet  dicere. 
Video  cquidem  in  vilioribus  rebus,  quod  virgula  ferrea  magneto  at-  15 
trita  in  unum  semper  mundi  situm  nitatur.  Potior  tamen  sententia 
Visa  est,  secnndum  orbem  aliquem  fieri,  ad  cuius  motum  ipsi  poli 
moveantttr,  quem  procul  dubio  sub  Luna  esse  oportebit. 


Quod  sequalitas  motuum  non  ad  sequinoctia, 
sed  Stellas  fixas  referatur. 


20 


Cum  igitur  sequinoctialia  puncta  ceterique  mundi  cardines  pluri- 
mum  commutentur,  fall!  eum  necesse  est,  quicumque  ab  bis  sequalita- 
tem  annnae  revolutionis   deducere  conatur,  qusB  etiam  sub  diversis 


1.  semper  mancote  ||  supmanente.  —  10.  tracta  ||  tracttL  —    12.  lege  non- 
dnm  II  löge  nedum.  —  15.  magncte  ||  magDetS.  •— 


▼on  Seite  31,  Zeile  2 S  bis  zum  Schluss 
des  Cap.  —  15 — 16.  Video  equi- 
dem  ...  sitnm  nitatur.  Es  ist  diese 
Stelle  bestimmt  eine  Anspielung  auf 
die  Epistola  de  Magnete  des  Pe- 
trus Peregrinus  de  Maricourt.  Copper- 
nicus  hatte  dieselbe,  wenn  nicht  froher, 
jedenfalls  durch  Rheticns  kennen  ge- 
lernt, wie  wir  aus  der  unter  Coppemicus 
Augen  Ton  Rheticus  geschriebenen 
Chorographie  entnehmen  können,  in 
welcher  dieser  Biief  erwähnt  wird. 
(M.  s.  Hipler^  D i e  Choragraphie 
des  Joachim  Rheticus,  Zeitschrift 


für  Mathematik  und  Physik  Jahrg. XXI. 
Lit.  bist.  Abth.  S.  149).  Es  könnte 
ans  dieser  Erwähnung  sogar*eino  wahr- 
scheinliche Zeitbestimmung  für  die  Ent- 
stehung des  Commentariolus  gezogen 
werden.  In  Verbindung  mit  dem  Briefe 
Gemma's,  den  ich  in  der  Einleitung  er- 
wähnte, würde  dieselbe  sich  wohl  auf 
die  letzten  80er  Jahre  festsetzen  lassen. 
—  Weitere  Ausführung  dieses  Capitels 
ist  das  ganze  2te  u.  8to  Buch  der 
Revolutionen.  —  20  u.  ff.  Die  hier 
niedergelegten  Daten  finden  sich  im 
3.  Bache  der  ReTolutionen.  -* 
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fttatibns  multis  experimentis  observationam  diversa  reperfta  est  Haue 
Hipparchas  365  diebas  cum  quadrante  nnins  diei,  Albategni  vero 
Chaldaeos  reperit  talem  annum  ex  365  diebas,  5  horis,  46  minatis, 
hoc  [est]  13  minntis  et  3  qaintis  sive  triente  nnius  miuuti  Ptolomaico 
5  breviorem.  Kursus  autem  Hispalcusis  huic  longiorcm  vigesima  parte 
nnins  horse,  siqaidem  ex  365  diebus,  5  boris  et  49  minatis  aDnam 
vertentem  constitait 

I  Ne  autem  diversitatem  ex  observationam  crrorc  procossisse  videa- 
tar,  si  qais  singula  accaratias  animadvertet,  invenict  cam  cum  mnta- 

10  bilitate  sequinoctialiam  panctoram  semper  corrcspondisse.  Dnm  enim 
ipsi  mandi  cardines  in  centenis  annis  ano  grada  matabant,  qaemad- 
modum  Ptolonuei  sevo  repertam  est,  erat  tanc  anni  qaantitas,  quae 
ab  ipso  Ptolomseo  tradita  est.  Qaando  aatem  sabseqaentibas  s»calis 
potiori  mntabilitate  moverentar  motibus  inferioribas  obviantcs ,  tanto 

15  brevior  annas  factas  est,  qnanto  translatio  cardinam  esset  maior. 
Nam  occnrsa  velociori  breviori  tempore  annaam  excipiebant  motam. 
Rectias  igitur  agit,  qaicamqae  annaam  aeqaalitatem  ad  Stellas  fixas 
referet.  Quemadmodam  circa  Yirginis  Spicam  fccimas  invenimasquo 
annum  365  diernm  et  sex  horarnm  et  sextantis   fere   unius    horae 

20  semper  fuisse,  qualis  etiam  in  ^gyptiaca  antiquitate  reperitar.    £a- 

dem  ratio  in  aliis  etiam  motibus  syderum  habenda  est,  quod  absides 

eorum  et  statae  sub  firmamento  motuum  leges  docent,  ac  cseluni  ipanm 

Teraci  testimonio. 

De  Luna. 

Luna  vero  praeter  annalem,  ut  dictum  est,   circuitum  quatuor 


25 


mst. 
in. 


motibus  nobis  videtur  pervagari.  Nam  in  orbe  suo  deferente  drca 
teliuris  centrum  secundum  ordinem  signorum  mcnstruas  complet  rc- 
volutio  I  nes '•^' 


30 


9.  Hipparchuf  \\  Hypparclius.  —  3.  46  minutie  ||  tS  minatis.  — -  4.  hoc 
eft  II  boc  —  Ptolomaico  ||  ab  Ptolomaico.  —  2S.  ^gjptiaca  ||  Egiptiaca.  — 
S5.  praeter  II  prefer.  —  28—31.  Hier  fehlt  in  der  Handschrift  ein 
Blatt,   das  60.   nach  der  alten   Numerierung.  — 


5«  Hispalensis.  Es  ist  gemeint 
Isidorus  Hispalensis,  von  dem  in  dem 
grossen  Werke  nirgends  Em^ihnung 
getan  wird.  —  19.  annum  365 
dierum  et  sex  horarum  et  sex- 
tantis fere.  In  Cap.  XIHI  des 
m.  Buches  giebt  CSoppemicos  die  Ton 
ihm  gefundene  Linge  des  sideriachen 


Jahres  an  als  365  Tage  6  Stund.  8  Mii- 
40  See.  Ein  sextans  horss  würde 
10  Min.  ergeben.  —  24  u.  ff.  Der  Ab- 
schnitt De  Luna  ist  leider  durch  die 
Lftcke  sehr  verstümmelt  Er  hatte  seioe 
Parollolstellc  in  de  rerol.  Lib.  IIIL 
Der  Teil  auf  der  folgenden  Seite  ent- 
spricht d«m  Cap.  Villi  des  Baches  IIU. 
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^(3&!j'  i  ^^  qnidem  epicyclomm  seqnidiatant  axi  orbis ,  propter  qaod  nallam 
ab  eo^egresaionem  facit. 

Sed  bic  orbis  axem  sanrn  declinem  babet  axi  magni  orbis  sive 
eccliptic»,  quapropter  Lanam  a  superficie  ecclipticse  digredi  facit. 
Deoliuat  igitar  secandam  quantitatem  angnli,  cai  de  circomferentia  5 
circuli  quinqae  gradas  superadduntur,  cuius  poli  circumferantur  in 
^quidistantia  axis  ecclipticse,  propemodum  sicut  in  declinatione  dictum 
est.  Sed  bic  contra  signoram  ordinem  et  longe  tardiori  motu,  ut  ad 
unam  rcvolntionem  decimum  nonum  annum  expectet,  et  boc  in  orbe 
qaidem  eminentiori  fieri  plerisque  videtur,  cui  poli  inbaerentes  ad  bunc  10 
modnm  ferantur.    Tandem  igitur  videtur  baberi  Lunae  motuum  fabrica. 


De  tribus  superioribus,  Saturno,  love 

et  Harte. 

Satnmus,  luppitcr  et  Mars  similem  babent  motuum  rationem,  si- 
quidem   orbes  eorum  annalem  illum  magnnm  penitus  includentes  in  15 
centro  communi  ipsius  magni  orbis  ad  ordinem  signorum  yolvuntur. 
Sed  orbis  quidem  Saturnins  trigesimo  anno  reducitur,  lovianus  dno- 
decimo,  Martins  autem  vigesimo  nono  mense,  pcrinde  ao  si  tales  re- 
Tolutiones  magnitudo  orbium  rcmoretur.    Nam  semidiametro  magn| 
orbis  ex  .25  partibus  constituto,  semidiametros  orbis  Martii  «'K)  partes  20 
obtinobit,  lovis  130  et  unius  particulffi  quincuncem,  Saturni  236  et 
(386)  sextantem  unius.     Dico  autem  semidiametrum  a  centro  |    orbis   ad 
centmm  p7*imi  epicycli  distantiam.    Habet  cnim  quisque  duos  epicy- 
dos,  quorum  alter  alterum  defcrt,  propemodum  sicut  in  Luna  dictum   • 
est,  sed  lege  diversa.    Primus  enim   epicyclus  contra  motnm  orbis  25 
reflexus  pares  facit  cum  co  revolutiones ,  alter  vero  obvians  primi 


ti6U 


l .  axi  II  ac  si.  —  6.  superadduntur  ||  suKatenduntur.  —  11.  Tandem  igitar  vide- 
tur haberi  Lun»  motuum  fabrica  ||  TandS  igr  uidctnr  baberi  Luna  motum  fabrica. 
Vielleicht  hatte  Coppernicus  geschrieben  Talern  igitar  videtur  habere 
Luna  motaam   fabricam.    —    U.   similem  ||  similen.    —    20.    semidiametros  || 
semidiametro.  —  S 1 .  qnincuncem  ||  quincantem.  — 


II. Tandem  —  fabrica.  Ich  habe 
dieses  in  den  Text  recipiert,  da  es  nur 
durch  die  Aendernng  Lanoef&rLuna 
und  motunm  f&r  motnm  hergestellt 
werden  konnte.  Trotsdera  halte  ieh  die 
Lesung  Talem  igitur  videtur 
habere  Luna  motuum  fabricam 
itx  die  richtigere.  In  der  anderen 
liegt  eine  ArtUeberhebang  des  Copper« 


nicns,  die  sich  sonst  nirgends  findet, 
da  er  überall  in  grOsster  Bescheiden- 
heit seine  Untersnchnngen  darlegt.  — 
IS  u.  ff.  Die  Theorie  der  drei  obem 
Planeten  muss  man  aus  demV.  and 
VI.  Buche  der  Revolutionen  heraus- 
suchen. Es  sind  die  Cap.  I— XVIin 
des  fftnften  und  Cap.  I—IIII  des  sech- 
sten Baches. 
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motnm  reyolationibas  duplicatis  circumagit  sydiis,  adeo  nt,  quando- 
cumque  sit  iu  summa  a  centro  orbis  distantia  vel  rnrsas  in  maxima 
vicinitate,  tanc  sydus  sit  centro  epicycli  quam  proximum,  in  qaa- 
drantibus  autem  medjantibas  remotissimum.  Igitur  ex  talium  motanm 
5  compositiono  orbis  et  epicyclorum  et  revolutionnm  paritate  contingit, 
ut  buiusmodi  clongationes  et  accessiones  maxime  statas  sibi  sab  fir- 
mamento  scdes  obtineant.  Ac  deinceps  ubiquo  ccrtas  observent  mo- 
tnum  conditioncs,  itaqne  absidcs  snas  invariabiles  [habent]  Satnruns 
qnidem  circa  stellam  quse  super  cubitum  esse  dicitur  Sagittatoris, 
10  luppiter  gradibusYIII  post  stellam,  qu«  cxtremitas  caudse  Lconis  appel- 
latur,  Mars  vero  gradibus  VI  et  medio  ante  cor  Leonis. 

Magnitudines  autem  epicyclorum  hse  sunt.  In  Saturno  quidem 
primi  semidiameter  coustat  ex  partibus  19  et  41  minutis,  qualium 
semidameter  orbis  magni  ex  25  supponcbatur ;  secundus  autem  epi- 

15  cyclus  partium  6  et  minutorum  34  scmidiametrum  babet.  Sic  quoqao 
in  love  primus  partium  10  et  |  minutorum  6,  secundus  partium  3, 
minutorum  22  semidiametros  contiuent.  In  Marto  autem  primus  par- 
tium 5,  minutorum  34,  secundus  [partis  1,]  minutorum  51.  Sic  igitur 
ubiquo  ad  primum    semidiameter  triplo   maior  est  secundo.     Hanc 

20  autem  diveräitatem ,  quam  epicyclorum  motus  inducit  super  rootam 
orbis,  primam  appellare  placuit,  quse  ubique  sub  firmamento  certos, 
ut  dictum  est,  observant  limites.  Alia  siquidem  est  diversitas,  se- 
cundum  quam  sydus  interdum  regredi,  sepe  etiam   subsistere  cerni- 


3—4.  quadrantibus  II  qaadrantis.  —8.  invariabiles  hnbcnt  ||  invariabilea.  — 
13.  primi  ||  primam.  -»  lt.  sccandis  partis  1,  ||  secundos.  —  30.  motus  ||  motu.  — 


IS  n.  fiP.  Die  hier  gegebenen  Werte 
der  Dnrcbmesser  der  Epicyclcn  stim- 
men völlig  mit  denen  flberein,  welche  ich 
in  den  Reliqni»  CoppernicansB 
(S.  465  des  XIX.  Jahrg.  der  Zeitschr. 
PBlt  Math.  Q.  Physik,  S.  30  der  Sepa- 
rataasg.)  gegeben  habe.  Dort  steht 
ans  den  Bemerknngen  zn  den  Tab  nie 
Alfonsi  regis  entnommen:  »Pro- 
„portio  orbinm  cffilestium  ad 
nOccentrotetcm  25  partium. 
„Martis  semidiam  etrns  orbis  88 
„fere,     epicyclns    a.     5.  M.    34^, 

„epicyclas  b.  M.  51.  lovis  se- 
„midiametrns  30.  M.  25,  epi- 
„cyclns   a.   10-^,  b.  3f^;  Satarni 


„diamctrns    230{,     epicyclns    a. 

n  1 9H>  ^*  Hl"  ^*<^>®  Werte  stimmen 
sogar  so  gcnan,  dass  der  Rechenfehler 
beim  zweiten  Epicyclns  des  Mars  im 
Commcntariolns  genan  ebenso  auf- 
tritt, wie  in  den  Reliqniss.  Der 
zweite  Epicyclns  soll,  wie  weiter  nnten 
gesagt  wird,  jedesmal  den  3tcn  Teil 
des  ersten  betragen,  es  mnu  also 
heissen:  partis  1,  minutorum  51. 
Dies  geht  auch  aus  der  kurz  rorher- 
gehenden  Stelle  der  Reliquiss  her- 
Yor,  wo  dieselben  Durchmesser  mit 
anderem  Masse  gemessen  bezflglich  zn 
1482  und  494  angegeben  sind,  wo  also 
in  der  Tat  der  zweite  Wert  der 
dritte  Teil  des  ersten  ist 
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tur,  qtue  non  ex  mota  syderis  contingit,  scd  telluris  in  orbe  magno 
aspectnm  variantis.  Hsec  enim^motum  syderis  velocitate  snperans 
radio  visnali  ad  firmamenti  aspectum  obvianto  motam  syderis  vincit. 
Qaod  tanc  maxime  fit,  qaaudo  proxima  fuerit  syderis  terra,  dum 
videlioet  inter  Solcm  et  sydus  mediat  vespertini  syderis  orta.  £  con-  & 
trario  antem  circa  vespertiuum  occasam  ortumve  matationm  pne- 
ventione  antcfert  visum.  Ybi  veto  visns  contra  motam  »quali  corsu 
obviat  Stare  videntur  adversis  motibus  invicem  sie  se  perimcntibns^ 
qaod  plernmquo  circa  triqaetrom  Solis  radium  contingit.  In  bis  autem 
omuibn»  tanto  mäior  contingit  talis  diversitas,  qnanto  inferiori  orbe  10 
sydDS  movetnr,  unde  minor  in  Satumo  quam  love,  et  rursas  in  Marte 
maxima,  secundnm  proportionem  semidiametri  magni  orbis  ad  illomm 
semidiametros.    Fit  autcm  tanc  nniuscaiasque  maxima,  qaando  sydus. 

^(m  P^^  f^nm    aspicitnr  cir  |  camfereotiam  magni  orbis  contingentem 
Equidem  tria  hsec  sydcra  nobis  pcrerrant    In  latitudino  vero  dnpli-  1^ 
cem  digressionem  faciunt;  circamfercntiis  quidem  epicyclorum  in  una 
snperficie  permancntibas  cum  orbe  suo  ab  cccliptica  declinant  secun- 
dam  axium  deflexiones  non  sicut  in  Luna  circumducibilem^  sed  in 
eamdem  cfeli  tractum  semper  vergentem.    Igitur  et  sectioncs  circa- 
lomm  orbis  et  ecclipticse,  quos  nodos  vocant,  seternas  in  firmamento  20 
sedes  occnpant.    Sic   quidem  Satumus  uodum  suum  babet,   unde  ad 
septemtrioncs  scandere  incipit,  partibus  8  et  media  post  stellam  quse 
in  capite  Geminorum  orion talis  dicitur;  luppiter  ante  cam  ipsam  stel- 
lam partibus  quatuor;  Mars  autem  Yergilias  antecedentem  partibas  6 
et  medio.    In  bis  igitur  ac  o  diametro  positis  sydus  existens  nullam  25 
babet  latitudinem.    Maximam  vero,  quee  in  bis  in  quadraturis  con- 
tingit, yalde  divcrsam.    Nam  axium  cireulorumque  inclinatio,  tamquam 
nodis  Ulis  pcnsilis,  instarc  videtur,  tunc  equidem  maxima  fit,  quando 
telltts  syderi  proxima  est,  boc  est  in  ortu  syderis  vespertino.    Tunc 
enim  in  Saturno  partibus  duabus  et  besse  axis  inclinatur;   in  love  30 
partibus  duabus  dempto  triente;  in  Marte  vero  parte  una  et  sextante. 
£  contrario  autem  circa  vespcrtinum  occasum  ortumque  matutinom, 
plurimum  tunc  absistente  terra   Saturno  quidem   et  lovi  quinconce 

^^  nnins  partis  minor  est  huiusmodi  inclinatio;  |  Marti  vero  parte  una 
et  besse.    Sic  quidem  diversitas  heec  in  maximis  latitudinibus  apprime  35 
perdpitur,  ac  alicui  tanto  minor,  quanto  minus  a  nodo  sydus  dista** 


11.  rarsuB  II  aenos.  —  18.  circamducibilem  ||  circumducibile.  —  86.  Maxi- 
mam II  Maximum.  —  27.  direrfam  ||  diYennm.  —  inclinatio  ||  inclinare.  — 
83.  qolncnnce  ||  qatncunte* 

86.  ac  allen i.  Man  würde  cniqne  niss  des  Schreibers  ans  Folge  der  Un- 
erwarten.  Diese  Aendemng  schien  hier,  widienheit  handeln  kann ,  etwas  hart 
wo  es  sich  nicht  um  ein  MiasTerstind-     es  ist   also   das   wanderliche  alicui 
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paritor  com  latitudine  crescens  et  deficiens.  Accidit  et  motu  telliiris 
in  orbe  magno  latitudines  visibus  nostris  variari,  ita  saue  propinqui- 
tate  vel  distantia  visibilis  latitudinis  angnlos  angente  vel  minnente, 
sicat  mathematica  ratio  ezposcit,  siquidem  hie  motus  librationis  se- 

5  condum  lineam  rectam  contingit.  Fieri  autem  potest',  nt  ez  duobos 
orbibns  huinsmodi  motus  componatur,  qni  cum'  sint  concentrici  alter 
alterius  deflexos  circumducit  poIos  et  inferior  contra  superiorem  du- 
plici  velocitate  polos  orbis  cpicyclos  deferentis  revolvat,  et  hi  quoqae 
poli  tantam  habeant  deflcxionem  a  polis  orbis  immediate  superioriB, 

10  quantom  buius  a  polis  supremi  orbis.  Et  h»c  de'Saturno,  love  et 
Harte  ac  orbibas  terram  ambientibus. 


De  Yenere. 

Beliquum  est  eorum  speculationem  aperire,  qu»  magni  orbis 
ambitu  includuntur,  hoc  est  de  motibus  Yeneris  et  Mercnrii.    Yenas 

15  qaidem  persimilem  habet  circulorum  compagincm  quales  illi  superiores, 
sed  alia  mo  |  tuum  observantia.  Orbis  quidem  cum  epicyclo  suo  ma- 
iori  pares  facit  revolutiones  nono  mense,  ut  prsedictum  est,  eoque  mota 
composito  minorem  epicyclum  certa  nbique  habitudine  firmamcnto 
restituit  summam  oius  absidem  ad  punctum/ quo  Solem  vergere  dixi- 

20  DQitifi)  constituens.  Minor  autem  epicyclns  impares  cum  illis  revolu- 
tiones habens,  motni  orbis  magni  imparitatcm  reservavit  Ad  huius 
quidem  rcvolutiouem  duos  omniuo  circuitus  pcrficit,  ut,  quandocumqae 
tcllus  in  linea  ad  absidem  diametro  porrecta  fuerit,  sydus  tunc  centro 
maioris  epicycli  proximum  sit,  et  in  transvcrso  quadrantum  remotis- 

25  simum  simili  fere  modo,  quemadmodum  in  Luna  minor  epicyclns  Solem 
respicit  observans.  Est  autem  proportio  scmidiamctrorum  orbis  magni 
et  Yeneris   sicnt  25  ad  18,   et  maior  epicyclns  dodrantem  suscipit 


4.  libratiunis  II  HberationU.  —  II.  immediate  || mediale.  —  26—1  «.  f.  S. 
Zu  dieaen  Zeilen  ist  auf  dem  ftusaern  Rande  des  Msc.  Ton  ande- 
rer Hand  hinsngefügt:  Maior  epicyclns  1.  48,  minor  0.  36,  qualiom 
semidiametrus  1.  60.  — 

stehen  geblieben.    Vielleicht  steckt  ein  XX  — XXIIII  und  Lib.  VI,    Cap.  I, 

Oermnnismns    dahinter.^    5.    Fieri  II,  V— Villi.  —  86— 1  a.f.S.  Est  au- 

antem    ptitest.      Siebe     die    Dar-  tem  proportio  ...    quadrantem 

stellang    de     rerolutionibns    Lib.  stimmt  genau  mit  der  Angab«  Reli- 

III,    Cap.  IUI  (Sdite    165—167    der  quiss    Copernicanas  a.  a.  0.,   wo 

Sftcularansgabe).   —    12   n.    ff.     Den  es   beisst:    „Veneris    semidiarae- 

Abscbnitt  De  Yenere  rergleiche  man  „trns    18,   epicyclns   a*  f,   b.  ^^ 
mit  De  reroL  Lib.  Y,  Cap.  I— Uli) 
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nnius  partical«,  minor  yero  qnadrantem.  Retrocedere  quandoque  et 
heec  ccrnitur,  tunc  maxime,  quando  sydus  terrae  proximum  est,  simili 
quodammodo  ratione  ut  in  superioribus ,  sed  conversa  In  illis  enim 
accidit  motu  terr»  snperante,  bic  autem  superato,  ac  illic  orbe  tellu- 
ris  contento,  hie  vero  continente.  Quapropter  nee  unquam  Soli  oppo-  5 
nitnr,  cum  tellus  intermodiari  non  possit,  sed  ex  certis  ab  Sole  di- 

BittMa  stantiis,  qn»  fiunt  in  contactibus  circumferentiae  lineis  a  |  centro  tel- 
laris  prodeuntibus,   utrobique  revertitnr  48  gradibns  namquam   ez- 
cedcns  ad  uostram  aspectum.    Et  haec  est  Yenerei  motus  summa,  qua 
in  longitndinem  circumducitur.     Latitudinem   quoque   duplici  causa  10 
scandit    Habet  enim  et  hsBC  axem  orbis  inclinatum  quantitate  anguli 
graduum  duorum  .s. ,  et  nodum  suum ,  uudo  septemtriones   petit ,  in 
absido  sna  habet.    Digressio  autcm,  quee  ex  tali  inclinatione  procedit, 
quamquam  eadem  in  so  ipsa  sit,  duplex   non  ostenditur.    Nam  in 
altemtro  nodorum  Vcneris   incidentc  terra  transversis  sursum  et 'de-  1^ 
orsum   aspiciuntur,  has  rcflexiones  vocant;  naturales  apparent  orbis 
obliquitates,  et  has  vocant  declinationes,  esedem  vero  in  quadrantibns. 
Ceteris  autem  locis  ambse  latitudines  permixtao  confunduntur,  ac  alia 
aliam  superans    vincit   ac  similitudine   et  dissimilitudine  mutno   se 
augent  et  perimunt  Haec  vero  axis  inclinatio  est;  habet  librationem  ^ 
mobilem,  non  autem  sicut  in  superioribus  illis  ad  nodos  pendcntem, 
sed  in  aliis  quibusdam  volubilibus  punetis,  quae  revolutioncs  suas  ad 
sydus  annuas   faciunt,  unde,   quaudocumque   tellus   contra  absidem 
Yeneris  stetcrit,  maxima  tunc  fit  librationis  inflexio  et  haec  in  ipso 
sydere,  in  quacumque  tunc  parte  sui  orbis  fuerit.     Quapropter,  si  25 
tunc  sydus  in  absidc  sit  vcl  ei  e  diametro  opposito,  latitudine  non 

BittGtt  penitus  carebit,  tametsi  in  nodis  tunc  versctur.  |  Hinc  vero  dccres- 
cente  hac  inflexione  quoadusquo  tellus  per  quadrantcm  circuli  dicto 
loco  amoveatur  et  similitudine  motuum  maxime  illius  doviationis  punctus 
a  sydere  tantumdem  destiterit,  uullum  prorsus  huiusce  deviationis  30 
vestigium  usquo  repcritur.  £t  deinceps  deviationum  libramento  con- 
tinuato,  et  illo  priucipio  a  semptcmtrionibus  ad  austrum  declinante  ac 
identidem  a  sydere  sese  elongante  secundum  telluris  ab  abside  re- 


20.  librationeiu  ||  Iibcratiooem.   —  23.    librationis  ||  libcrationis.    —    26.    e 
diametro  []  diamcter. 

Die  Bandbcmerknng  des  Wiener  Mse.  orbis,   denn  wir  haben  die  richtigen 

„Maior  epi cyclo s    1.    4S,  minor  Proportionen: 

qO.  86,   qnalinm    semidiametrus  60:25  =  l-|:}=f:^. 

q1.  60"  ist  in  Bezug  auf  die  letzte  An-  10  u    ff.    Latitudinem    quoque 

gäbe  falsch;   es   muss  heissen  ^qua-  duplici     causa    scandit.      Siehe 

lium      semidiametrus       60"     zu  hierzu    specicU    die    Darstellung    de 

semidiametrus  hinzugedacht  mag  ni  revol.  Lib.  VI,  Cap.  V — VI  (S.  424 

— 429  der  Sftcularausgabe). 

TtUIJQ.  9 


Can 
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n  sydus  ad  eam  perdacitnr  partem,  qnte  prias  anstrSLÜs  fo- 
nnc  antem  oppositioDis  lege  scptemtrionalis  facta,  doncc  itcnim 
lam  perveDiat  librationis  circulo  pcrocto,  nbi  rursum  maximtt 
tio  et  primte  simnl  et  lequalis.  Sic  demum  pari  modo  per 
>  seroicircnlnm  pergit.  Quaproptcr  nomquam  fit  meridiana 
itudo,  quam  pleramqno  dcviationem  vocant,  et  beec  dnobos 
fieri  coaccntricis  et  axibus  obliquis,  sicut  in  superioribtiB  di- 
,  hie  qnoqne  coDsentancuoi  esse  videtur. 

De  Uercurio. 

omniom  in  ckIo  mirabilisBimDS  est  Mercnrii  cursns,  qtii  pene 
ibiles  pcrmeat  vias,  nti  perscrutari  uon  facile  qneat  Addit 
,  difficultatom  qnod  Bub  radiis  solis  invisibiles  plemmque 
«cnpat  et  paacis  admodum  diebus  visibiiem  so  cxhibet,  at  |  ta-  (ci 
iprehendetar  et  ipse,  modo  altiori  ingenio  qimpiam  incambot 
int  et  hnic  epicycli  duo,  ut  iu  Veuere,  in  orbo  buo  revolnbi- 
m  maior  epicyclus  pariter  cnm  orbo  buo  facit  revolntiones,  u' 
idis  ciuB  sedcm  gradibua  li  et  mcdio  post  Virginia  Spicam 
ins.  Minor  autjjin  epicyclus  contraria  illins  lege  duplici  vero 
no  roficctitur,  ut  in  omni  Bitu  tcllnris,  quo  absidcm  bnins 
it  vcl  es  advcrso  respicit,  sydus  a  ceutro  maioris  epicycli 
imum  Sit  atquo  in  quatlrantibus  proximum.  Et  bnins  ({nidem 
irtio  mcnso  diximus  rcverti,  hoc  est  88  dlcbus,  cuius  semi- 
3  partes  capit  9  et  duas  quintas  uuins  partis,  qaarum  scmidi- 

magni  orbis  25  posuimuB.  Ex  hig  antem  primns  epicyclos 
Dam  et  41  minutn;  sccuudus  autcm  tertiam  eins  partem,  boc 
tias  31  fero.  Scd  is  quidem  circulorum  concnrsua  bic  non 
t  in  ceteria.  Terra  siquidcm  in  supradicfis  absidis  respecti- 
leanto  longo  minori  ap])arct  ambitu  sydus  moveri  quam  ratio 
m  iam  dicta  sustinct;  ac  rnrsuB  in  quadraturiB  longc  ctiam 


litai  ditunetri  0.19)' 


nie  ]|  hine.    — 


D  Ende  du  Oanien.     Ueber  „I.T|  (diT 

hniit   De    Mercario   «ehe  36  —  S.  131.,  Z.  19.     Bti  ii  qai- 

Lib.  r,   Cap.  I— IUI.   Lib.  dem  cirenlornm  —  lic  le  habet 

I,  II,  V— Villi.  —  £1— 3S.  Speciellc  Darlegung  dieaer  Frkllrang»- 

I  qaidem  orbem  —   34  weito  «ehe  man  De  Revol.  Lib.  V, 

ich   diese  Angaben  gtitnmen  Cap.   XXVIII   und   Cap.   XXXII,  in 

;  den  Roliquiie  Copper-  denen  dicic  Bewegung   Ton   iwei  rer- 

a.   a.   0.     Dort  hei*9t  ei:  achiedenen  Oeiichlapankten  an*  da^- 

ii  orbis  9.  34,  EpicyclQs  legt  wird.  — 
t,    b.    0.  33};     callignnt 


vma^': 
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maiore.  Cum  vero  nnllam  aliam  in  longitudine  diversitatem  ex  hoc 
fieri  percipiaS)  conseotaneum  est  per  accessum  qnendam  et  recessum 
:^^^®*centri  orbis  secundum  lineam  rectam  |  contingere,  quod  quidem  fieri 
oportet  duobus  orbiculis  circumdatis  habentibus  axes  seqaidistantes 
axi  orbis,  dam  centmm  epicycli  maiorls  sive  totius  illius  axe  tantum  5 
distet  a  centro  orbiculi  immediatc  continentis,  quantum  centrum  buius 
a  centro  extrcmi.  Id  quidem  repcrtum  est  minutibus  24  et  modio 
unias  partis  de  25,  qoibus  omnium  contextam  mensi  sumns,  quodquo 
motus  cxtremi  orbiculi  binas  in  anno  vertonte  revolutiones  faciat, 
interior  autem  motu  refiexo  duplo  recursu  quater  interim  revertatur.  10 
Praeferuntur  enim  hoc  motu  composito  centra  maioris  epicycli  secun- 
dum lineam  rectam,  quemadmodum  circa  latitudines  libratas  diximus. 
Sic  igitur  in  memoratis  ad  absidem  telluris  sitibus  centrum  epicycli 
maioris  centro  orbis  proximus  est,  in  quadraturis  autem  rcmotissimus. 
In  locis  autem  mediantibus,  id  est  45  gradus  ab  bis,  centrum  maioris  15 
epicycli  centro  exterioris  orbiculi  applicat  amboque  in  unum  concur- 
mnt.  Quantitas  autem  huiusce  recessus  et  accessus  constat  minutis 
29  unius  prsedictarum  partium,  et  hactenus  motus  Mercurii  longitudi- 
nalis  sie  se  habet.  Latitudinem  yero  band  secus  facit  quam  Venus, 
'^(isa^  sed  tractu  semper  contrario.  Ubi  |  enim  illa  septemtrionalis  fit,  hie  20 
anstros  petit  Dcciinat  autem  orbis  eins  ab  cccliptica  quantitate  au- 
guli  partium  Septem.  Deviatio  autem  hie  quoque  semper  australis 
dodrantcm  unius  gradus  numquam  exccdit.  Cseterum  quse  circa  lati- 
tudines Yeneris  dicta  sunt,  hie  quoque  commemorasse  conveniet,  ne 
eadem  sepo  repetantur.  25 

Sicquo  Septem  omnino  circulis  Mcrcurius  currit,  Venus  quinque, 
tellus  tribus  et  circa  eam  Luna  quatuor,  Mars  demum,  luppiter  et 
Saturnus  singuli  quiuquo.  Sic  igitur  in  Universum  34  circuli  sufficiunt, 
quibus  tQta  mundi  fabrica  totaque  syderum  Chorea  explicata  sit. 


3.  percipias  ||  percipiant.  —  4.  circumdatis  [|  circnmdata.  —  &•  axe  ||  aase. 
9.  motua  II  motar.  —  11.  centra  j|  centro.  —  27.  eam  ||  enm. 

19 — 25.    Latitudinem   yero    ...     tu do  Veneria  angegebenen  Cap.  von 
repetatnr.    Siehe  die  beider  Lati-     Lib.  VI. 
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II.    Der  Brief  des  Copperntcus  am  den  DumheiTB  WftpoiFskP) 

zn  Krakau  über  das  Bach  des  Johannes  Werner^)  de  motu  octST» 

sphnrie^). 

Der  fragliche   Brief  ist   znin   craton  male  in  der  Warschauer 
Prachtausgabe   der  Werko  des  Coppemieus   veröffentlicht   worden*). 


1)  Bernhard  Wfli>o««ki  stnmmtc  nne  der  DiOccie  Lctlao  nnJ  itarb  am 
21.  IfoT«mber  153S.  Er  ist  beaondcra  als  Gcgchiclitsrorachcr  und  Ocograph 
bekannt.  Man  vergleiche  über  ilcnsclbpn  Hiplur,  Spicilcgium  Copirni- 
eanum,  Brnansbcrg  ISTS,  S.  ITS,  Anm.  1,  und  .IcMelbea  NikoUni 
Kopernikai  und  Martin  Lutfacr,  ünselbet   1868,  S.  3S,  3e. 

S)  lahunnci  Werner,  geb.  14.  Fcbrnnr  1468  lu  N&rnbcrg,  iliidicrlQ  von 
M93  big  M9B  za  Kom,  Itbce  dann  rIs  Gfittlicber  in  seiner  Vuterttiidt,  wo  vr 
ISaa  starb.  Sein  Ilnuptverdienut  bcEtcho  in  der  Hcrauigobe  vielvr  Rvgionian- 
tana.  Er  war  ein  tüchtiger  Geomoter  nnd  guter  HimmelBbeobnchtcr,  wie  Tf che 
TOD  ihm  rühmt.  GcnouerfS  Ober  ecin  Leben  und  seine  Werke  sehe  man  in 
Doppelmayr,  Historiichc  Nnchriebton  von  den  Nürnbcrsiacb en 
Mathemalicis  und  Künstlern,  Nürnberg   IT30.  S.  31—35. 

3)  Die  Stbrift  de  motu  octavK  Bphnrie   Andei  eich  in  einem  Band^- 
-  der  schon  zu  Tycbti's  Zeiten  za   den  Seltenheiten  tahlte.     Dieselbe  ist  betite' 

„Jn  diPC  «ptrr  iaic  cmilintniut.  ||  LIUELLVS  lOANNIS  VEllSERI  ||  NVRE 
BERGES.  SVPER  VJ=  |1  GINTIDVOBVS  ELEMEX=  ]|  TIS  CONiCIS,  (| 
EIVSDEM.  Cunimentiirius  son  pnmppriiBtiLii  eniirt  |1  rnlio  in  vndeeiin  modus 
confleiendi  cius  Froblemn- 1|  lis  quuil  Cubi  duplieutio  dicltnr.  ||  EIVSDEH. 
Comenlatio  io  Dionjsodori  problc-i  |j  mn  quo  daln  sphnra  piano  sab  diiM  accat' 
ratioao,l|  ALIVS  modus  idem  prublcma  lüRdcndi  ab  coOej|Ionnne  Vemera 
nouisBimo  <'(ipertus  denii)stri<tiiKqj.  ||  EIVSDEM  loannts  de  motu  ocUdb 
Sphsrsc.  II  Tracliitus  duuli  EIVSDEM.  Summiiriii  cnarratiu  Tbeorim  mc  ||  tus 
octHVie  Sphrerw.  |]  a  Cum  Grnti.i  &  rrivilegi»  Iraperi«Ii."  Sie  besteht  aus  100 
BlHlt  in  4",  deren  irrstes  leer  ist.  Auf  BlnU  09t  Etcbt  der  Druchrermerk: 
„IMPRESSVMNVREMBERGAEIIpcr  Fridcrieum  feypus,  Impensi»  Lue«:  1| 
Alanlsec  Ciui»  &  Bibliopolic  Vi-  [1  ennoil.  Anno  M.  U.  XXII.  [|  Hromnnis  im- 
pcrnntc  inuietisitimo  Cnrolu  Ulspnninra  rege.  |]  Cuni  Grntia  &  Friuilegio  Impe- 
rinli."  Die  Sctirilt  de  motu  uctnvic  ephnrn  amfnsst  Btutt  *&"  bis  BUll 
96^  Der  crsU!  Tmcut  ist  ÜherscIirii-lKn  (Blatt  it.»,  Z.  I3-I;);  ,,IOAKNIS 
VEHNERI  NVREMBERGKN.  ||  Do  motu  oetauni  sphieraj  tructatus  primas, 
qui  trigintn  |)  qnulluor  Cum  ibeorcmatibuE  tH  problematibus  ||  quie  proposiliones 
libuit  nppcllaro  con-  ||  sumuiiitur."  Der  zweite  TrnetiiC  brclnnt  Bbill  SS,  Z.  6-9 
initdcrUcbencbrirt:  „lOANNIS  VEIiNRRI  MVREMBEHGEN'- [JBis  de  Motu 
Oetaoffi  apbierBi  Tructaius  leeundus  in  |]  quo  Aironsinic  tabuliB  de  codcm  motu 
Osten- 11  duiit"  iuEtis  re|inchensiunibnt  non  earei'e."  Der  Titel  ist  von  einer 
UoUschnillburdUrc  cingefassL 

4)  Nicoini  Capernici  Toruncnsis  De  RevoluÜonibus  Oihinm  Cuelettium 
Iiibri  Sex.     Accedit  0.  Jonchimi  Rbclici  Nurratio  Prima  Cum  Copcrnid  Noo- 
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Der  dortige  Abdruck  ist  nach  der  Handschrift  „Ms.  lat.  Fol.  83*' 
der  KöDigl.  Bibliothek  zu  Berlin  gemacht,  wimmelt  aber  von  Lesc- 
und  Druckfehlern.  Da  erst  im  Jahre  1873  durch  das  Leben  des 
Coppernicus  von  Polkowski^)  bekannt  wurde,  wo  das  Msc.  des  Briefes 
zu  finden  sei,  weil  die  citiorte  Ausgabe  jede  Angabo  ihrer  Quellen 
geflissentlich  verschwiegen  hat,  so  waren  bis  dahin  selbst  polnische 
Gelehrte  Aber  den  Aufbewahrungsort  im  Unklarei),  und  die  beiden 
neueren  Herausgeber  des  Briefes,  Prowe  und  Hipler,  waren  daher 
genötigt,  den  unverständlichen  Text  der  warschauer  Ausgabe  ab- 
drucken zu  lassen.  Durch  die  OOte  des  Herrn  Geheimenrath  Lepsins 
war  ich  in  der  Lage  das  berliner  Manuscript  selbst  einsehen  und 
collationieren  zu  können,  und  sah  mit  immer  wachsendem  Erstannen, 
was  man  als  Text  dieser  Handschrift  bis 'jetzt  geboten  hat  Eine 
zweite  Handschrift  soll  mit  der  strassburger  Bibliothek  verbrannt 
sein^),  eine  dritte  besitzt,  wie  ich  schon  oben  bemerkte,  die  K.  K. 
Hofbibliothek  zu  Wien.  Von  ihr  habe  ich  ebenfalls  genaue  Collation 
genommen.  Die  beiden  Lesarten  des  berliner  und  wiener  Msc,  die 
keineswegs  durchweg  in  Uebereiustimmuug  sind,  lassen  mit  annähern- 
der Gewissheit  die  Form  wederherstellen,  in  der  Coppernicus  den  Brief 
geschrieben  hat.  In  dieser  Form  lasse  ich  denselben  weiter  unten 
abdrucken,  zum  ersten  male  in  einer  Gestalt,  welche  nicht  offenbaren 
Unsinn  bietet 

Die  Handschrift  der  Eönigl.  Bibliothek  zu  Berlin  „Msc.  lat 
fol.  83*'  besteht  aus  24  Blatt,  von  denen  Blatt  1—10,  12—23  be- 
züglich mit  den  Zahlen  1 — 10,  11—22  mit  Tinte  numeriert  sind. 
Blatt  11  ist  leer  und  deshalb  nicht  mitgezählt.  Diese  24  BItt  von 
sehr  verschiedener  Grösse  sind  mit  einem  Vor-  und  einem  Nachblatte 
in  Pappe   gebunden  mit  schwarzmarmoriertem  Papiertiberzuge  und 


nullis  Scriptis  Minoribus  Nunc  Primiim  Collectis,  Eiusque  Vita.  Varsayi«, 
TypiB  Stanislai  Strabski  Anno  MDCCCLIV.  S.  575—582.  Diese  Ausgabe 
ist  in  der  Varia  lectio  durch    V  bezeichnet  worden. 

5)  Zynrot  Mikotaja  Kopernika.  Przez  Ks.  Ignacego  Polkowskiego. 
Gniesno  MDCCCLXXHI.  S.  214,  Anm.  1.  Nach  ihm  hat  ein  Schreiber, 
welcher  gewöhnlich  die  Abschriften  für  die  Monumenta  Gcrmaniae  besorgte, 
die  Abschrift  fQr  die  Ausgabe  geliefert;  sie  ist  dann  von  Professor  Hirsch  mit 
dem  Originale  verglichen  worden.  Jedenfalls  haben  sich  beide  durch  dieselbe 
kein   glänzendes   Zengniss   erteilt.      Wer  f&r    e    contrario  lesen  kann  est 

contraria,  wer  „qn'*  mit  quoniam  statt  quando,  qm  mit  quem  oder 
quam  statt  durch  quemadmodum,  wer  c|n  durch  quoniam  für  quin, 
ebenso  r|>  durch  quoniam  auflösen  kann,  wer  .n.  durch  non  flbersetzt,  kann 
kaum  mit  der  nOtigen  Akribie  zu  Werke  gegangen  sein. 

6)  Briefliche  Mitteilung  des  Herrn  Prof.  Hipler  zu  Brannsberg. 
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weisser  Innenseite.  Auf  einem  auf  dem  obern  Teile  des  Rückens 
aufgeklebten  Etiquette  liest  man  die  Worte:  „Astronomica  varia.^ 
Auf  dem  obern  Bande  von  Blatt  1^  steht  die  Bibliotheksbeseichnnng 
„ms.  lat  Fol.  83."  Blatt  8«— 10«  enthalten  den  Brief  des  Coper- 
nicus;  das  11.  leere  und  nnbezeichnete  Blatt  bildet  das  vierte  Blatt 
zweier  zu  der  Abschrift  verwendeten  Bogen.  Auf  dem  rechten  Rande 
der  ersten  Seite  des  Briefes  stehen  von  späterer  Hand  (XVII.  Jahrh.) 
die  Worte:  „Hsbc  epistola  adnexa  erat  ad  opus  Copernici 
de  Revolutionibus  orbinm  coelestium";  nun  befindet  sich 
der  Brief  zusammengebunden  mit  Schriftstücken  und  Drucksachen, 
welche  von  dem  Astronomen  J.  6.  Rabener  zu  Cleve  herrühren  und 
zum  Teil  in  holländischer  Sprache  verfasst  sind,  er  dürfte  also  wohl 
ebenfalls  aus  jener  Gegend  stammen  ^).  Die  Handschrift  ist  in  man- 
chen Eigenheiten  der  Schrift  des  Rheticus  ähnlich.  Jedenfalls  stammt 
sie  aus  dem  XYI.  Jahrhundert  und  ist  älter  als  die  des  wiener  Ma- 
nuscripts^).    Von  der  Hand  des  Schreibers   sind  in  den  Text  selbst 


7)  Die  andern  in  der  Handschrift  gciammelten  Stücke  sind:  1.  Blatt  1«— 7 
„De   Cometä    illa    singalari    &    raro    qui   apparuit   Anno    168( 
soh  finem  Novembris  ad  Orientem,  &  postquam  disparuerat  An- 
rorft  tectas  ad  occidentem  conspicuus  factus  fait,  dum  snb  me- 
dian) Febrnarij  168  1    disp areret.**    Von  der  Hand  J.  G.  Rabenera.  — 
3.   Blatt  ISA    „Obserratio    Cometffi    Anno    ferse   Christ.    1661.    die 
3  Febr.  St  n.  horlt  matut.  6  Qedani   habita  ft  Johanne  Hevelio.*" 
Zeichnung  von  Hcvelius  Hand;  die  Schrift  stimmt  mit  der  eigenhändigen  Wid- 
mungsschrift  eines  Bandes  der  thorner  Bibliothek  vOllig  überein.  —   3.   Blatt 
13«  a.  6  „Observationis  cuinsdam  Phoenomeni  Typus  factss  Cli- 
vice,   sab   elevat   poli   5P  54'.   Calend.  Febr.  St.  V.   inter   quar- 
tam  et  matutinam  quintam  k  Rabenoro/*  (1661).   Babeners  Hand.  — 
4.U.  5.   2  Blatt  Kupferstiche,  Beobachtungen  der  Mondfinsterniss  vom  16.  Juni 
1666   und    der  Sonnenfinsterniss  Tom   2.  Juli  1666   zu  Dantsig  von  Hevelios 
gemacht  —  6.  Blatt  16a  „Obserrationes  Cometss  habitas  in  Obser- 
vatorio  Regio  Parisiensi  (1681)/*    Am  obern  Rande  steht:  „Mittente 
Hevelio   ad   Rabenerum."     Hevelius  Hand.    —   7.   Blatt  17&  — 18a   „Or- 
bita Cometn   qui   illuxit  XVI   Augusti    St  v.  Anno    1682.'<     Auf 
Blatt  17a  dazu  eine  Erl&aterung,   betitelt:  ,,Som  gebrauch  2)iefer  taffei."  — 

8.  Blatt  19^ — 20a  ,,GommetesCuius  Typus  heic  datur  contemplan- 
dus  Apparuit  Aö  CID.IOO.LXI  Mcnse  lan.  Observatio  sie  facta 
CÜTiflS  sub  elerat  poli  5  1<»  56'  Calendis  Febr.  4ta  mat  k  JGBa- 
benero.*'    Zu  Tergleichen  mit  li^.  3,  welches  denselben  Cometen  behandelt  — 

9.  Blatt  21&~22a.  Der  nördliche  gestirnte  Himmel.  —  10.  Blatt  23»— 24a. 
Sternkarte  von  40®  nördlicher  bis  40*^  südlicher  Breite  in  hollandischer  Sprache. 
Keines  der  obigen  herelius'schen  Stücke  ist  in  der  trefflichen  Monographie  toh 
B^siat  (Bullettino  Boncompagni  1875  Octobcr-December)  erwfthnt 

8)  Aus  ^inejp  Raodbemerkung,  welche  gleichzeitig  mit  der  Abschrift  ist, 
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übernommene  in  Parenthesen  eingeschlossene  Glossen  vorhanden,  an 
zwei  Stellen  auch  grössere  Randbemerkungen,  welche  diese  ihre  Eigen- 
schaft als  Einschiebsel  des  Schreibers  dnrch  bedcntend  kleinere  Schrift 
als  die  des  Textes  ist,  documeuüeren;  sie  sind  sämmtlich  in  der  wiener 
Handschrift  nicht  enthalten.  Ausserdem  ist  die  Handschrift  von  einem 
kundigen  Manne  revidiert,  von  welchem  auch  einige  Randglossen  hin- 
zugefügt sind.  Der  Brief  hat  in  der  Handschrift  die  Ueberschrift: 
„Epistola  Copernici  contra  Wernerum^'  und  trägt  die  Zu- 
schrift: „Reverendo  Domino  Bernharde  YapuskyG)  Can- 
tori  et  Canonico  |  Ecclesise  Cracoviensis  et  S.  R.  Maie- 
statis poloniiB  0  Secretario,  Nicolaus  Coperuicus/^  Datiert 
ist  derselbe:  „Ex  Varmia,  3.  lunii  1524  ||  Nicolaus  Coperni- 
cus/'  In  der  vario  lectio  ist  diese  Handschrift  durch  5,  die  Ver- 
besserungen zweiter  Hand  durch  B^  bezeichnet,  während  dann  die 
erste  Hand  durch  B^  kenntlich  gemacht  ist. 

Die  Handschrift  der  K.  K.  Hofbibliothek  zu  Wien  hat  die  Ord- 
nungsnummer „97 3 7'*".  Sie  besteht  aus  10  mit  Bleistift  auf  den 
Vorderseiten  von  1—10  numerierten  Blättern  von  200"»™  Höhe  und 
160"™  Breite.  Dieselben  sind  mit  einem  Vor-  und  einem  Nachblatte 
in  einen  Band  in  Pappe  gebunden  mit  Rücken  von  weissem  Papier 
und  grünmarmoriertem  Papierüberzug.  Blatt  1« — 9^  enthält  den  Brief 
des  Goppemicus  an  Wapowski  mit  der  Ueberschrift :  „ß:*<>  Dn"o  Ber- 
nardo  Vapoc(shy(!)  Gantori  et  Canonico  0  Ecclesiffi  Gra- 
covien:  et  S.  R.  Ma*'"  Polonicce  Sc^?  |1  cretario,  Duo  et 
fautori  suo  plurimum  obseruando  i^^  und  ist  datiert:  „Ex 
Varmia  Jiij  Junij,  anno  MDXXIIIIj  ||  Nie»  Copphornic^/' 
Am  Fussende  von  Blatt  9^  findet  sich  folgende  Bemerkung:  „Ex 
primis  post  avroYQa(pov(\)  |  lituris  30  Martij  1575'^,  aus 
welcher  hervorgeht,  dass  die  Handschrift  im  Jahre  1575  gefertigt  ist. 
Die  Orthographie  des  Goppernicus  ist  hier  sehr  verändert,  (was  bei 
der  berliner  in  diesem  Maasse  nicht  der  Fall  ist),  sie  hat  aber  den 
Wortlaut  an  vielen  Stellen  treuer  bewahrt,  als  die  andere  Handschrift 
dieses  tut.    In  der  varia  lectio  ist  sie  durch  W  bezeichnet. 

Der  Brief  war  zur  Zeit  des  Goppernicus  und  der  darauf  folgenden 
viel  verbreitet,  wie  dies  schon  die  Unterschrift  der  wiener  Handschrift 
lehrt  Tycho  Brahe  erwähnt  desselben  in  seinen  Progymnasmata 
P.  II,  lib.  2.  de  Gometa  anni  1577.  p.  362—363.    Starawolski 


und  Beinholdus  Tabulss  PruthenicsB  und  Peaceri  Hjpotheses 
Astronomien  citiert,  geht  hervor,  da  das  letztere  Werk  erst  1571  erschien, 
dass  aach  diese  Handschrift  nicht  vor  dem  Anfang  der  siebziger  Jahre  ge« 
schrieben  sein  kann. 
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führt  ihn  an  in  seiner  Vita  Copernici  (Ausgabe  von  1627)*)^ 
endlich  erwähnt  ihn  Doppelmayr  in  seinen 'Historischen  Nach- 
richten von  den  Nürnberger  Math.*®)  in  der  Lebensbeschrei- 
bung des  Johannes  Werner.  Dann  aber  ist  derselbe  verschollen,  bis 
ihn  die  warschauer  Ausgabe  wieder  abdruckt  Nach  dieser  editio 
princeps  gaben  ihn  mit  allen  Fehlem  wieder  heraus  Hipler  im 
Spicilegium  Cppernicanum^*)  und  Prowe  in  den  Monumenta 
Gopernicana^^).  Nur  in  polnischer  Uebersetzung  Hess  ihn  Pol- 
kowsky  in  seinen  Kopernikijana*^;  abdrucken.  Die  Lesarten  der 
warschauer  Ausgabe,  also  indirect  auch  die  von  Hipler  und  Prowe, 
habe  ich  ebenfalls  unter  dem  Texte  notiert;  sie  stehen  unter  der 
Chiffre  V, 

Die  berliner  Handschrift' hat  uns  nur  die  Ueberschrift  des  Briefes 
aufbewahrt,  die  wiener  giebt  an  deren  Stelle  die  Adresse  des  Briefes 
wie  sie  auf  dem  Umschlage  zu  lesen  war.  Auch  in  dieser  Hinsicht 
ergänzen  sich  beide  Handschriften  in  glücklicher  Weise. 

Der  nun  folgende  Text  bildet  mit  den  Revolutionen  und  dem 
Commentariolus  zusammen  das  Wichtigste,  was  wir  in  astronomischer 
Beziehung  von  Coppemicus  besitzen. 


9)  „Vita  incolnmi  solitudinem  amavit,  nee  langebatar  ami- 
citia  nisi  virig  doctis,  inter  qnos  familiäres  habuit  ....  Vapo- 
vinm  Cantorem  Cracoviensem,  ad  quem  scripiit  Epistolam  de 
motu  octav»  sphser»  ..•.** 

10)  Doppelmayr,  a.  a.  0.  S.  35,  Anm.  (li). 

1.1)  Hipler,  Spicilegiam  Copemicanam,  Braunsberg  1873, 
S.  172—179. 

IS)  Prowe,  Monumenta  Copernicana,  Berlin  18  78,8.141—149. 

13)  X.  Ignac  Polkowski,  Kopernikijan  a  czyti  Materra}^ 
do  pism  i  zjcia  Mikotaja  Kopernika.  Tom  I.  Gniesno  1873, 
S.  69—74. 
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ff  56?  I  Epistola  Coppernici  contra  Vemerum. 

irjitlia  j  Beverendo  Domino  Bemhardo  Vapovsky ,  Cantori  et  Ganonico 

EcclesiflD  CracovionsLS  et  S.  B.  Maiostatis  Polonicaa  Secretario 

Nicolaas  Copphernicns. 

Cnm  pridem  ad  me  mittcres,  optime  Bernharde,  lohannis  Yemeri    5 
NnrembergoDsis  oditnm  de  motu  octavaB  spbeerae  opnsculQin,  qaod  a 
maltis  laudari  dicebas,  petiit  ex  me  Yenerabilitas  taa,  nt  ei  meam 
qnoqac  sententiam  de  iilo  significarem.     Quod  certe  tanto  libentins 
fecissem,  quanto  boncstius  et  re  vcra  a  me  quoqne  commendari  po- 
tnisset,   nisi  quod  Studium  hominis  et  conatum  laudem,  et  quod  ad-  10 
monnit  Aristoteles:   „Non  solum  iis,  qui  bene  locuti  sunt, 
„gratificandum   csso   philosophis,   sed  etiam   non  recte 
„locutis,  quandoquidem  non  parum  depo  contulit  etiam 
„devia  notasse  viam  rectam  sequi  volentibns/'     Ceterum 
ad  modicum  utilis  est  reprehensio  confertque  parum,  quia  et  impu-  15 
dentis  ingenii  est,  Momum  potius  agere  velle  quam  poetam.    Proinde 
etiam  vereor,  ne  mihi  succenseat  aliquis,  si  alinm  reprchendam,  quam- 
diu  ipso  non  profero  meliora.    Itaque  volebam  illa,  ut  sunt,  dimittere 
ir.Biu.]»  cnf^  aliorum,  |  atquo  sie  Yenerabilitati  tuae,  ut  libcnter  nostra  acci- 
peret,  in   summa  responsurus  fuissem.    Verum  cum  animadvertam  % 
aliud  esse  mordere  et  lacessere  quemquam,  aliud  castigare  et  revo- 


1.  Diese  Zeile  fehlt  in  W,  V  setzt  dafür  De  Octara  Sphtsra, 
contra  Werncraro.  —  2.  Vnpovßky  ||  Vapusky  B,  Vapousby  TF,  Wopowski  K 
—  8.  PoloniciB  jl  poloni»  BV.  —  4.  Nicolaos  Copphernicns  fehlt  in  W  u.  F, 
CopernJcns  B.  —  5.  Verneri  |i  Werneri  BV.  —  6.  editnm  ||  »ditnm  W.  — 
7.  dicebfls  II  dncebas  BV.  —  meam  ||  nostram  BV.  —  8.  significarem  ||  signi- 
ficaremns  V,  —  certe  ||certo  F.  —  10.  landem  ||  landarem  F.  —  15.  ad  mo- 
dicnm  II  admodnm  B^,  —  roprchenslo  ||  repraehensio  B  and  so  immer.  — 
impudentis  ||  pradcntis  W.  —  19.  sie  Yenerabilitati  tnie,  nt  libcnter  nostra  B^ 
sie  Yenerabilitatis  tu»  nt  libcnter  nostra  F,  sie  Yenerabilitas  tna  et  mentem 
meam  TF.  —  20.  responsurus  fuissem  ||  responsnm  fnisse  BWV,  — 

11.  Aristoteles.    Es  ist  mir  nicht  libenter    nostra    aeciperet    in 

möglich  gewesen  die  Stelle  zu  verifi-  summa    responsnm    fuisse     ist 

deren,  auf  welche  Coppernicns  hier  an-  offenbarer  Unsinn ,   während  der  Sinn 

spielt.  —  19 — 20.  atqne  sie...  fa-  der  von  uns  ans  Coniectur  anfgenom- 

issem.    Die  bisherige  Lesart  atqne  menen  Lesart  ganz  klar  ist. 
sie     Yenerabilitatis     tnso      nt 
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care  erraDtem,  qacmadmodam  yicissim  laudaro  aliud  est  quam  adulari 
et  agere  parasitom,  non  invenio,  car  desiderio  tno  obseqai  non  debe* 
rem,  aut  qnod  haram  rerom  studio  et  di  |  ligentia,  qua  prsecipua  li's.aTt 
polies,  derogare  viderer.  Ac  proiude,  ne  etiam  temcre  videar  repre- 
5  hendero  homlDem,  couabor  quam  apeiüssime  ostendorc,  in  quibus  ille 
de  motu  spbserae  stellarum  fixarum  erravcrit,  nequo  coüvcniat  eius 
traditio,  quod  forsitan  ad  certiorem  eius  rei  capessendam  rationcm 
non  parum  eüam  conducet 

Primum  igitur  fefellit  ipsum  supputatio  temporum,  quod  existi- 

10  maverit  annum  secundum  Antonini  Pii  Augusti,  quo  GL  Ptolomsens 
observata  a  se  fixa  sydera  in  ordinem  constituit,  fuisse  a  nativitate         | 
Christi  anno  cente  |  simo  quinquagesimo,  cum  fucrit  secundum  Terita-  '^ 
tem  annus  CXXXIX.    PtolomsBus  enim  libro  tertio  Magnse  Construc- 
tionis   capite  primo  obscrvatum  autumni  sequinoctium  ab  Alexandri 

15  Magui  morte  anno  CGCCLXIII  ait  fuisse  Autonini  anno  III.  A  morto 
vero  Alexandri  ad  Christi  naüvitatem  numerantur  anni  pariles  ^gyptii 
CCCXXin  et  CXXX  dies.  Nam  a  principio  regni  Nabonassar  ad 
Christi  naüvitatem  supputant  annos  pariles  DCCXLVII  et  dies  CXXX, 
de  quo  non  video  dubitare  nequo  antorem  hunc,  ut  apparet  propo- 

20  sitione  XXII,  nisi  quod  additur  dies  unus  secundum  Canones  Alfon- 
sinos.  Idque  ideo,  quod  Ptolom«ns  incipit  a  meridic  pnmi  dici  primi 
mensis  Thot  apud  ^gyptios  annos  Nabonassarios  et  Alexandri  Magni, 
Alfonsus  autcm  a  meridie  Ultimi  diei  anni  prsBcedentis,  quemadmodum 
noB  a  meridie  Ultimi  diei  mensis  Decembris  annos  Christi  supputamus. 

25  A  Nabonassaro  autem  ad  excessum  Alexandri  Magni  Ptolomseus  |  eo-  ^^^ 


3.  diligentia  l|  diligentin  V,  — *  prscipua  ||  prsBcipae  W.  —  4.  proinde  || 
ptrinde  V.  —  5.  apertissimo  so  lieit  B^  die  andern  haben  silnimtlich 
apthaime.  —  8.  condacet  ||  eondnceret  fV,  conducat  T'.  —  9.  ipsam  ||  eam 
BV,  —  10.  Angasti  fehlt  in  ^F.  —  PtolomsBas  ||  Ptolcmieus  ^Fnnd 
to  imtner.  —  17.  Nabonassar  ||  Nabonaasari  V.  —  19.  dubitare  ||  dnbi tan  TT. 
—  antorem  II  enctprem  K,  anthorem  W^  und  so  immer.  —  npparet  ||  adparet 
Wund  so  immer.  —  20.  Alibnsinos  ||  Aipbonsinos  BWV,  —  22.  Zwi- 
schen den  Worten  diei  primi  findet  sich  in  ß  die  Glosse  (Calendis 
non  pridie  Cal.),  welche  V  in  den  Text  anfgonommen  hat.  —  23.  Za  dem 
Fassns,  in  welchem  Alfonsns  erw&hnt  wird,  findet  sich  in  B  voo 
«weiter  Hand  die  Bandnote:  Alphonsinos  Copernicas  totis  revolntionibas 
nnnquam  appcllandos  putavit.  BWV  lesen  Alphonsns.  —  45.  anni  fehlt 
in   V.    —    24.   meridie  fehlt  in    W. 


ft.  apertissime  ist  offenbar  sehr 
gvte  Verbessernng  von  B^  statt  des 
gewöhnlichen  aptissime.  —  9.  Pri- 
mnn  igitnr  fefellit    Die  Darle- 


gung Werners,  gegen  welche  sich  Cop- 
pernicns  hier  wendet,  findet  sich  in 
der.Propositio  IUI  des  dtierteo 
Baches. 
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dem  libro  capite  octavo  numerat  annos  GCCGXXIin  pariles.  Cui 
astipalatur  Censorinns  de  die  natali  ad  G.  Gerilinm  scribens,  aatori- 
tate  M.  Varronis.  Rellnqaantar  ergo  ex  annis  DGGXLYU  et  GXXX 
dicbas  GGGXXÜI  anni  et  GXXX  dies,  videlicet  ab  Alexandri  morte 
ad  Ghristi  nativitatem ,  atque  hinc  ad  Ptolomaei  observationem  iam  5 
dictam  anni  pariles  GXXXIX  et  dies  GGGIII.  Ergo  observatam  a 
Ptolomaeo  aequinoctium  boc  autumni  constat  fuisse  a  nativitate  Domini 
annomm  parilinm  GXL,  nona  die  mensis  Atbjrr;  Bomanonun  vero 
annorum  GXXXIX,  die  XXY  septembris,  Antonini  tertio. 

Rarsns  idem  Ptolomaeus  libro  qninto  Magnae  Gonstruetionis,  ca-  10 
.Bitt.8»pite  tertio  in  observatione  Solis  |  et  Luose  anno  secundo  Antonini 
sappntat  annos  Nabonassarios  DGGGLXXXV  et  GGIII  dies.   Fnissent 
ergo  a  Gbristi  nativitate  anni  transacti  pariles  GXXXYIII  et  LXXIII 
dies.    Exiude  post  dies  XIV,  nempe  Pbarmuti  nono,  quo  Ptolomseos 
r.s.577  Leonis  |  Basi  ||  liscum  observavit,  erat  a  nativitate  Ghristi  Romanoram  15 
annns  GXXXIX,  XXII  dies  Februarii,  atqae  hie  Antonini  annus  se- 
lundns,  qaem  pntat  autor  iste  GL  fuisse.    Fefellit  igitar  ipsnm  supra 
mos  XI. 

Adhnc  antcm  si  quis  dnbitet  et  bis  non  contentas  cnpiat  etiam 
bains  rei  capere  experimentnm,  meminisse  debot  tempns  esse  nnme-  20 
ram  sive  mensuram  motns  cseli  secnndam  priiis  et  posterius.  Hinc 
3tenim  anni,  menses,  dies  et  horse  nobis  constant.  Mensura  autem 
et  mensam  vicissim  se  habent,  relativa  enim  sunt  Porro  Ganones 
Ptolomsei  cum  essent  adhnc  ex  recenter  a  se  obscrvatis  conditi,  cre- 
dibile  non  est  errorem  aliqnem  ab  bis  sensu  perccptibilem  vel  discre-  25 


1.  nnooorat  II  monerat  Bi.  -—  parilM  fehlt  in  BFl  —  S.  astipnlatiir  || 
adstipnlatar  TTund  so  immer.  —  Cerilium  ||  Corneliom  BV,  —  6.  et  diea  jj 
dies  BN.  —  9.  GXXXIX  ||  GXXX  (de  est)  B,  GXXX,  id  est  F.  —  14.  dies 
XIV  II  B  hat  über  der  Zeile  als  Glosse  stehen  fortassis  54,  was  V 
hinter  dies  in  den  Text  gesetst  hat.  —  nono  ||  nono  FF.  —  15.  Leonis 
II {^  ^^f  Bi^^*  ^-  —  1^*  annus jl  anno  B,  —  17.  Hinter  secnndns  fftgt 
B  als  Glosse  ein  (Antea  de  tertio  egit).  ^-  18.  annos  XI||XI  annos  B, 
II  annos  F.  —  21.  csoli  ||  coeli  BV,  —  25.  errorem  ||  morem  B^.  —  aliqnem 
fehlt  in  BV. 

2.  ad  G.  Gerilinm.    Der  Adres-  wiener  Msc.  sich  auch  wirklich  findet. 

sat  des  Briefes   de  die  natali  ron  Die  frühern  Ausgaben  haben  B  fol- 

Censorinns  heisst  nach  neaern  Anga-  gcnd  Gornelium.   —    15.   Leonis 

ben  GaBrellns.     In   den  bis  zu  des  Basi  liscum.    Aus  Mtssverständniss 

Coppernicns  Zeiten  erschienenen  Aus-  des  Zeichens  des  Löwen  fl  seitens  der 

gaben  ist  stets  Gerillius  gedruckt,  warschauer    Herausgeber    lesen    diese 

C!oppemicus konnte  also  auch  nur  diese  sidus  Basiliscum. 
?orm   gebrauchen,    wie   sie   in    dem 
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pantiam  aliqaam  eos  continere,  quo  minns  sais  principiis,  quibus  in- 
cumbaut,  non  congraerent  Quse  cum  ita  sint,  si  loca  Solls  et  Lunte 
circa  BaBiüscnm  organis  astrolabicis  invcnta  a  Ptolomseo  anno  secundo 
Antonini  novem  diebns  Pharmnti  |  mensis  qninquo  horis  et  dimidia  '^^ 
5  a  meridio  transactis  per  tabnlas  ipsias  inquirendo  numcret,  uon  in- 
veniet  ea  post  annos  Christi  CXLIX,  scd  post  CXXXVIII  annos, 
LXXXVIII  dies  et  horas  quinque  et  dimidiam,  qai  saut  Nabonassari 
DGCCLXXXY  anui ,  dies  CCXYIII  et  horaB  quinque  et  dimidia.  Ita 
iam  error  iste  manifestus  est,  qui  illius  inquisitionom  de  motu  octavae 
10  spbDerse  plerumquo  iufecit,  ubi  temporum  faeit  mentioncm. 

Alius  error  non  minor  praBccdenti  est  in  ipsa  eins  hypothesi,  ia 
qua  existimat  CCCC  annis  ante  Ptolomseum  sequali  tantummodo  motu 
non  errantia  sydera  mutata  fuisse.  Quse  ut  apertius  [appareant,  utque], 
qusß  inferius  dicentur,  magis  perspicua  iiaiit,  auimadvertendum  puto, 

15  scieutiam  stellarum  ex  eorum  esse  numero,  quae  prsepostere  cogno- 
scuntur  a  nobis,  quam  secundum   naturam.     Quemadmodum,  vcrbi 
gratia,  prius  natura  novit  viciniores  esse  terrae  planetas  quam  fixa 
sydera,  deinde  quod  sequitur,  ut  minus  vibrantes  apparc  ]  ant.    Nobis  '""-^'^ 
e  contrario  antea  visi  sunt  nou  scintillare  et  exinde  cognitum  pro- 

20  pinquiores  esse  terrae.    Ita  pariformiter  prius  deprehensum  est  a  uo- 


I.  qoo  minus  II  quominns  V.  —  S.  6int||8unt  fT.  —  7.  qui  ||  J  B^  qns 
F.  —  8.  dies  CCXVIII  fehlt  in  V,  —  II.  prsecedenti  ||  priecedcntc  J5F.  — 
13.  sydera  II  sidera  ^Knnd  so  immer.  —  mutata  fuisse  ||  fnisso  mutata  JST. 
—  1S-— 15.  Qu89  nt  apertius  .  .  .  numero  ||  Qusb  ut  apertius  .  .  .  animadTer- 
tenda  puto.  (Absatz)  Scientiaro  .  .  .  esse  ex  eorum  numero  B,  qusB  nt  aper* 
tiora  magisque  perspicua  fiunt,  quse  inferius  dicentur,  nniniadvcrtcnda  puto. 
(Absatz)  Scientia  stellarum  est  ex  eorum  numero  V,  —  apparcant,  utque  ist 
Coniectur.  —  18 — 19.  appareant.  Nobis  e  contrario  antca  ||  appa rennt  no* 
bis,  est  contraria;  antea   V, 


11.  Alius  error.  Die  Stelle,  auf 
welche  Coppernicus  anspielt,  findet  sich 
in  der  Fropositio  VI.  und  lautet: 
Si  itaque  fixorum  siderum  mo- 
tUB  per  quadringentos  annos 
in  singulis  annorum  ccntena- 
rios  singulos  perfecerint  gra- 
dnSi  conseqnens  itaque  est 
eundem  fixorum  sidcrcm  mo- 
tum  ante  Ptolemseum  per  qua- 
dringentos annos  fere  unifor- 
mem et  ssqualem  exstitisse.  — 
13.  Qu»  nt  apertius.      Dass  der 


Sats  in  den  Lesarten  der  Handschriften 
nicht  correct  ist,  haben  die  warschauer 
Herausgeber  wohl  gefühlt,  jedenfalls 
haben  sie  durch  das  Zorreissen  der 
zusammengehörigen  Satze,  indem  sie 
hinter  puto  ein  Punctum  und  sogar 
Absatz  setzten ,  mehr  geschadet  als 
genützt.  Ob  unsere  Coniectur  wirk- 
lich das  liefert,  was  Coppernicus  ge- 
schrieben, dürfte  ebenfalls  fraglich  sein, 
sie  bringt  aber  wenigstens  nichts  neues 
und  dem  Sinne  widersprechendes. 
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bis  insequales  vidori  stellarnm  motus,  postea  epicyclia  esse,  excentroa 
aliosve  circulos,  quibus  ita  ferantur,  ratiocinamar.  Atque  ideo  dictam 
id  esse  velim,  qaod  oportuerit  priscos  illos  pbilosophos  primam  loca 
Stellaram  instramentoram  artificio  notare  cum  tempomm  intervallis 

r.s5T8  et  ea  tamquam  mannductione  quadam,  ne  infi  |  nita  qusestio  de  mota  ö 
cteli  remaneret,  rationem  äliquam  de  eis  certam  percanctari,  quam 
tum  visi  sunt  invcnisse,  quando  cousideratis  visisque  omnibus  stella- 
rnm locis  astipulatione  quadam  omnibus  conveniret.  Ita  etiam  de 
motu  octavse  spbserse  so  habet,  quem  prisci  mathematici  ob  nimiam 
eins  tarditatem  nobis  ad  plenum  tradere  non  potuerunt.  Sed  vestigia  10 
eorum  sequenda  sunt  investigare  eum  voleutibus  et  eorum  observatio- 
nibus   tamquam  testamcnto  relictis  inberendum.     Quod  si  secus  ali- 

IUU6  quis  I  putarit  Ulis  nou  crcdendum,  in  hoc  certe  huic  clausa  est  ianua 
huius  artis,  et  ante  ostium  recubans  segrotantinm  somnia  de  motu 
octav»  sphserse  somniabit,  et  merito,  utpote  qui  per  illorum  calum-  16 
niam  existimaverit  suse  hallucinationi  subvenicndum.    Constat  autem 
illos  summa  diligentia  et  solcrti  ingenio  illa  omnia  observasse,  qui 

i*,      mnJta  et  prseclara  iuvcnta  et  admiratione  digna  nobis  reliquerunt 
Quamobrcm   persuaderc    mihi   haudquaqnam   possim  in   accipiendis 
stcllarum  locis  erfasse  vel  in  quarta  vel  quinta  sivo  etiam  sexta  parte  20 
.nius  gradus,  ut  hie  autor  existimat,  de  quo  postea  latius. 

lUud  quoque  praetereundum  non  est  in  omni  motu  sydereo,  cui 
divcrsitas   inest,  totam  rcvolutionem  ante  omnia  desiderari,  in  qua 
intcUigatur  omnes  motus  apparentis  differentias  pertransivisse.    Divcr- 
sitas enim  apparens  in  motu  est,  quse  impedit,  ut  per  partes  tota  25 
Bitt^  revolutio  et  aequalitas  motus  metiri  non  possit.    Sed  sicut  in  |  inqui- 


1.  epicyclia  II  cpjcyelos  ^F.  —    exccntros  ||  cxccntricos  jB  K   —    7.  tum  || 

tanc  BV,  —  quandu  ||  qn  JB,  quoniam  V,  —  visisque  omnibus  ||  visisque  B^ 
visis  qua)  V.  —  11.  eorum  ||  rcrum  W,  —  et  eorum  ||  et  rcrnm  W.  —  obser- 
vationibus  II  considerationibus  BV,  observationibus  W.  —  12.  secus  aliquis  || 
sensui  inbierens  BV,  —  15.  illorum  ||  eorum  V.  —  18.  admiratione  ||  admira- 
tioni  W.  —  19.  possim  II  possum  BV.  —  24.  apparentis  ||  apparentes  V,  — > 
25.  enim  II  .n.  jB,  ncmpc  F.  —  26.  non  possit  ||  possit  V.  — -  24->26.  Zu  die« 
sem  Passus  giebt  B  folgende  Randbemerkung  (Copernicns  fol.  89. 
Medins  fequalisque  motus  eo  ccrtioribus  redditur  nnmeris,  quo  magis  fuerit  ab 
aequalitatis  difTercntiis  scparatus). 

11.  observationibus.  Diese  Les-  Auf  Bltt.  89   der  editio   prineeps 

art  des  Handschrift   W  ist  jedenfalls  des  Coppernicus    findet  sich  das  Cap. 

die  vorzflglichcrc ;  den  Beobachtungen  XVIII.    des    dritten    Baches    mit   der 

der  Alten  sollen  wir  vertrauen,  nicht  Ucberschrift:  De  examinatfone  mo- 

ihren    sonstigen    Betrachtungen.     —  tus  sequalis  secundum  long! tu* 

24.  Diversitas  enim.     Die  von  ^  diiiem /und  in  diesem  wird  das  aasein- 

himagcfligte  Bandnote  ist  völlig  ezact.  andergesetzt,  was  d.  Randnote  aassprichtt 


./* 
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sitione  cnrsas  Lunaris  Ptolom«eas  et  ante  enm  Hipparchus  Rhodias 
magna  ingenii  sagacitate  eonsiderarant^  oportet  esse  quatnor  momenta 
in  revolntione  diversita  |  tis  opposita  sibi  iuvicem  per  diametros,  ut-  l^Bini 
puta  extrem»  yelocitatis  et  tarditatis,  ac  utrobique  per  transversnm 

5  amboram  seqaalitatum  mediantium  quadrifariam  secantia  circulum, 
fitque,  ut  in  primo  quadrante  velocissimus  decrescat  motus,  in  altere 
diminuatnr  medius,  ac  rursum  crescat  tardissimns  in  tertio  quadrante, 
»qualis  in  quarto.  Qua  industria  scire  potnerunt  ex  observatis  iii- 
spectidque  Lun»  motibus,  in  qua  circuli  portione  quolibet  tempore 

10  verteretur,  ac  proinde,  cum  similis  motus  rediissot,  intellexerunt  iam 
fiftctam  iusequalitatis  circuitioncm ,  queraadmoduui  hoc  latius  Magnse 
Constructionis  libro  quarto  Ptolomseus  explicavit.  Quod  ctiam  in  in- 
quisitione  motus  octavse  sphaerse  erat  observandum.  Sed  nimia  eins, 
ut  dixi,  tarditas,  qua  in  annorum  millibus  nondum  in  sese  |  rcvcrsns  !^-^^' 

15  insqualitatis  motus  satis  constat,  uon  sinit  id  statim  absolverc,  quae 
multas  hominum  setates  |  excedit.    Possibile  tamen  est  coniectora  ra- 1»'£^ 
tionabili  ad  id  perveniri  posse  adiutos  etiam  nunc  aliquibue  obscrra* 
tionibus  post  Ptolomieum  adauctis,  quae  in  candem  cougruerint  ratio- 
nem.     Nam  qusß  determinata   sunt,   infinitam  rationem  habere  non 

20  possunt,  quemadmodnm,  si  per  tria  puncta  non  secundum  lineam  re- 
ctam  data  circumferentia  ducatur,  non  licebit  aliam  superinducere, 
qu8e  maior  vel  minor  fuerit  prius  transmissse.  Sed  de  bis  alias,  ut 
revertar  ad  id,  unde  digressus  sum. 

Yidendum  igitur  nobis  nunc  est,  an  rccte  so  habeat,  quod  dicit, 
25  non  errantia  sydera  CCCC  ante  Ptolomaeum  annis  fiequali  solnmmodo 
motu  fuisse  mutata.  Porro,  ne  verborum  significationo  fallamur, 
aequalcm  accipio  motum,  quem  et  mcdiocrem  dicere  solemus,  qui  sit 
inter  tardissimum  et  concitatissimum  medius.  No  circumveniat  nos, 
quod  in  corrollarlo  primo  septimse  propositionis  dicit  „tardiorem 
30  esse  motum  fixorum  sydorum*^,   ubi  pones  suam  hypothesiu 


1.  Hipparchas  [|  Hypparchns  W.  —  2.  considorarant  ||  consideraverunt  ^K 
—  oportet  II  oportere  J5F.  —   8.  sibi  inricem  ||  sibi  BV.   —  6.  decrescat  ||  de- 

crescit  B,  ^  11.  Qaemadmodam  I|  qtn  J5,  quam  V.  —  II — 12.  Magn» . . .  Fto- 
lemsBUB  II  IIb.  4.  MagnsB  Constructionis  BV.  —  U.  seseHse  BV,  —  16.  tarnen 
est  II  est  tamen  ^BF.  <—    17.  etiam  nnnc  ||  etiamnnnc  B,  —   20.  quemadmodum 
II  Qn   Bf    qnoniam   F.   —    21.  Kach   lineam  rectam  giebt  B   folgende 
Glosse  (ut  tres  Innss  ecclipses,  tres  acronychii),  was  F  in  den  Text  auf- 
genommen hat.  —  licebit  II licet  fF.  —  22.  transmisssD  ||  transmissa  BV. -- 
24.    Der  Absats  fehlt  in  B,    ~    dicit||dicit  autor  BV,    —    27.  qoi 
II  quod  BV,  ^   2S.   Nach   medius   fttgt  B  als  Glosse  ein  (Arithmetica 
medietate),  was  Fin  den  Text  aufgenommen  hat.  — 29.  primo  || prim« 
W.  —  30.  flxomm  II  fixarum   WV, 

29—80.  tardiorem  esse.    Diese  Stelle  Werners  findet  sich  in  der  P r o* 
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r3iu.6a  eqnalem  ponit,  oeternm  |  Telociorem,  perinde  ac  si  nnrnqnam  fatarns 
Sit  tardior.  In  qaibas  haud  scio,  an  sibi  ipsi  constet,  miilto  tardiorem 
postca  adducens.  Assumit  antem  seqnalitatis  argumentam  ox  unifor- 
mitate,  qua  fixa  sydera  tantisper  a  primis  steUamm  fixamm  obser- 
vatoribas,  AriBtarcho  et  Timocbare,  usqne  ad  Ptolomseum  ac  per  5 
aequalia  temporam  interralla,  otpata  per  singalos  annomm  centena- 
rios,  shigiilos  proxime  gradns  pertransierunt,  ut  apnd  Ptolomieam 
satis  apparet  repetitom  ab  aatore  propositione  septima.  Sed  hie  tan- 
tas  mathematicüs  existens  non  animadvertit,  qnod  nollateDiis  esse 
potest,  Qt  circa  momenta  »qnalitatis,  hoc  est  sectiones  circolomm  10 
ecliptlcffi  decimsB  sphser»  et  trepidationis,  nt  üle  vocat,  anifoniiior 
appareat  steUarum  motns  quam  alibi,  quando  coQtrariam  eins  sequi 
necesse  sit,  ut  tnnc  maximc  varius  appareat,  minime  vero,  quando 
velodssimus  vel  tardissimus  est  motus  apparens.     Quod  vel  e  sna 

rjBitt.66  ipsius  bypothesi  et  constmctione  debebat  animadvertcre  |  et  tabulis  15 
ezinde  confectis,  pnesertim  ultimo  Canone,  quem  ad  revolutionem 
totins  sequalitatis  sive  trepidationis  exemplificavit,  ubi  a  ducentis  annis 
ante  na  |  tivitatem  Christi  secundum  prsecedcntem  snpputationem  in 
primo  annomm  centenario  roperitur   motus   apparens  scrupulorum 
primorumXLIX  dumtaxat  unius  gradns;  in  altcro  centenario  scrupu-  20 
lorum  primorum  LYII.    Beinde  ab  ipsa  nativitate  Christi  per  primum 
annomm  centcnarium  transmutatie  fnissent  stellse  gradu  I  et  decima 
fere  parte  unius;  in  seeundo  gradu  I  et  quarta  fcre,  ut  paulo  minus 
sextante  unius  gradus  se  invicem  excedant  motus  sub  sequalibus  tem- 
porum  spatiis.     Quod  si  coniungas  ducentoram  annomm  utrobique  25 
motnm,  deficiet  in  primo  iutervallo  a  duobus  gradibus  plus  quam 
quinta  pars  unius,  in  seeundo  autem  superaddet  prope  unius  quadran- 
tcm,  sicque  rursus  sub  sequalibus  tcmporibus  excedet  motus  sequens 
praecedentem  in  dimidio  gradu  et  parte  quintadecima  fere,  cum  antea 

K'.Biu.Ta  centesimo  quoque  anno  singulos  pertransisse  gradus  Stellas  fixas  |   30 
PtolomsBO  credcns  detulisset.    £  contrario  vcro  eadem  lege  assumpto- 
ram  a  se  circulorum  in  velocissimo  motu  octavaß  sphser»  contingit, 


4.  obtervatoribufl  ||  observationibtis  W»    —     6.   utputa  ||  utpote  BV.    — 
9.  ftniffladreitit  II  adrertit  JBV.  —  11.  ediptica  ||  eciip»  B,  edips»   F,  eelipti- 

dtiB  W,  ^  12.  quando  II  qn  B,  qaoDiam  V,  -^  16.  exinde||inde  BV» -^  oon- 
fectis  II  conteztis  BV.  —  38 — 23.  dedma  .  .  .  quarta  fere,  at  ||  quarta  fere,  nt 
J9|,  dedma  fere  parte  in  seeundo  grad.  1.  et  quarta  fere,  nt  Bg,  decina  fere 
et  F.  —  27.  pars  ||  parte  B,  V.  —  29.  et  parte  ||  ez  parte  F. 

positio  VII.  Corollarium  I.  mit  Citat    ist    also    liemlich    genau.    — 

folgenden  Worten:  Hinc  perspicn-  16.   prsssertia    ultimo    Canone. 

um  est,    motnm  fizorum  side-  Derselbe  nimmt  bei  Werner  Bltt  80^ 

mm    tardiorem  existere.     Das  bis  S2«  ein. 


!■- 
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at  in  CCCC  annis  vix  unins  scrapuli  differentia  in  motu  appfirente 
reperiatur,  qaemadmodnm  videro  licet  ab  annis  Cliristi  DC  nsque  ad 
M  in  eodcm  Canone.  Similitcr  et  in  tardissimo,  nt  a  II.  MLX  annis 
in  fmbscqnentcs  GCCG.  Et  ratio  diversitatis  est,  qnia,  ut  dictum  est 
5  superins,  in  nno  hemicjclio  trepidationis,  a  summa  videlicet  tarditatc 
ad  summam  velocitatem  accrescit  semper  aliquid  motui  apparenti,  ac 
in  altero  semicirculo,  qui  a  summa  velocitate  ad  tarditatem  summam 
computatus,  continuo  decrcscit  motus,  qui  antoa  crcverat,  fitque  summa 
augmentatio  et  diminutio  |  in  punctis  ssqualitatis  e  diaqietro  oppositis,  ^^^^^ 

10  adeo  ut  in  motu  apparentc  non  sit  reperire  motus  sequales  in  duobus 
continuis  temporum  spatiis  sequalibus,  qui  alter  alteri  maior  sint  aut 
minor,  |  nisi  circa  velocitatis  et  tarditatis  extremitates,  ubi  dumtaxat  i^^''^^ 
nitro  citroquc  sequales  circumferentias  pertransennt  temporis  sequali- 
tate  atque  incipiontes  vel  dcsinentcs  augeri  vel  minui  mutua  tunc  sese        i 

15  compensationc  coaequant.    Nulla  ergo  ratiouo  convenit  medium  fuisse 
motum  eum,  qui  in  CCCC  annis  ante  Ptolomseum,  sed  tardissimnm 


2.  quemadtnodam  ||  qm  B^  quem  F.  —  annis  ||  anno  K  —  3.  II.MLX  || 
8000  F.  —  5.  hcrotoyclio  II  hemicyclo  F.  —  €.  motoi  ||  motu  BV.  —  8.  com- 
potritDS  fehlt  in  YF.  —  conti  nne  ||  contrario  BV,  —  9.  Hinter  diminutio 
ichiebt  B  die  Glosse  ein  (iTgoc9'ag>aip8ata),  welche  Fals  (ngoora' 
ffjQtats)  in  den  Text  rccipicrt  hnt.  —  e  diaroctro  ||  in  dinmetro  W. 
—  Hinter  oppositis  schiebt  B  die  Glosse  ein  (sie  in  0).  was  F  in 
der  Form  (sicut  in  sole)  in  den  Text  setzt.  —  10.  non  sit  ||  non  sit  opus 
F.  —  11.  nqualibus  fehlt  in  W.  —  qui  alter  .  .  .  minor  |j  quorum  alter 
altero  maior  sit  aut  minor  ^ F. —  sint  ||  fiat  W,  sit  J3F.  —  14—15.  scse  com- 
pensatione  II  compcnsatione  sese  5  F.  —  15.  conqnant  ||  coCquant  F.  —  4 — 15. 
Hierzu  gxcht  B  fo]{;cnde  Uand  bemcrkung:  Lege  lege  illas  regulm 
de  flBqnntionibus  in  Reinholdo  vel  Pcuccro.  Qucmadmodum  motus  apporcns 
et  medius  sint  ssqualcs  in  Sole,  dcnionstrat  Nonius  et  Regiomontanus.  Pro- 
Bthaplmrescs  sunt  lequalcs  circa  apogca  et  pcrigca,  ncquaquom  circa  iongitudines 
mcdias.  —    16.  CCCC  ||  4000  B^, 

S.  ut  a  II.MLX  annis.    Obwohl  in    der    Varia    loctio    verzeichnete 

beide  Handschriften  deutlich  2060  le-  Randglosse.       Reinholdus    soll    dabei 

sen,    haben   die   Herausgeber   von    F  jedenfalls  dessen   Tabul»  Prutbc- 

geglaubt  2000  substituiren  zu  müssen,  nicos  bedeuten,    Peucer  wohl  eben  so 

Ein  Blick  in  die  Tafeln  Werners  würde  gewiss   die  Hypothcses   astruno- 

sie    belehrt    haben,    dass  2060   allein  mias,  sou  Theoricse  planctarum 

richtig  ist  —  II.  sint.    B  liest  sit,  ...  ad    observationes    Nicolai 

W  fiat;    da    notwendig    der  Plural  Copernici    et   canoncs   motuom 

verlangt  wird,    so   dürfte    in    W  ein  ab  eo  conditos,  accommodatie. 

Lesefehler  vorliegen   ond   sint  in  der  Vitebergss  1571.     Die  Handschrift 

Vorlage  geschrieben  gewesen  sein.  —  B  ist  also  nicht  vor  1571  geschrieben 

4 — 15.  Zu  dieser   Stelle  gibt  B   die  worden. 
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potins,  cum  etiam  non  videam,  cur  alium  divinemas  tardiorem,  de  quo 
nallam  coniectoram  hactenns  habere  potuimus,  cum  ante  Timocharein 
Bulla  Stellaram  fixarum  annotatio  facta  sit,  quse  ad  uos  asque  perve- 
S.581  nisset,  sed  ncque  ad  Ptolomseum.  |  Cumque  velocissimus  etiam  motus 
iam  preeterierit,  consequeus  est  in  altero  a  Ptolomsßo  semicirculo  iam  B 
nos  esse,  in  quo  diminuitur  motus,  coius  etiam  non  modica  pars 
prsetericrit 

Itaqne  mirum  vidöri  non  debet,  quod  non  potüerit  hisce  sais 
Qtt^  assumptionibus  propitis  acce  |  dere  ad  ea,  quse  sunt  ab  antiquis  anno- 
tata,  putayeritqae  illos  errasse  in  quarta  vel  qninta  parte  unias  gra-  10 
dns,  sive  etiamnum  dimidia  et  amplius,  cnm  tamen  in  nnlla  parte 
Ptolomseus  maiorem  videtur  adbibaisse  diligcntiam,  quam  ut  uobis 
non  errantium  stellarnm  motum  sine  vitio  traderet',  attendens,  quod 
non,  nisi  modica  eins  particula,  id  sibi  faisset  concessum,  qua  Uni- 
versum illum  circuitum  coniecturus  esset,  ubi  error  quantumlibet  15 
insoDsibilis  interveniens  in  tota  illa  vastitato  insignis  nimium  poterat 
eyenire.  Ideoque  Timochari  Alexandrino  Aristarchftm  adiunxisse  vide- 
tur coffitaueum,  et  Menelao  Romano  Agrippam  Bithynium,  ut  sie  etiam 
in  tanta  locorum  distantia  illis  consentientibus  certissima  haberet  et 
indabitata  testimonia,  quo  minus  credibilo  sit  eos  vel  Ftolomteum  in  20 
iiüM  tanto  errasse,  qui  inulta  alia  et  iam  difficiliora  |  ad  extremum,  ut 
aiant,  unguem  deprebendere  potuerunt.  Nullo  demum  loco  ineptior 
est  quam  in  vigesima  secunda  propositione  et  prsesertim  corollario 


1.  de  qao||de  qaa  V,  —  2.  hactenns  habere  ||  habere  hactcnus  BV,  — 
4.  Hinter  Ftolomseam  fügt  B  folgende  Glosse  ein,  die  V  in  den 
Text  aufgenommen  hat  (Res  roiserrima  astronomicas  ob&errationes,  qnas 
nos  habemuSy  incipere  a  Timocharido,  qui  annis  30  post  Alexandram  vixit).  — 
10.  illos  II  Eos  cos  B,  eos  F.  —  14.  id  sibi  faisset  concessum  ^|  sibi  fuisset  con- 
cessa  V,  —  16.  nimium  fehlt  in  W.  —  18.  Bithynium  ||  Bithynicum  BV,  — 
20.  quo  minns  II  quominus    F.  —  21.  iam  difficiliora  ||  difficiliora  BV. 


22.  Nnllo  demam  loco.  Die 
Stelle,  welche  Coppernicus  meint,  findet 
sich  Bltt.  l\au.h  der  genannten  Schrift 
Werners  im  Corrollarium  dcrPropo- 
sitio  XXYII  und  lautet:  „veluti 
id  liquet  de  con  siderationibus 
Timocharidis,  qase  in  fixo  si- 
dere  Arista  dicto  a  computo 
meo  deficinnt,  super  Stella 
Tero  illa  qa»  in  fronte  Scor- 
pii  trium  plendidarum  borea- 
lior  est,  meam  calculam  exce- 

TtU  LUL 


dant,  qufe  tamen  consideratio« 
nes  per  eandem  Timocharidem 
patrat»,  si  simulveras  fuissent, 
deberent  pariter  Yinci  a  meo 
computo  aut  pariter  eundem 
exsuperare.  N on  igitnr  minor 
fides  tribnenda  est  meis  caoo- 
nibus  qnamveteruminspectio- 
nibas  et  inventis.  Quodhacas- 
que  Yolai  prsedictis  declarasse 
exemplis. 
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eiasdem,  dum  opas  hoc  snum  commendare  volens  taxat  Timocharem 
circa  duaa  Stellas,  otputa  Aristam  Virginis  et  eam,  qnse  ex  tribns  in 
fronte  Scorpii  l)ore%lior  est,  quod  supputatio  sua  in  illa  deficiat,  in 
bac  autem  abundet,  nbi  nimis  pueriliter  hallucinatur.  Cum  enim  sit 
5  eadem  ntriusque  stell»  distantia  inter  Timocharem  et  Ptolomsenm 
consideratarum ,  nempe  gradus  IUI  et  tertia  pars  sab  sequali  fcre 
temporis  differentia,  atque  numerus  supputationis  illius  perinde  idem 
proxime,  nihilo  tarnen  magis  adv^rtit,  quod  gradus  IUI,  scrupula  YII 
addita  loco  stellse,  quam  reperit  Timocharcs  in  secundo  gradu  Scorpü, 

10  merito  non  possent  supplere  YI  gradus  et  scrupula  XX  Scorpii,  ubi 
Ptolomsßus  ipsam  iuvenit,  et  e  converso  idem  numerus  elevatus  ex 
XXYI  gradibus  et  XL  scrupulis  Aristse  secundum  Ptolomseum  |  usqne  '^^^ 
ad  gradum  XXII  et  tertiam  partem  rediro,  ut  par  est,  non  potuit, 
sed  residebat  in  XXII  gradibus  et  scrupulis  XXXII.    Ita  existimabat 

15  illic  defecisse  calculum,  quanto  hie  abundasset,  tamquam  in  observa- 
tionibus  hsec  incidisset  diversitas,  vel  quasi  ex.Athenis  in  Thebas 
et  a  Thebis  in  Athenas  eadem  via  non  sit.  Alioqui,  si  ntrobiquc  ?el 
addidisset  vel  subduxisset  numerum,  ut  paritas  rationis  postulabat, 
invenisset  utrumque  eodem  modo  se  habere.  |  Adde  etiam,  quod  revera  ^--^ 

20  non  erant  inter  Timocharem  et  Ptolomaeum  anni  GCCCXLIII,  sed 
CCCCXXXII  solum,  ut  a  principio  declaravi.  Proinde  breviori  tem- 
pore minorem  esse  numerum  oportet,  ut  non  solum  in  scrupulis  XIII, 
sed  in  trienti  unius  gradus  ab  observato  stellarum  motu  dissidebit 
Ita  errorem  hunc  suum  imposuit  Timochäri  vix  evadento  Ptolomso. 

25  At  dum  existimat  illorum  annotationibus  non  fidendum,  quid  aliud  | 
restat,  quam  ut  suis'quoque  observationibus  minus  credatur?  ^^'^^ 

Et  hsc  de  in  longitudinem  motu  octave  sphierae,  e  quibus  etiam 
facile  potest  intelligi,  quid  de  motu  quoquo  dcclinationis  existimandum 


3.  quod  II  q  -ß,  qaoniatn   V,  —  illa  j|  illo   F.  —  4.  cnim  ||  .n.  B,   non   F. 

—  6.  consideratarum  II  consideraturum  W.  —  7.  perinde  ||  proinde  £V,  — 
8.  scrupula  VII  ||  scrupula  ,,^"  -0^,  scrupula  F.  —  9  Timochares  |)  Timochn- 
ris  BV,  —  gradu  Scorpii  ||  gradu  tt\,  BW,  gradu  F.  —  10.  possent  ||  possct  BV. 

—  XX  Scorpii  II  20  jn\  BW,  20  F.  —  11.  converso  Idcra  ||  converso.  Idem 
JBF.  —  elevatus  II  elcvatur  W.  —  14.  et  scrupulis  XXXII  ||  32  scrnp.  J5F. — 
17.  Alioqui  II  Alioq  B,  AHoquin  F.  —  25.  quid  ||  quod  BV,  -^  27—28.  Kt 
h»c . . .  quid  de  motu  ||  Et  hoec  de  motu  octav»  sphserie  in  longitudinem.  Qaod 
de  motn  BV, 

9.  Seorpii.    In  beiden  Handschrif-  es  von  ihnen  ausgelassen,  und  so  etwas 

ten   steht  hier  und  gleich  darauf  das  Unverständliches  entstanden.  —  27.  Et 

Zeichen    des    Scorpion    flV-      ^^    ^^^  h  »c  de  in  longitudinem.  Erstdie 

Herausgeher    von     F    jedenfalls    das  Auffindung  der  Hundscbrift  W  hat  hier 

Zeichen  nicht  verstanden   haben ,    ist  einen  guten  und  klaren  Sinn  geliefert 
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Sit    Involvit  enim  ipsum  daabns,  ut  ait,  trepidaüonibus  instruendo 

secundam  hanc  snpra  primam.     Sed  dissipato  ipso  iam  fundamento 

necesse  est,  ut  snpersdificata  comiant  infirmaque  sint  ac  minus  sibi 

invicem  cohierentia.   Quid  demum  ipso  de  motu  non  errantium  stella- 

rom  sphsre  seutiam?    Quoniam  alio  loco  destiuata  sunt,  supcrfluum    5 

tiOd  putavi  et  impertinens  hie  amplius  immoraii,  |  cum  satis  sit,   si .  modo 

dcsidcrio  tuo  satisfecerim,  ut  mcam,   quod  a  me  exigebas,  de  isto 

opusculo   babeas  sententiam.    Yaleat  Yenerabilitas   tua  faustissime. 

£z  Yarmia  ni  lunii  1524 

Nicolaus  Coppbernicus.         10 

Reverendo  Domino  Bernharde  Vapovskj, 
Gantori  et  Canonico  Ecclesi»  Gracoviensis 
et  S.  B.  Maiestatis  Polonicffi  Secretario 
Domino  et  Fautori  buo  plurimum  observando  etc. 


1.  Bit.  Involvit  II  sit,  involvit.  BV,  —  enim  ||  .n.  B,  non  V.  —  daabns 
fehlt  bei  V,  —  3.  ut  fehlt  bei  F.  —  8.  faustissimo ||  faventissime  F.  ~ 
10.  Coppbernicus  II  Gopphornic9  fF,  -  Copernicus  BV.  —  11.  Vapovsky|jVa- 
pnsky  J5,  Vaponshy  W,  Wapowski  F.  —  13.  Polonicss  ||  Poloni»  J5  F.  — 
14.  Diese  Zeile  fehlt  bei  BV. 


8.  faustissime.  V  hat  dafür  fa- 
ventissime  gesetzt.  Man  kann  hier 
lehr  nett  nachweisen,  wie  F  auf  diese 
sonderbare  Lesart  gekommen  ist  In 
By  der  Quelle  von  F,  ist  n&rolich  stets 
tt  mit  einer  Flamme  versehen;  diese 
Flamme  ist  als  Strich  fiber  «  gelesen, 
wodurch  fauen  herauskommt,  und 
dann  das  s  als  Überflüssig  weggelassen 
worden. —  10.  Gopphcrnicus.  Die 
Lesart  von  W  weist  auf  diese  Art  der 
Kamensnnterschrift  hin.  Dass  Copper- 
nicns  sie  selbst  auch  anderweitig  be- 
nutzte ist  sicher,  z.  B.  in  seinem  Exem- 
plare der  Practica  Valesci  de 
Tharanta,  dann  in  dem  Gedichte, 
welches  er  Dantiscus  gewidmet  hat, 
wo  er  sich  Jdmtptffvinos  nennt.  Ich 
mache  noch  darauf  aufmerksam,  dass 
in  zwei  von  der  warschauer  Ausgabe 


abgedruckten  Briefen,  wo  diese  die 
Unterschrift  Gopcrnicus  giebt,  in 
den  Originalen  Coppernicus  ge- 
schrieben ist,  was  nicht  gerade  für  die 
Richtigkeit  derjenigen  Unterschriften 
spricht,  bei  welchen  wir  nur  auf  den 
Abdruck  in  dieser  Ausgabe  als  Quelle 
angewiesen  sind.  Die  Zahl  der  Unter- 
schriften oder  eigenhändigen  Einzeich- 
nungen,  in  welchen  er  sich  Goper- 
n  i  c  u  s  schreibt,  ist  verschwindend  klein 
gegen  diejenige  mit  der  Form  Gop- 
pernicus.  Es  wäre  wohl  an  der 
Zeit  diese  von  ihm  bei  Qllen  officiel- 

0 

len  Acten  benutzte  Form  in  ihr  Recht 
einzusetzen,  und  ebenso  wie  man  jetzt 
Kepler  mit  einem  p  schreibt,  fortan 
Guppernicus  mit  zwei  dergleichen 
zu  schreiben,  wie  ich  durchweg  getan 
habe. 


10* 


148  Dostor:    Nombres  relaiifs  des  polygones 


TL 


Nombres  relatifs  des  polygones  reguliere 
de  n  et  de  2n  cötes,  suivant  que  n  est  un  nombre 

impair  ou  im  nombre  pair. 


Par 


Georges  Doetor, 

Profesienr  ^  la  Facult€  des  Sciences  de  rUniTersitd  catholiqae  de  Paris. 


1.  Th^ortoe  I.  Lorsque  n  est  an  nombre  impair,  il 
existe  antant  de  polygones  r6gQliers  de  2n  c6t6s,  qu'il 
y  a  de  polygones  r^gnliers  de  n  cöt^s. 

Soit  p  an  nombre  entier,  införieur  k  la  moiti^  de  n  et  premier 
avec  n.   n  existcra  an  polygone  regulier  de  n  cöt^s  et  de  Tespöce  p. 

Puisque  p  est  inf^riear  k  la  moiti^  de  n,  2p  sera  moindre  qae  n\ 
par  saite  n — 2p  sera  an  nombre  entier  positif,  plas  petit  qae  n,  ou 
qae  la  moiti^  de  2n. 

Or  je  dis  qae  n — 2p  est  anssi  premier  avec  2n. 

£n  effet,  n  ^tant  impair,  n  — 2p  sera  aussi  impair.  II  s'ensait 
qae  toat  factear  entier,  comman  k  n —  2p  et  2n,  ne  saurait  etre  qa'un 
nombre  impair,  qni  diviserait  n,  Ce  factear  impair,  divisant  n—2p 
et  n,  diviserait  lear  diff^renco  2p  et  par  saite  p.  Donc  p  et  n  ne 
seraient  pas  premiers  entre  eax. 

Ainsi  k  chaqae  nombre  entier  p,  införiear  k  la  moiti6  de  n  et 
premier  avec  n,  correspond  an  nombre  entier  n — 2p  inf§riear  k  la 
moitiä  de  2n  et  premier  avec  2».  ^ 


rigulUrs  de  n  et  de  2n  c6t€s,  249 

R^ciproqnement  k  chaque  nombre  entier  q^  inferienr  k  la 
moiti^  n  de  2n  et  premier  avec  2n,  correspond  an  nombre  entier 


f  införienr  k  la  moiti6  de  n  et  prämier  avec  n.    Cax  q  etant 


»— g 
2 

premier  avec  2n  est  an  nombre  impair  et,  comme  n  est  sappos^  im- 
pair,      o      öst  an  nombre  entier  6videmment  moindre  qne  q- 

n — q 

D'aillears  q  6tant  premier  avec  2n,  Test  avec  n;  donc  —k—  est 
aussi  premier  avec  n. 

II  s'ensnit  qne,  si  n  est  impair,  k  toat  polygone  r^gnlier  de  n 
c6tes  correspond  nn  polygone  regulier  de  2n  cöt^s,  et  r^ciproqnement 

2.  Definition.  Noas  appellerons  polygones  correspondants 
Ics  deax  polygones  r6galiers,  Tan  de  n  et  l'aatre  de  2n  c6t6s,  dont 
les  esp^ces  sont  respectivement  p  et  n — 2p. 

3.  Corollaire.  Lorsqne  n  est  impair,  deax  polygones 
r^galiers,  Tan  de  n  et  l'aatre  de  2n  cdt6s,  sont  corre- 
spondants, si  la  doable  espöce  da  premier,  aagment^e 
de  l'esp^ce  da  second,  donne  ane  somme  6gale  k  n. 

Car  on  a 

2.jp+(n— ^)  «  2p+n  — 2p  =  n. 

4.  Tk^rdmelL  Les  cöt6s  de  deax  polygones  r^galicrs 
correspondants  sont  ceax  de  Tangle  droit  d'an  triangle 
rectangle,  dont  Thypot^nnse  est  le  diam^tre  da  cercle 
comman,  circonscrit  anx  deax  polygones. 

Car  soit 
(1)  Cn,p  -  2Äsin^ 

le  c6t6  d'an  polygone  r^galier,  ayant  an  nombre  impair  n  de  cöt^s 
et  ^tant  de  l'esp^ce  p.  Le  cöt6  da  polygone  r^galier  correspondant, 
parmi  ceax  de  2n  cötes,  sera 

C^.n-^  =  2Bsm  ^^  =  2Jlsm  (f -^). 
On  a  donc 

(2)  C2H.n-2p  =  2JBcos^ 


n 


Elevant  an  carr6  les  deax  igalit^s  (1)  et  (2)  et  tgoatant,  on 
troave  la  relaüon 


ßetlort   ffontbrtt  rtlaiift  dti  pofygonei 

!  la  propositiondnODC^e. 

lliUre  I.  Ce  principe  permet  de  c&lcnler  ]eg  cAt^  des 
gnliers  d'nn  nombre  impair  n  de  cöt^s,  lorsqa'on  counait 
gones  d'un  nombre  donblo  2n  de  cAtäs ;  et  i^ciproqneroeaL 

1  voit  qne  les  cöt^s  des  dem  decagones  r^gnlien.  Van 
autre  ^toil£,  aont 

a«.i  =  i(y5-l),     dojt-ifVS+l). 

gones  reguliere,  qni  correspondeut  respectivemcnt  b.  ces 
ae&,  sont  le  pcntagone  ätoil^  et  le  pentagone  ( 
le  l'oD  a 

5^  =  VI«»— ao.i*  —  ViR'—iR*{Vb—l)*, 


it  les  valenrs  snivantes 


£s  des  deuz  pentagoncs  rägnlicrs,  le  premier  ^toilä  et  le 
!ze. 

tllalre  II.  Si  l'on  connait  les  cAt^s  des  qnatre  peDt^- 
guliers,  oq  pourra  anssi  calculcr  immädiatement  les  cöt^a 
olygones  r^guliers  de  30  cöt^s,  qni  leur  sont  natnrellement 
its.    Car  on  a 

ki,ii*  -  4Ä»~  Ci8.a',     Ckm'  —  iB'—Cii,i'; 
rovt  an  n*  1  de  rarticio  III.) 


CiB,T  =  JB(yiO-2V5  +  V15+V3), 
Gm  =  iÄ(VlO+2V5  +  yi5-y3), 

Ciij!  =  iÄ(— Vio— 2y5+vi5+y3), 


AB,i  =  iÄ(yiO+2V5  — yi5+V3), 


bV36  — 4y5— 4V3yiO+2y5 


-=JJI{V3yiO— 2V5-V5-1J, 


riguliers  de  n  et  de  2n  c6t€s,  \h\ 


-  ii2(y3yio+2y5— yö+1), 

cbojii  =»  jäVsö— 4y5+4y3yiö+2y5 

« jÄ(y3Vio— 2y5+yö+i), 

fto.13  =  ^72^36 + 4y  5  +  4y  3  yiÖ^y  5 

-  jÄ  (y  3  y  10+275 + y  5 -- 1) 

ßont  les  c6t^s  des  quatre  polygones  riguliers  de  30  cöt^s,  qui  sont 
inscrits  dans  le  cercle  de  rayon  R, 

7.  Th^ordme  III.  Lorsqne  n  est  an  nombre  pair,  il 
existe  deux  fois  aatant  de  polygones  regnliers  de  2n 
cötes,  quMl  y  a  de  polygones  reguliers  de  n  cöt^s. 

Seit,  en  effet,  p  nn  nombre  entier,  införieor  ^  la  moiti6  de  n 
et  Premier  avec  n.  II  existera  nn  polygono  regulier  de  n  cöt6s  et 
de  Tesp^ce  jd. 

Or  le  nombre  p,  6tant  premier  avec  le  nombre  pair  n,  est  n^ces- 
sairement  impair;  par  suite  il  est  anssi  premier  avec  2n. 

Mais  p  ätaut  premier  avec  n,  n—p  Test  anssi,  ^on  seulemcnt 
avec  n,  mais  encore  avec  2n;  de  plus  n — 1>  est  6videmment  moindre 
qae  n  on  qne  la  moiti6  de  2n. 

Donc,  si  n  est  pair,  k  cbaque  polygone  regulier  de  n  cöt^s  et 
de  Fesp^ce  p,  correspondcnt  denx  polygones  regnliers  de  2n  c6t^s 
et  des  esp^ces  p  et  n — p, 

Donc  le  nombre  des  polygones  regnliers  de  2n  c6t6s  est  double 
de  celui  des  polygones  r6guliers  de  n  cöt^s. 

8.  Definition.  Nous  appellerons  polygones  conjugn^s,  deux 
polygones  reguliers  d'un  nombre  de  cot^s  2n  donblement  pair,  dont 
la  somme  des  esp^ces  est  ^gale  ä  n. 

9.  Th^ordme  lY.  Les  cöt^s  de  denx  polygones  regnliers 
conjugu^s  sont  ceux  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rect- 
angle,  dont  Thypotönuse  est  le  diam^tre  du  cercle  cir- 
conscrit  aux  denx  polygones. 


Soit,  en  effet, 

2n 


(3)  C2n,p  =  2i?sin^'^ 


le  cdt6  d'nn  polygone  regulier,  ayant  uu  nombre  donblement  pair  2n 
de  c^t^s  et  6tant  de  Tesp^ce  p,  Le  cdt6  de  son  conjagu6,  parmi 
ceux  de  2»  cöt^s,  sera 


Dollar:    Nombrti  rtlatifi  tfei  polygmti  c 


donc 

Slevant  -  sa  caxr^  lea  dens  cfit^s  (3)  et  (4)  et  ajontant,  on  trocve 
laüon 

CVp'+  Cfe„,. V  =  iR'  (sin*  ^  +  coa»^)  -  4H», 

l^montro  notre  proposition. 

10.  CoroUaire  I.  ConDaissant  los  valenra  des  cöt£s  de  U 
iöre  moitid  des  polygones  r6gulierB  de  2n  cötSs  (on  n  est  pair), 
;at,  an  moyen  du  tb^or^me  pr^cMent,  calcnler  les  cötis  de  l'antre 
&  des  polygones  r^guliera  de  2n  c^t^. 

LI.    Corollalre  II.    Pnisqn'on  a 

btient,  en  mnltipliaDt, 

Ci».p  X  C2»,»-p  =  4B'  ein  ^  C03|^. 

C^H.pXC'V-r  =  2Ä«Bm^- 


mt  donc 


C2„.p  X  C^,«-p  =  Ä  X  G.J,. 


Ainsi  le  cdt6  d'un  polygone  regulier  d'nn  nombre  pair 
ötäs  eat  la  qnatri^me  proportionuclle  ontre  le  rayon 
cercle  circoDscrit  et  les  cötda  des  denx  polygones 
aliers  conjngn^s  d'un  nombre  double  do  cöt^s,  dont 
I  est  de  mgine  esp^ce  qne  le  premicr,  et  qoi  sont  in- 
.ts  daua  le  tnSme  cercle. 

Paris,  20  Octobre  1877. 
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vn. 


Eein  geometrische  Proportionslehre. 


Von 

R.  Hoppe. 


Die  Lehre  von  den  Linienproportionen  wird,  wie  man  in  allen 
Lehrbüchern  findet,  im  Schulunterricht  bis  jetzt  überall  auf  die  Mes- 
sung gegründet.  Ein  Linienverhältniss  ist  hiemach  nichts  weiter  als 
ein  Zahlenverhältniss.  Hierbei  lässt  es  sich  nicht  umgehen  den  all- 
gemeinsten Begriff  der  Irrationalzahl  einzuführen.  Einerseits  ist  also 
die  betreffende  Doctrin  keine  rein  geometrische,  sie  überträgt  viel- 
mehr eine  arithmetische  Theorie  auf  die  Geometrie;  andrerseits  zeigt 
sich  diese  arithmetische  Grundlage  unzureichend,  sie  muss  erst  eine 
weitere  Entwickelung  erlangen  um  ihre  Bestimmung  für  Geometrie 
in  vollem  Masse  zu  erfüllen. 

Nun  würde  es,  was  den  pädagogischen  Gresichtspunkt  betrifft, 
gerade  kein  Schade  sein,  wenn  die  Notwendigkeit  für  die  Geometrie 
dem  Schüler  den  Anlass  böte,  eine  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  zu 
erlernen,  die  aus  der  reinen  Arithmetik  nie  gewonnen  werden  kann, 
und  die  doch  für  die  Wissenschaft  unentbehrlich  ist.  Auch  mag 
immerhin  eingeräumt  werden,  dass  die  strenge  Begründung  der  Lehre 
von  den  Irrationalzahlen  keine  übermässigen  Schwierigkeiten  ver- 
ursacht. 

Damit  bleibt  aber  die  Frage  unentschieden,  ob  es  sachgemässer 
ist,  die  Arithmetik  und  die  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  zur  Grund- 
lage der  geometrischen  Proportionslehre  zu  nehmen  oder  letztere 
zuerst  und  unabhängig  zu  lehren,  dann  den  Begriff  der  Irrationalen 
darauf  zu  gründen.    Hier  sprechen  mehrere  Gründe  für  das  letztere, 


154  Hoppe:  Rein  geometrische  Proportionslehre» 

für  das  crstere  möchte  wol  kaum  ein  einziger  aufzufinden  sein.  Erstens 
entlehnt  die  allgemeine  Irrationalzahl  ihre  ganze  Bedeutung  den  räum- 
lichen Verhältnissen,  so  lange  noch  keine  andern  stetigen  Grössen  in 
Betracht  kommen;  dagegen  liegt  die  Auffassung  räumlicher  Verhält- 
nisse uns  unmittelbar  durch  Anschauung  nahe,  die  mit  Abmessung 
nichts  zu  tun  hat.  Von  Natur  geht  also  immer  das  räumliche  Ver- 
hältniss  der  Irrationalzahl  voraus.  Zweitens  gilt  die  ganze  geome- 
trische Doctrin  gleichmässig  für  commensurabelc  und  incommensurabele 
Raumgrösscn ,  die  Unterscheidung  beider  ist  daher  der  Sache  nicht 
entsprechend.  Drittens  ist  die  gewöhnliche  Behandlung  der  räum- 
lichen Verhältnisse  gar  nicht  dafür  eingerichtet  den  Schüler  mit  dem 
Begriff  der  Irrationalen  vertraut  zu  machen ;  sie  benutzt  ihn  nur  vor- 
übergehend, so  weit  sie  ihn  nicht  entbehren  kann.  Daher  fällt  auch 
die  oben  zugelassene  Rechtfertigung  ausser  Betracht. 

Ist  es  nun  unzweifelhaft,  dass  eine  rein  geometrische  Begründung 
der  Proportionslehre  ein  methodischer  Fortschritt  sein  würde,  so  muss 
irgend  einmal  ein  Versuch  gemacht  werden,  welcher  die  Gestaltung 
der  Doctrin  zeigt.  Dann  kann  es  sich  noch  um  mögliche  Verbcsse- 
rungen handeln.  Hier  bieten  sich  zwei  Wege  dar:  erstens  kann  man 
die  Linienproportionen  auf  die  Aehnlichkeit  gründen,  diese  wieder 
auf  die  Gleichheit  der  Winkel,  zweitens  erstere  durch  die  Gleichheit 
der  Rechtecke  aus  den  äussern  und  mittlem  Glieder  dctinircn.  Wir 
beginnen  mit  der  erstem  Methode,  welche  den  Vorzug  einer  grossen 
Anschaulichkeit  hat.  So  leicht  es  hier  sein  würde  den  Begriff  der 
Aehnlichkeit  in  voller  Allgemeinheit  und  ganz  elementar  einzuführen, 
80  wollen  wir  doch  davon  absehen,  weil  es,  so  lange  der  Kreis  aus- 
schliesslich für  sich,  nicht  als  specielle  Curve  behandelt  wird,  an  jeder 
Anwendung  fehlen  würde. 

Eine  Theorie  der  Aehnlichkeit  auf  die  Winkelgleichheit  zu  grün- 
den ist  bei  Beschränkung  auf  die  Ebene  unmöglich.  Wir  nehmen 
daher  einen  stereometrischen  Anfang,  gehen  aber  von  da  durch  einen 
planimetrischen  Fundamentalsatz  auf  die  Ebene  über,  dieser  reicht 
dann  ohne  fernere  Anwendung  der  Stereometrie  zum  Beweise  aller 
Sätze  hin. 

Als  bekannt  vorausgesetzt  werden  die  planimetrischen  Sätze  über 
Winkel  und  Parallelen,  Congruenz  und  Flächengleichheit  der  gerad- 
linigen Figuren.    Aus  der  Stereometrie  sei  bekannt, 

I.  dass  die  Durchschnitte  zweier  parallelen  Ebenen  mit  einer 
dritten  Ebene  parallel  sind, 

II.  dass  2  Par  parallele  Gerade,  die  sich  einzeln  schneiden, 
gleiche  Winkel  bilden, 
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m.  dass  sich  durch  je  3  Punkte  eine  Ebene  legen  lässt, 

IV.  dass  je  3  Winkel,  deren  Summe  <4R  ist,  eine  Ecke  cin- 
Bchliessen  können. 

Wir  fügen  diesen  folgende  elementare  Sätze  als  vorbereitende 
hinzu. 

Zunächst  die  2  Definitionen  und  den  Hauptsatz  aus  der  elemen- 
taren Lehre  von  den  unendlichen  Grössen  (s.  T.  LV.  S.  50.)  I.  II.  De- 
finition, ni.  Hauptsatz  als  Satz  V.    Hieraus  folgt: 

Satz  YI.  Zwei  feste  Punkte,  denen  ein  variabeler  Punkt  un- 
endlich nahe  ist,  fallen  in  einen  Punkt  zusammen. 

Denn,  hätten  die  festen  Punkte  A^  B  einen  positiven  Abstand 
und  wären  dem  variabeln  Punkt  P  uuendlich  nahe,  so  könnte  man 
Aß  m  ÄC  und  BC  teilen  und  AP<^AC,  BP<iBC  machen,  so 
dass  im  Dreieck  ABP  eine  Seite  AB^  AP'\-BP  würde. 

Satz  Vn.  Im  gleichschenkligen  Dreieck  von  constanten  Schen- 
keln liegt  der  unendlich  kleinen  Grundlinie  ein  unendlich  kleiner 
Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt. 

Denn,  macht  man  die  Grundlinie  oder  den  Winkel  an  der  Spitze 
beliebig  klein,  so  wird  durch  Verkleinerung  des  einen  auch  das  andere 
kleiner  als  die  beliebige  Grösse. 

Satz  VIH.  Zwei  feste  Gerade,  die  einzeln  mit  zwei  variabeln 
Parallelen  unendlich  kleine  Winkel  bilden,  sind  einander  parallel. 

Beweis.  AB  und  A'B'  seien  fest,  PQ  und  P^Q'  variabel,  aber 
beständig  einander  parallel  und  schneiden  erstere  in  A  und  A\  wo 
Winkel  BAQ  und  B'A'Q!  unendlich  klein  seien.  Man  ziehe  AC 
parallel  A'B'  und  mache  die  3  Strahlen  AB^  AC^  AQ  einander  gleich. 
Dann  ist  nach  Satz  VU.  Winkel  CAQ  =  B'A'Q'  auch  unendlich  klein, 
folglich,  wenn  man  B^  C,  Q  durch  3  Gerade  verbindet,  BQ  und  CQ 
nach  Satz  VII.  unendlich  klein,  daher  fallen  nach  Satz  VI.  die  festen 
Punkte  Bf  C  zusammen  und  AB  ist  parallel  A^B', 

Fundamentalsatz  der  Aehnlichkeitslehre  IX. 

Sind  in  einem  ebenen  Viereck  die  4*Winkel,  welche 
eine  Seite  mit  den  zwei  anstossenden  Seiten  und  den 
Diagonalen  bildet,  gleich  den  entsprechenden  4  Win- 
keln in  einem  andern  Viereck,  so  sind  auch  die  ent- 
sprechenden 4  Par  Winkel  in  beiden  gleich,  welche  die 
Gegenseite  mit  denselben  4  Geraden  bildet 
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Beweis.    In  den  Vierecken  ABCD  und  A^B'C^D*  sei 

Wkl.  BAC  =  B'ÄC-,        BAD  =  B'A'D' 
ABC  =  A*B'C'\        ABB  =  A'B'jy 

Von  den  Winkeln  BAD^  ABC  ist  wenigstens  einer  <  2R;  sei  also 
BAD<C,2K  Man  construire  eine  dreikantige  Ecke,  deren  Seiten- 
winkel sind  BAD  selbst,  BAE  »  BAD  und  der  beliebig  kleine  DAE. 
Die  Construction  ist  nach  Satz  IV.  möglich,  wofern 

Wkl.  DAE  <  4B.—  2.BAD 

Man  lege  das  zweite  Viereck  so  auf  das  erste,  dass  die  gleichen 
Winkel  bei  A  und  A*  sich  decken;  dann  ist  nur  zu  beweisen,  dass 
CD  parallel  C^D'  wird. 

Man  zeichne  in  der  Ebene  des  Winkels  BAE  die  Figur 
ABEB'E'  congruent  4BDB'D\  lege  eine  Ebene  durch  By  C,  E  und 
ihr  parallel  eine  andere  durch  B\  welche  AC  in  F  schneidet.  Dann 
ist  nach  Satz  I. 

B'F  parallel  BC  parallel  B'C 

daher  fällt  F  in  C\    Da  nun  ebenso  nach  Satz  I. 

CE  parallel  FE' 
80  ist  jetzt 

CE  parallel  C'E' 

Betrachten  wir  den  beliebig  kleinen  Winkel  DAE  als  unendlich 
klein,  so  sind  nach  Satz  VII.  auch  die  Geraden  DE  und  D*E'  un- 
endlich klein,  daher  nach  demselben  Satze  auch  die  Winkel  DCE 
und  D'C'E\  folglich  nach  Satz  VIII.  CD  parallel  C'D\  w.  z.  b.  w. 

Aehnlichkeit  der  Vielecke,  Proportionalität 
entsprechender  Strecken  und  Verhältnisse  von 

Flächenräumen. 

Definition  1.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  alle  von 
Seiten  und  Diagonalen  an  den  Ecken  gebildeten  Winkel  im  einen 
Vieleck  den  in  gleicher  Ordnung  entsprechenden  im  andern  gleich  sind. 

Satz  1.  Sind  zwei  Vielecke  einem  dritten  ähnlich,  so  sind  sie 
einander  ähnlich. 

Unmittelbare  Folge  der  Definition. 

Satz  2.    Congruente  Vielecke  sind  einander  ähnlich. 

Denn,  wenn  sich  die  Vielecke  decken,  decken  sich  auch  die  Dia- 
gonalen und  die  von  ihnen  und  den  Seiten  gebildeten  Winkel. 
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Satz  3.  Zwei  ähnliche  Vielecke  sind  einander  «ongrnent,  wenn 
eine  Seite  oder  Diagonale  des  einen  gleich  der  entsprechenden  des 
andern  ist. 

Beweis.  Man  teile  die  Vielecke  vom  einen  Endpunkt  der  gleichen 
Seite  oder  Diagonale  ans  durch  Diagonalen  in  Dreiecke,  dann  sind 
je  2  entsprechende  Dreiecke  einander  congruent  wegen  Gleichheit 
einer  Seite  und  zweier  Winkel,  zunächst  die  anliegenden,  dann  der 
Beihe  nach  alle  übrigen-,  folglich  sind  die  ganzen  Vielecke  congruent. 

Satz  4.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  die  Winkel, 
welche  eine  Seite  in  ihren  2  Endpunkten  mit  den  anstossenden  Seiten 
und  Diagonalen  im  einen  Vieleck  bildet,  den  entsprechenden  Winkeln 
im  andern  gleich  sind. 

Beweis.  In  den  Vielecken  ABC. . .  MN. . .  und  A!B*C\ . .  M'N\ . ., 
wo  die  gleichbenannten  Ecken  einander  entsprechen  mögen,  seien  die 
Winkel  bei  A  und  B  gleich  den  entsprechenden  bei  A*  und  B\ 
MN  sei  eine  beliebige  nicht  an  AB  anstossende  Seite.  Man  vollende 
das  Viereck  ABMN^  dann  sind  nach  Fund.  S.  IX.  die  4  Winkel, 
welche  MN  mit  den  Diagonalen  nach  A  und  B  bildet,  gleich  den 
entsprechenden;  statt  MN  kann  man  auch  jede  an  AB  nicht  anstos- 
sende Diagonale  setzen,  da  der  Beweis  depelbe  ist.  Demnach  sind 
alle  Winkel,  welche  irgend  eine  Seite  oder  Diagonale  mit  2  andern 
bildet,  gleich  den  entsprechenden.  Durch  diese  sind  alle  übrigen  als 
Summen  oder  Differenzen  mitbestimmt,  mithin  alle  Bedingungen  der 
Aehniichkeit  erfüllt 

Satz  5.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  2  Winkel 
des  einen  zweien  Winkeln  des  andern  einzeln  gleich  sind. 

Denn,  da  beide  Scheitel  immer  durch  eine  Seite  verbunden  sind, 
so  kann  mau  die  Scheitel  der  gleichen  Winkel  als  entsprechend  be- 
trachten und  findet  die  Bedingung  der  Aehniichkeit  nach  Satz  4.« 
desgleichen,  sofern  auch  der  dritte  Winkel  gleich  ist,  nach  Def.  1. 
erfüllt 

Satz  6.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  ein  Winkel 
des  einen  gleich  einem  Winkel  des  andern  ist,  und  die  ihn  ein- 
schliesssenden  Seiten  im  einen  und  andern  gleich  2  Par  entsprechen- 
den Seiten  ähnlicher  Dreiecke  sind. 

Beweis.  In  den  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  sei  Wkl.  BAC  = 
B'A'C.    Ferner  sei 

Dreieck  ABD  ähnlich  A'B'D' 
AC-=-AD\     ÄC'^AUJf 
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noch  CD  and  CD',  so  ist  aach 

Wkl  CAD  —  C'A'D' 
Dreieck  CAD  gleichschenklig, 

Wkl.  ADC"  A'D'C 

tel  A,  D  alle  Winkel  gleich  den  entsprecbendca  bei  A',  D\ 
LCh  Satz  4. 

Viereck  ABCD  ähnlich  A'B'C'D' 
Dreieck  ABC  ähnlich  A'B'C,  w.  z.  b.  w. 

tion  2.  Ans  2  Par  entsprechenden  Seiten  ähnlicher  Drei- 
tn  sich  {nach  Satz  6.)  ähnliche  Dreiecke  mit  beliebigem 
tischen  ihnen  bilden.  Zwei  Par  Strecken,  die  diese  Eigen- 
en, heissen  proportionirt.  Die  2  Par  Strecken  AB  and  A'B', 
\'C'  bilden  demnach  eine  Proportion,  geschrieben 

AB:A'B'  =  AC:A'C' 

Dreiecke  ABC,  A'B'C'  bei  Gleichheit  der  eingeschlossenen 
inander  ahnlich  werden.  Die  4  proportionirten  Grössen 
i  ihrer  Reihenfolge  die  Glieder  der  Proportion,  die  erste 
die  Vordergticdcr,  die  2to  nnd  4te  die  Hinterglieder. 

7.  Zwei  Par  Strecken,  die  einzeln  mit  einem  dritten  Par 
tion  stehen,  bilden  anch  mit  einander  eine  Proportion. 


B.  Die  2  ersten  Glieder  einer  Proportion  kann  man  mit 
:teii  vertanschen. 

ledentong  der  Proportion  bleibt  dabei  dieselbe. 

itiou  3.  Infolge  der  Sätze  7.  aad  8.  lässt  sich  die  TCr- 
I  Grössenbcziehnng  der  2  ersten,  wie  der  2  letzten  Glieder 
portion  als  eine  GrOsse  auffassen ,  nnd  beiast  als  solche  ihr 
s,  sofern  die  Proportion  die  Gleichheit  der  Verhältnisse 
nd  2  Vorbaltaisse  die  einem  dritten  gleich  sind,  nach  Satz  7. 
gleich  sind. 

9.  In  2  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Verhältnisse  aller 
prechender  Seiten  und  Diagonalen  einander  gleich. 

Is.  In  2  ähnlichen  Vielecken  mOgen  4  beliebige  Ecken  A, 
verbanden  darch  Seiten  oder  Diagonalen,  des  gleichnamigen 
',  D'  entsprechen.    Dann  ist 
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Dreieck  ABC  ähnlich  A'B'C\  und  BCD  ähnlich  JB'C'D', 

folglich 

ABiA'B'  «  BCiB'C  «  CD:  CD' 

gültig  für  je  2  Pare  entsprechender  Seiten  oder  Diagonalen. 

Satz  6.  infolge  der  Def.  2.  lautet:  Zwei  Dreiecke  sind  einander 
ähnlich,  wenn  ein  Winkel  des  einen  einem  Winkel  des  andern  gleich, 
und  die  die  gleichen  Winkel  einschliessenden  Seiten  proportionirt  sind. 

Satz  10.  In  einer  Proportion  kann  man  die  Vorder-  und  Hinter- 
glieder gleichzeitig  vertauschen. 

Die  Bedeutung  der  Proportion  hleit)t  dieselbe. 

Satz  11.  Durch  3  Glieder  einer  Proportion  ist  das  vierte  be- 
stimmt. 

Beweis.    Sei 

ABiA'B'  =  ACiA'C  =  ACiA'D' 
Wkl.  BAC-=^  B*A'C  «  B'A'D* 

dann  ist  nach  Satz  6. 

Dreieck  ABC  ähnlich  A'B'C  ähnlich  ÄB*D' 

Da  die  letztern  2  Dreiecke  die  Seite  A'B'  gemein  haben,  so  sind  sie 
nach  Satz  3.  einander  congruent,  folglich  A'C  «  A*D'.  Durch  Ver- 
tauschung gemäss  den  Sätzen  8.  und  10.  lässt  sich  das  4.  Glied  zu 
jedem  andern  Gliede  machen.  Demnach  gilt  das  vom  letzten  Gliede 
Bewiesene  von  allen  Gliedern. 

Satz  12.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  die  Seiten 
des  einen  zu  den  Seiten  des  andern  in  gleichem  Verhältniss  stehen. 

Beweis.    In  den  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  sei 

ABiA'B'  «  ACiA'C  ^  BCiB'C 

Man  schneide  auf  AB  die  Strecke  AD  =»  A'B\  auf  AC  die  Strecke 
AB  a»  A'C  ab,  und  ziehe  DE\  dann  ist 

Dreieck  ABC  ähnlich  ADE  nach  Satz  6. 
daher 

ABiAO  =="  BCzDE  oder 

AB :  A'B'  =-  BC:  DE 

m 

Dies  verglichen  mit  der  ersten  Proportion  giebt  nach  Satz  11. 

DE  —  B'C 
folglich  ist 
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Dreieck  ÄDE  congruent  A'B'C\  also  auch  ähnlich, 

daher  ABC  ähnlich  A'B'C  nach  Satz  1. 

Satz  13.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  alle  Seiten 
nnd  Diagonalen  des  einen  za  den  entsprechenden  des  andern  in 
gleichem  Verhältniss  stehen. 

Denn  dann  sind  nach  Satz  12.  alle  Dreiecke  den  entsprechenden 
ähnlich,  in  die  sie  durch  Diagonalen  geteilt  werden  können,  folglich 
alle  Winkel  den  entsprechenden  gleich. 

Definition  4.  Das  Verhältniss,  welches  ans  einem  andern  durch 
Vertauschung  des  Vorder-  und  Hintergliedes  entsteht,  heisst  dessen 
reciprokes  Verhältniss. 

Satz  14.  In  einer  Proportion  ist  das  Rechteck  aus  den  äussern 
Gliedern  gleich  dem  Bechtcck  aus  den  innern,  und  umgekehrt  stehen 
die  Höhen  gleicher  Kechtccke  im  reciproken  Verhältniss  der  Grundlinien. 

Beweis.    Sei 

ABiA'B'  ^ACiA'C 

Man  trage  die  2  ersten  Glieder  auf  dem  einen,  die  2  letzten  auf  dem 
andern  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ah,  und  verbinde  sämmtliche 
Endpunkte  mit  einander.    Dann  ist 

Dreieck  ABC  ähnlich  AB'C  nach  Satz  6.   daher 

Yfkl  ABC '^  AB' C    mithin 

BC  parallel  B'C   folgKch 

Dreieck  BCB'  «  BCC 

und  nach  Addition  von  ABC 

Dreiecfi  AB' C  — ABC 

Ersteres  ist  das  halbe  Rechteck  aus  A'B'  und  -4(7,  letzteres  aus  AB 
und  A'C\  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Sind  umgekehrt  diese  Rechtecke  gleich,  so  sind  es  auch  die 
Dreiecke  und  alle  vorhergehenden  Schlüsse  lassen  sich  umkehren, 
so  dass  schliesslich  die  anfängliche  Proportion  hervorgeht. 

Satz  15.  Die  äussern,  sowie  die  innern  Glieder  einer  Proportion 
von  Linien  kann  man  vertauschen. 

Folgt  unmittelbar  aus  Sat^  14. 

Satz  16.  Die  Grundlinien  zweier  Rechtecke  von  gleichen  Höhen 
verhalten  sich  wie  die  zweier  andern  ebenso  grossen  Rechtecke  von 
gleichen  Höhen. 
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Beweis.  Seien  g,  g'  die  Grundlinien  zweier  Rechtecke  von  ge- 
meinsamer Höhe  A,  und  ^j,  g^  die  zweier  andern  von  gemeinsamer 
Höl^e  hi\  überdies  sei 

Rechteck  gh  =»  gjij^ ;      g'h  «=  ^^'Äj 

dann  ist  nach  Satz  14. 

daher  nach  Satz  15. 

Definition  5.  Unter  dem  Verhältniss  zweier  Flächenstücke  ver- 
steht man  das  Verhältniss  der  Grundlinien  zweier  Rechtecke  von 
gemeinsamer  Höhe,  die  einzeln  jenen  Flächenstücken  gleich  sind. 

Satz  18.  Die  Rechtecke  aus  den  gleichnamigen  Gliedern  zweier 
Linienproportionen  stehen  in  derselben  Ordnung  in  Proportion,  und 
umgekehrt  folgt  aus  der  Proportion  von  4  Rechtecken  und  der  ihrer 
Höhen  die  Proportion  ihrer  Grundlinien. 

Beweis.    Sei 

g-g  =*  gi'gi\    ^'^'  *-  h'^W 

Man  bilde   die  Rechtecke  gh^  g^h\  g^h^  und  gx^h^'  und  verwandle 
gh'  in  ^"ä,  ^i'Äj'  in  gi%.    Dann  ist  nach  Satz  14. 

Vertauscht  man  hier   und   in  der  ersten  Voraussetzung  die  Innern 
Glieder,  so  findet  man: 

g-gi  '^  g-gi  ^  g'-gi" 

daher 

g-g'^^^gi-gi 

folglich  nach  Def.  5. 

ghig'h  ^gikt:gi\ 

oder,  nach  Substitution  gleicher  Rechtecke, 

ghig'h'  =-  gih-gih' 

gemäss  der  ersten  Behauptung.    In  diesem  Beweise  lassen  sich  alle 
Schlüsse  umkehren,  und  es  folgt  dann  die  zweite. 


Im  Vorstehenden  sind  reichlich  alle  Sätze  und  Definitionen  ent- 
halten, auf  Grund  deren  man  in  gewöhnlicher  Weise  alle  übrigen 
rein  geometrisch  herleiten  kann.  Die  Anwendung  auf  die  Messung 
hat  keine  Schwierigkeit.  Ebenso  kann  man  leicht  auf  den  Begriff 
der  Irrationalzahl  übergehen. 

TeU  LXII.  1 1 
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Proportionen  und  Aehnlichkeit,  abgeleitet 
aus  der  Flächengleicliheit. 

Definition  1.  Vier  Strecken  in  bestimmter  Roibenfolge  bilden 
eine  Proportion,  wenn  das  Bechteck  aus  der  ersten  und  4ten  gleich 
dem  Rechteck  aus  der  2  ton  und  3ten  ist. 

Folgerungen.  Die  Bedeutung  der  Proportion  bleibt  dieselbe, 
wenn  man  die  äussern  oder  die  innern  oder  die  äussern  mit  den 
Innern  Gliedern  vertauscht,  ferner  wenn  man  die  2  ersten  mit  den 
2  letzten  oder  beide  Pare  gleichzeitig  vertauscht. 

Satz  1.  Bildet  ein  Par  Strecken  mit  jedem  von  zwei  andern 
Paren  eine  Proportion,  so  bilden  letztere  mit  einander  eine  Proportion. 


Beweis.    Sei 
und  zwar 


Man  trage  die  Strecken  g^  g^^  g^  auf  dem  einen,  7i,  h^^  h^  auf  dem 
andern  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ab  und  vollende  die  Recht- 
ecke gh^  g^h^y  gji^.    Den  Proportionen  zufolge  ist 

Rechteck  gh^  =  gji ;    gh^  «=»  gji 

daher  nach  Subtraction  gemeinsamer  Stücke 

Rech  teck  g{h^  —  h)  ^  (g^^  —  g)h ;      g{h^  —  Ä)  —  (^r,  —  g)h 

Hieraus  folgt  nach  einem  bekannten  und  leicht  zu  beweisenden  Satze, 
dass  die  vierten  Ecken  der  construirten  3  Rechtecke  mit  dem  Scheitel 
des  rechten  Winkels  in  gerader  Linie  liegen,  und  hieraus  nach  dem 
umgekehrten  Satze,  dass 

Rechteck  flr,(Ä2— ä^)  «  (^2—5^1)^1 
daher  nach  Addition  des  Rechtecks  g^h^,  dass 

Rechteck  g^h^  =  gji^ 
ist,  mithin  die  Proportion  stattfindet: 

giihj^  ^g%\h 

Stehen  die  g  und  die  h  in  anderer  Grössenfolgo,  so  sind  nur  ihre 
Differenzen  entgegengesetzt,  und  die  Gleichungen  gelten  unverändert. 

Definition  2.  Infolge  dieses  Satzes  kann  man  die  Beziehung  der 
Strecken  ^,  h  als  Grösse  auffassen,  deren  Gleichheit  durch  die  Pro- 
portion definirt  ist;  in  diesem  Sinne  heisst  dieselbe  das  Yerhältniss 
von  g  zu  h. 
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Satz  2.  Die  Strecken,  welche  2  Farallelca  auf  den  Schenkeln 
eines  beliebigen  Winkels  begrenzen,  stehen  in  gleichem  Verhältniss, 
und  umgekehrt 

Beweis  (nur  möglich  mit  Hülfe  des  Fundamentalsatzes  IX.)  Die 
Parallelen  BC  und  DE  schneiden  in  ihren  Endpunkten  die  Schenkel 
des  schiefen  Winkels  BAC.  Auf  dem  zweiten  Schenkel  AF  des  rechten 
Winkels  BAC  seien  dieselben  Strecken  AF'^AC  und  AG  ^  AE 
abgetragen,  und  die  Geraden  BF^  DG,  CF,  EG  gezogen.    Dann  ist 

CF  parallel  EG  wegen  Gleichheit  der  corresp.  Winkel, 
BC  parallel  DE, 

folglich  nach  Fund.  S.  IX. 

BF  parallel  DG, 

Zieht  man  noch  BG  und  DF,  so  ist 

Dreieck  BFD  «  BIG,  also 
Dreieck  ADF «  ABG,  daher 
Rechteck  aus  AD,  AF  gleich  Bechteck  aus  AB,  AG, 

daher,  mit  Substitution  gleicher  Strecken, 

ABiAC^ADiAE 

Ist  umgekehrt  diese  Proportion,  nicht  aber  die  Parallelität  von 
BC,  DE  vorausgesetzt,  so  folgt  rückgängig,  dass  jDF  parallel  DG, 
und  in  Verbindung  mit  CF  parallel  EF,  nach  dem  Fund.  S.,  dass 
BC  parallel  DE  ist. 

Definition  3.  Zwei  Vielecke  sind  ähnlich,  wenn  alle  Seiten  und 
Diagonalen  des  einen  zu  den  entsprechenden  des  andern  in  gleichem 
Verhältniss  stehen. 

Satz  3.  Zwei  Vielecke,  die  einem  dritten  ähnlich  sind,  sind  ein- 
ander ähnlich. 

Beweis.  Den  Seiten  oder  Diagonalen  a,  b  im  ersten  Vieleck 
mögen  af,  b'  im  zweiten  und  a',  b"  im  dritten  entsprechen.    Dann  ist 

woraus : 

a:b  =  a":b"  =  a':b'  odor   a:a'  =  b:b' 

Diese  2  Par  Seiten  oder  Diagonalen  vertreten  alle  Parc,  daher  sind 
alle  Bedingungen  erfüllt. 

Satz  4.  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  zwei  Winkel  des  einen 
gleich  zweien  Winkeln  des  andern  sind. 


164  Hoppes  Rein  geometrische  Proportionalehre, 

Beweis.  Zunächst  folgt,  dass  anch  der  dritte  Wiiikel  ia  beiden 
gleich  ist.  Man  lege  die  Dreiecke  mit  einem  Par  gleicher  Winkel 
auf  einander,  so  dass  die  andern  Pare  correspondirende  werden ;  dann 
sind  die  Gegenseiten  des  erstem  parallel,  und  nach  Satz  2.  folgt  eine 
der  Proportionen,  welche  Bedingung  der  Aehnlichkeit  sind,  analog 
die  beiden  andern. 

Satz  5.  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  ein  Winkel  des  einen 
gleich  einem  Winkel  des  andern,  und  die  die  gleichen  Winkel  ein- 
schliessenden  Seiten  proportionirt  sind. 

Beweis.  Man  lege  die  Dreiecke  mit  den  gleichen  Winkeln  auf 
einander;  dann  sind  nach  Satz  2.  die  Gegenseiten  parallel,  daher  alle 
Wiukelpaare  gleich,  folglich  nach  Satz  4.  die  Dreiecke  ähnlich. 

Satz  6.  Zwei  ähnliche  Vielecke  sind  congruent,  wenn  ein  Par 
entsprechende  Seiten  oder  Diagonalen  in  beiden  gleich  sind. 

Beweis.  Selen  A^  J9,  C  drei  beliebige  Ecken  des  einen,  A\  B\  C 
die  entsprechenden  des  ähnlichen  Vielecks,  und  AB  =  A'B'.   Dann  \si 

Rechteck  aus  AB  und  A*C^  »  Rechteck  aus  AC  und  A'B' 

oder  aus  AC  und  AB 
folglich 

A'C  «  AC 

Analog  sind  alle  entsprechenden  Seiten  und  Diagonalen  beider  Viel- 
ecke gleich,  also  diese  congruent. 

Satz  7.  In  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Winkel  zwischen  ent- 
sprechenden Seiten  und  Diagonalen  gleich. 

Beweis.  Alle  Dreiecke,  welche  von  Seiten  und  Diagonalen  des 
einen  Vielecks  gebildet  werden,  sind  den  entsprechenden  im  andern 
Vieleck  ähnlich.  Seien  ABC  und  A'B*C*  zwei  solche  ähnliche  Drei- 
ecke.   In  einem  dritten  Dreieck  Ä'Bf'C*'  sei 

Ä'B"  =  A'B' ;     Ä'C"  «  A'C ;     Wkl.  g'Ä'C**  =  BAC 

Dann  ist  nach  Satz  4. 

Dreieck  Ä'Bf'C  ähnlich  ABC,  also  auch  ähnlich  A!B'C\ 

da  es  aber  mit  letzterem  2  gleiche  Seiten  hat,  auch  congruent,  folglich 

Wkl.  BAC^  ß'Al'C"  «  B'A!C' 

Das  Analoge  gilt  von  allen  Winkelparen. 


Alle  übrigen  Sätze  lassen  sich  nun  auf  gewöhnliche  Weise  rein 
geometrisch  herleiten. 


Hoppe:  Summation  einiger  Reihen,  \Q^ 


VIII. 


Summation  einiger  Reihen. 


Von 

R.  Hoppe. 


Das  Folgende  soll  durch  eine  Succession  von  Reihensummationen 
schliesslich  zur  Summation  einer  Doppelreihe  hinführen,  die  auch  als 
Entwickelungsformel  nicht  ohne  Anwendung  ist. 

Seien  a  und  h  heliebigo  Constanten,  r  und  m  ganze  Zahlen  ^0, 
und  r  <^  m;  dann  yerschwindet  offenbar  die  Grösse 

far  V  =  1.    Führt  man  die  angedeutete  Rechnung  durch  Entwickelnng 
nach  Potenzen  ans,  so  ergiebt  sich: 

A— 1» 

0  =  2;  (— l)*(TO)*(a+A4- 1)  (a+Ä+2) . . .  (a+A-fr) 
und  nach  Division  durch  r(a-\-r-\-l): 

»=o  A<»+*+l)A«+»*+i) 

gOltig  für  r  »  0,  1,  ...  m — 1.    Daher  ist,  wenn  man  jetzt  d  für  r 
schreibt, 
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^^^(-1)»  Wa na+h+1) 

eine  ganze  Function  mtcn  Grades  von  &,  welche  für  die  m  Werte 
&  ==  0,  1,  2,  ...  TO  —  1  verschwindet,  und  als  solche 

«^&(5  — 1)...(Ä  — l»+l) 

Zar  Bestimmung  der  Constanten  A  setzen  wir 

i=  — a— 1 

dann  verschwinden  alle  Terme  ausser  dem  ersten,  und  es  bleibt: 
woraus: 

(_l)m 


^  = 


r(a+m-f  1) 
Multiplicirt  man  nocli  mit  r(a -f- 1)9  so  lautet  unser  erstes  Resultat: 


^     ^^    (a  +  l)(a+2)...(a  +  m) 


(1) 


§.  2. 

Wir  geben  nun  a  und  b  zweierlei  Specialwcrte,  nämlich 

I.    «=-  — 1;    Ä«— Z— 1 
IL    a  =  i-,        i=  — z  — 2 

wo  Z  positive  ganze  Zahl  sei.    Dann  wird  die  Formel  bzhw.: 

*=«     .   2Z  +  12Z  — 1      2Z--2Ä+3       ^    Z4-lZ+2^     l+m 

£  (ffAj^  i ! e^  2»»»  — ' ' 

A=o     ^       1  3       •     2ä— 1  13       •2i»— 1 

*=~        2Z  +  12Z~-1      2Z  — 2A4-3  Z+2Z+3     Z+m-fl 

A-o^"^^*      3         5      •"     2Ä  +  1    /^^*     3        5     •••    2»i+l 

oder  nach  Ergänzung  der  natürlichen  Zahlenreihe  in  den  Factoren: 

*="•  m!(2Z+l)!(Z-fe)! c^^rnl(l+m)\ 

Ä=o  (w— ä)!(2Z--2ä+1)1Z!(2ä)1  (2m)!  ZI 

»=" ml  (21+2)1(1— h)l m!(i+m+l)! 

»ä  2(n.— A)!(2i-2A  +  1)!G+1)!(2A  +  1)!       ^     (2mH-l)!  (i+1)! 
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Multiplicirt  man  bzhw.  mit 

n  2a+l)! 


so  kommt: 


A=0 

JL 

A=0 

and  nach  Snbstitation  von  l^h  für  A: 

-£    (2/+l)2»+i(Ä)i-«  «  22«(/+m)/-« 

J    (2/+2)2A+i(Ä),Lm  =  22~+i(Z+m  +  l)«-« 
Zar  Yereinfachnng  sei  erst 

dann  wird  bzhw. : 

*j'(2Z+l)2*+i(Ä)»  -  2^'^H2l-k)x 

!f  \2i+2)2»+i(Ä)ik  «  22'+i-»(2i+l-A:)i 
h=k 

Jetzt  setzen  wir  bzhw. 

I.    2Z=-n+Ä; 
II.    2/+l«n  +  Jfc 

60  dass  I.  geraden,  IL  ungeraden  n-\-k  entspricht;  dann  werden  beide 
Gleichangen  übereinstimmend: 

*=— 

£    (n+ifc  +  l)2*+i(Ä)»  =  2«-»(n)t  (2) 

k=k 

gültig  für  alle  positiven  ganzen  Zahlen  n,  k. 

» 

§.  3. 

Mnltiplicirt  man  61.  (2)  mit 

(-2)K{k)„, 

and  summirt  nach  k  zwischen  den  weitesten  Grenzen  m,  n,  so  kommt ; 


j 


♦IT» 
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,_•!  +  » 

*=••  (— l)*2H(n)m(n~-m)H-^t  =i"^"'"  (— l)"-*2>'(n)m(n~m)t 
ftrrm  n+^  +  1  »=0  2n— A:  +  l 

=  2*(n)m     -S     (--l)»-»(n--m)jk/«?2»-»aw 
*=o  0 


\  /  "t  \  Ma^m 

(— l)*2'«(n)m/t^~(l  — -j         aiü 

1 
(— 1  )"•  2^  (n)m  /  tc»»+»  (1  —  tr)"-«»  3m7 

0 

^     i;    -«  W»  r(2n+2) 


das  ist 


*.-«+* 


§.  4. 

Maltiplicirt  man  61.  (3)  mit  ( — 2u)»-'"»'"  und  snmmirt  nach  m 
von  0  bis  n,  so  kommt  nach  Yertanschnng  der  Summationsfolge: 

f— 2)«  (n  !)»"=»     ,     ,    ,„  , 

»=M      ( ON»        ""    2  m=fc 

»=— * 

*=»(-2)»«««-*(t>-2»)*    5,2 

Dies  wieder  multiplicirt  mit  2-»»a:2»+i  un^  summirt  nach  n  von  0 
bis  00  giebt: 

»=00  (^2)H(n!)«    „    o„.i«f.~,      .       X     /«'N'"        r 
»1=0     (2n+l)I  m=:0  \2tt/ 

A=— 
H=flo  »=»  tiH-k  /-,  _  Ou)k  2 

2;  (-.i)i»a4JH+l  2;  r._r.         2    (n+Ä:+l)2*+i(Ä)« 

11=0  Ä=0      n-|-«-f-l       Ä=fc 

oder  nach  Snbetitution  von  &— n— 1  für  ä: 


1 
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nnd  nach  Yertanschung  der  Summationsfolgo: 
*=— 

und  nach  Sobstitntion  von  k — n — 1  fQr  n: 

i=3jSi L- £      (ifc)2A+l  i:(Ä)«(2tt~»)"(lM;)2*-2n-l 

WO  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  oder,  wenn  man  mit  Tilgung  der  geraden  h  darch  den 

Factor 

1 -(-!)* 

die  Werte  von  2ä-|-1  durch  A  vertreten  lässt: 

1=00  / 1  ^*-i  *=»-! 


^»=«  (-1)»-!^* 
A=l 


=  £  -—^^^{(ux  +  RY-inx-^B)^] 


Das  Product  von  Z&hler  und  Nenner  ist  «»  1-f-t^';  daher  lautet  das 
Resultat: 

^logi±Ä±^  (4) 


Ä  "  yi+ 


»^c* 
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§.  5. 

Um  Ton  Gl.  (4)  eine  Anwendang  zu  zeigen,  soll  das  Integral 


(5) 


berechnet  werden.    Man  hat,  wenn  man 

l  +  ttäB^+^f-ß 


w  =  log 
.setzt,  für  constantes  x  nnd  v: 


Vl+rx» 


du 
R 


Bio 

X 


B{u^-^R)  =  {nx>tt'»4-(2n  — l)tt»»-i--(ii--l)rtt*»-2}-^ 
also,  mit  Weglassong  der  Integrationsconstaäten : 

to 
nx^Sn  «=  w»»-iJB  — (2n— l)/SH-i  +  (n— l)t;ÄH-2 


(6) 


woraus  erbcUt,  dass  das  gesuchte  Integral,  bei  Trennung  des  alge- 
braischen und  logarithmischen  Teils,  die  Form  hat: 


w 


X 

Nach  Einführung  in  die  vorige  Gleichung  ergiebt  sich  ausser  einer 
Relation  der  jV,  die  wir,  wie  sich  zeigen  wird,  bei  Seite  lassen  kön- 

m 

nen,  die  folgende  Relation  der  qi 

«a?*^«  —  —  (2n  — l)gH-l  +  (n--l)vgn-2',      5o  =  1 
welche  erfüllt  wird  durch 


(-l)n        2 


«-  "  Wr  ,'?o^~)»(2»-2Ä:)H(ra,y 


(7) 


Dieser  Ausdruck  enthält  von  x  nur  Potenzen  mit  negativen  Ex- 
ponenten. In  gleichem  Falle  ist  offenbar  die  Entwickelung  von  N 
nach  GL  (6).  Demnach  sind  sämmtliche  Terme  des  Ausdrucks  von 
Sn  für  sehr  kleine  x  so  gross,  dass  die  numerische  Rechnung  so  gut 
wie  unmöglich  wird.  Sei  z.  B.  « =  0,000  001 ;  t>  =  1 ;  die  obere 
Grenze  der  u  auch  »  1 ;  dann  ist  ^h  <C  l«  besteht  aber  aus  Tennen 
>•  1012«»;  man  würde  folglich,  um  S,o  auf  6  Stellen  zu  finden,  jeden 
Term  auf  126  Stellen  berechnen  müssen. 
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Das  vorliegende  Integral  ist  demnach  ein  Beispiel,  wo,  ungeachtet 
dass  der  genaue  allgemeine  Aasdruck  in  ziemlich  einfacher  Gestalt 
bekannt  ist,  doch  bei  der  numerischen  Berechnung  zur  Kcihon- 
CDtwickelung  geschritten  werden  muss. 

Hierzu  dient  die  61.  (4),  welche  -^  durch  eine  nach  steigenden 

Potenzen  von  x  fortschreitende  Bcihe,  mit  positiven  Exponenten  be- 
ginnend, darstellt  Da  nach  (5)  Sn  für  2;  »  0  einen  endlichen  Wert 
hat,  während  alle  Terme  von  N  bei  verschwindendem  x  unendlich 
gross  werden,  so  folgt,  dass  sich  N  vollständig  gegen  die  sämmtlichen 

Terme  mit  negativen  Potenzen  in  qn—  hoben  muss,  dass  man  also 

X 

w 

nur  das  Product  qn—  nach  Potenzen  von  x  zu  entwickeln,  und  alle 
jene  Terme  wegzulassen  braucht 
Nun  ist  nach  Gl.  (4)  (7) 


5"ä  =  l2i^\iw*(2n-2Ä.)n(^^^^  X 

io    (2A+1)1    "^Jo^'+'^-W 
Setzt  man  k — k  für  h  und  m — k  für  m,  so  kommt: 

S  •=  1^"  AH(2n-2*V*IVl)»-»(«^)*  X 

(2A-2i+l)!  ;f /''+»«- 2*)«-*  [Yu) 
und  nach  Yertauschung  der  Summationsfolge : 

qnUf        (—1)"*=* 


xR       ißx*)^ 


1=00  »n=A  /  «•  \m 

2:  (-.  2«x«)*  JS    (-)   Mn^, 

k=0  i»r=0  V*«/ 


^-'*'-  «*^(- D* 00» (2n -  2k)n (Ä +m - 2*V-t  ^2k^^^2k  +  l)\ 
Der  obigen  Bemerkung  zufolge  muss  dann 

sein,  wfthrend 


■^^ —  =  ^(--l)»(«.)ii' 
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als  in  X  stetiger  Teil  übrig  bleibt. 

Zur  Snmniation  des  Ausdrucks  der  M  lässt  sich  eine  bekannte 
Formel  anwenden,  die  man  leicht  folgenderweisc  gewinnen  kann. 
Für  f»  «-  0  ist 

8^.(1  — «•«)"•     *=~ 

Die  Linke  ist  =  0  für  r  <  m.  Setzt  man  für  r  nach  einander  0, 
1,  2,  ...  m — 1,  multiplicirt  jede  Gleichung  mit  einer  beliebigen  Gon- 
stanten  und  addirt,  so  ergiebt  sich: 

2:(-l)»{m)»9;(Ä;)  =  0  (8) 

JbsO 

WO  ip  eine  beliebige  ganze  Function  von  niederem  als  mtem  Grade 
bezeichnet. 

Zunächst  schreiben  wir  die  gegebene  Gleichung  wie  folgt: 

Mn,X^n,m  =  ^  (-l)»(m)*(Ä-|-«  -  2Ä;+m)m|>  (9) 

1:=0 

__  (n— 2ifc+l)(«— 2ät4-2)  .,.(n—2h+h)  (wlc+l){n—h+2)  ...(n— Jb+A) 
^  "~  (2n— 2iH-l)  (2n— 2ä:+2)  ...  (2n— 2ifc+2Ä-f  1) 

Als  Function  von  k  ist  der  Zähler  des  letzten  Ausdrucks  vom  Grade 
2A,  der  Nenner  vom  Grade  2h'\-l\  daher  erhält  man  nach  Zerlegung 
in  Partialbrüche: 

(n+^-1)  (n+fi-2) ...  (n+fi~  A)  (2-^)  (4-ft) ...  (2A-ft) 
/'^  -  1—  i;  2*(fi— 1)  1  (2Ä4-1— f») ! 

Dies  in  Ol.  (9)  eingeführt  giebt: 


(10) 


Entwickelt  man  den  letzten  Zähler  nach  Potenzen  des  Nenners,  so 
kommt: 

(Ä-fn  — 2ib+mV  —  {(2n— 2Jk+f»)-f  (Ä— n  — fi+m)}« 

«  (Ä— n  — ^+i»)«+g)(Ä:)(2n-2Jfc+fi) 
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WO  (p(k)  eine  ganze  Function  (m — l)ten  Grades  ist,  so  dass  der  zweite 
Teil  nach  EinfQbrnng  in  (10)  zufolge  der  Gl.  (8)  verschwindet.  Jetzt 
geht  Gl.  (10)  tther  in 

Qfi  «  P/i(Ä— n— ^  +  m)m 

,     .  .„+1  (n+^-l)(n+fi--2)...(n+fi^A-m)(2^ft)(4-M).>(2A-f*) 
^^     ^^  2*i»!(ft— 1)!(2Ä+1— ^)I 

^I'r2n-^fi-i  fi^lYsr  «  (— l)«»/r2"+A'-2«-l(l~r«)«8r 

r(„-m+5)  r(«+i) 

«  (—1)«  -^^ ^ 

2r(n+l+|) 

(— l)«»w! 


2(n  +  5)(n-l  +  ^)...(n-m+|) 

(— l)**2*»wl 

""  (2«+f4)(2n+ft— 2)...  (2»+^— 2m) 

das  ist 

/     ..^^  ^f""^-^}    ^x     ,(2  — 1»)(4— |ä)...(2A  — tt)  _ 
3fi..H.,.  =  (-l)*2--*    £^  (-^)^-^\^-!iV.(2r+l-~^)!     X 

(n+^-~l)(n4-^  — 2)...(n+ft— A--m) 
(2«-j- fi)  (2n4-f*  — 2)...  (2»+fi  —  2m) 

Da  die  Tenne  f&r  gerade  ft  verschwinden,  so  kann  man  2ft-f-l  ^ 
m  setzen  und  erhält  nach  einigen  Reductionen: 


J«..*+n,m  -^-i^^^i £^-iy(h)f,    X 


(n+2ji*)(n  +  2ft— l)...(n+2ft— &— m+1) 
(2n + 2f4  4- 1)  (2n + 2/*  —  1) ...  (2»+ 2fi  —  2m-f  1) 

Demnach  lautet  die  Entwickelung  von  -j^Sn  nach  Potenzen   von  x 
und  VI 


■*; 
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^/-^  -  ""io  V-  i,    (ü)   .fo^-^^^'^^"  X 

(n4-2|ii)(n4-2ft  — l).,.(n+2fi— ^— m+l) 
(2n+2fi+l)(2n  +  2fi-l)...(2n+2^  — 2i»+l) 

Bis  zu  2.  Potenz  von  a;  erhält  man; 

rJ      R    "*  ****n»=o  \«/    (2n+l)(2»  — l)...(2n  — 2iii+l) 

J_l  H+l    ^^=:^+i/A"»  (  n(n-->l)...(n-~«i) 

"•"*"*       ''mfo    W     \(2n+l)(2»-l)...(2u-! 


(11) 


2to+1) 

(n+2)(n+l)...(n->m+2)      \ 
(2»  +  3)(2n+l)...(2n  — 2iii4-a))  '^"-         ^     ^ 

Die  Klammer  unter  einem  Nenner  vereinigt  giebt: 

n(n-l)...(«— m+2)(m+l){(2n+3)m— 2(n  +  l)»} 
(2n  +  3)  (2»+ 1) ...  (2n  -  2«»  + 1) 

woraus  ersichtlich,  dass  sich  für  höhere  Potenzen  von  x  der  CoefBcient 

von  (-)  nicht  als  Monom  darstellen  lässt 
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IX. 


Sur  une  classe  particuliere  de  courbes  gauches 
unicursales  du  quatri^me  ordre*). 


Par 

P.  Appell. 


a 


(1) 


Soit  une  courbe  gaache  unicarsale  da  qnatri^mc  ordre  dont  les 
G0ordonn6es  s'expriment  en  fouction  d'un  parametre  X  de  la  fa^on 
saiYante: 

ak^+ßk^+yk^  +  dk+z 

A  nn  point  de  la  courbe  correspond  uno  seule  valeur  du  parametre 
k  et  rt&ciproquement  Consid^rons  trois  poiuts  de  la  courbe  corre- 
spoudant  aux  valeurs  iti,  A,,  A3  des  parametre;  le  plan  de  ces  trois 
points  coupe  la  courbe  en  un  quatri^me  point  A4  parfaitement  d6ter- 
min6,  et  fl  y  a  r6ciprocit6  entre  les  quatre  points.  Les  quatre  valeurs 
^19  ^9  As,  A^  du  parametre  sont  donc  li^es  par  une  relation  de  la 
forme  suivante: 

(2)  aAiA^AjA^^  KAxA,A3+ A,A,A4+  AjA^A^ + A^A^A,) 

+c(A,A,+A,A3+A,A,+A,A3+A,A4+A3A4)  +  rf(Ai+A,+A,+A4)+/«0 


*)  Voir  „compte^  rendns  Iß  d^cembre  1876.** 


l 

i 
kl 

r 


F 


.^ 
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Yoici  commeDt  on  peut  exprimcr  les  coefficicnts  a,  b^  e^  d^f  qni 
entrent  dans  cette  rclation  (2)  en  fonction  des  coefficieuts  des  6qiia- 
tions  (1).    Coupons  la  conrbe  par  le  plan* 

lx'\'my'\-nz'\'p  =  0 

Los  valeurs  du  param^tre  correspondant  anx  qaatre  points  d*inter- 
section  de  ce  plan  et  de  la  conrbe  sont  les  racines  de  I'^quation 

A*(M  4-  inil'+  nA'''\'pa)  +  X^(IB + mB'+  nlT'+pß) 
+  k*{lC+  mC'+  nC"+py)  +  1(ID'\-  mZ>'4-  niy'-^pd) 
+  (/£;+ mJS;'+n£r+pO  «=  0 

Appclons  iS|  la  sommo  des  raciues,  Sf  la  somme  de  leurs  produits 
denx  k  dcnx,  S^  la  somme  de  lenrs  produits  trois  k  trois,  S^  leur 
prodnit,  et  posons 

lA+mA'']-nA'''\'pa  «  2» 
nous  avons  les  relations  suivantcs 

IB + mB'+  nB"+  pß  ^  —  qS^ 

lC+mC'+nC"+pY^  qS^ 
ID-^mD'+niy'+pd  ^—qSi 
IE+ mE'+n£f'-}-ps  =      qS^, 

d'on  Ton  d^duit  par  l'^limination  des  indetennin6es  ^  m,  n,  j>,  q  la 
relation 

A  A'  A"  a        1 

B  B'  B"  ß  — iS, 

C  C  C"  Y        Sg    «0 

D  D'  ly'  6  — iSg 

qui  est  bien  de  la  forme  (2).  On  voit,  d'apr^s  cela,  quelles  sont  les 
yalenrs  des  coefficients  qui  entrent  dans  la  relation  (2).  C'est  cette 
relation  qnl  va  nons  servir  k  d^montrer  les  propri6tes  que  nous  avons 
en  Yue. 

II  existe,  comme  il  est  counn,  nne  infinit^  de  droites  s'appnyant 
en  trois  points  snr  la  conrbe;  cela  r^sulte  de  ce  qn'il  7  a  une  in- 
finit^ de  systdmes  de  yalenrs  de  A^,  A,,  l^  tels  qne  le  point  A4  qni 
est  dans  le  mSme  plan  qne  les  points  A^,  A^,  A3  soit  ind6termin6. 
Ces  valcnrs  de  A,,  A,,  A,  sont  ccllcs  qni  satisfont  anx  denx  ^nations 

(3J         WiA,A3+c(AiA,+A,A,+  A3A,)4.d(A,+A,+A3)+/-  0 
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Une  de  ces  valenrs.  l^  par  exemplo,  ^tant  choisi  arbitrairement,  les 
denx  autres  sont  d^termiD^es  par  les  ^quations  (3)  ou  par  r^qnation 
du  second  degr6  cn  l 

^qoation  dans  laquelle 

p  ^=z  l^ — ac^        q^  =^  bc  —  adj        r '=  c^  —  bd 
s  =  c* — af,        t  «  cd—h/y        u  =»  d^--cf 

Ainsi,  par  chaque  point  A3  de  la  coarbe,  il  passe  une  droite  s'appay- 
ant  en  denx  antres  points  k^  et  X^  snr  la  courbe.  Si  la  eourbe 
possede  nn  point  double  dans  Tespace,  ces  deux  valeurs  A^  et  k^  du 
param^tre  qni  donnent  les  dcux  points  de  la  courbe  en  ligne  droite 
avec  un  point  quelconque  A3  devront  ^tro  les  inemes  quel  que  soit  A3, 
puisque  ces  valeurs  sont  6videmment  les  denx  valeurs  du  param^tre 
correspondant  an  point  double.  Pour  que  la  courbe  alt  un  point 
double  il  faut  donc  que  les  deux  racines  de  T^quation  (4)  soient  in- 
d^pendantes  de  A3,  c'est  k  dire  quo  Ton  ait 

q       8       t 
p"^  q^  r 

r        t        u 
p        q        r 

Ces  conditions  necessaires  sont  süffisantes  pour  que  la  courbe  ait  un 
point  double.  Dans  ce  cas  Thyperboloide  que  forment  en  g^n^ral  les 
droites  s'appuyant  en  trois  points  sur  la  courbe  sc  r6duit  ä  un  cöne 
du  second  ordre  ayant  son  sommet  au  point  double. 

n  y  a  sur  la  courbe  quatre  points  oü  le  plan  osculateur  est 
stationnaire  c'est  ä  dire  coupe  la  courbe  en  quatre  points  confondus. 
Les  valeurs  du  param^tre  correspondant  h  ces  quatre  point  sont 
donnees  par  l'equatiou 

(5)  aA*+4&A3+  6a«+4rfA-f  /  ==  0 

obtenue  en  faisant  dans  la  relation  (2) 

Aj  =  Ag  »  A3  =  A^  =  A 

Mais  laissons  de  cot6  ces  consid6rations  g^n^rales  pour  arriver  ä 
l'objet  de  ce  memoire  qui  est  Tetude  des  courbes  gauches  unieursales 
du  quatri^me  ordre  dont  les  tangentes  fönt  partio  d'un  complexe  de 
droites  du  premier  ordre.  Et  d'abord  chercbons  quelles  sont  les  con- 
ditions necessaires  et  süffisantes  pour  que  les  tangentes  de  la  courbe 
repr^sent^e  par  les  ^quations  g^n^rales  (1)  fassent  partie  d'un  com- 
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1  •  plexe  liii^aire.     J*ai  inontr6  dans  un  article  pr6cedent   (Tome  LX. 

i  page  274.)  quo  pour  toutcs  les  courbes  dont  les  tangentes  fönt  partie 

^  d'uu  complexe  lin^aire  le  d^terminant 

dx      dy       dz 
d^x     d^y     dh 
d^x     d^y     dh 

^  est  un  carr6  parfait;  d'oü  il  r^sulte  que  pour  une  pareille  courbe, 

^'  l'equation  qui  donne  les  points  oü  le  plan  osculatcur  est  stationnaire 

i;k  n'a  que  des  racines  doubles.    Ainsi,  dans  le  cas  actucl,  il  fant  que 

v^  r^quation  (5)  n'ait  que  des  racines  doubles,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

b-                            .«                                         «        2^2       bf       ad 
%■  (6)  3c =  7=T 

•*'■■ 

V  Ces   conditious   n^cessaires  sont   süffisantes   commc  il  r^sultera  de 

I  r^tudd  des  propri^ti^s  des  courbes  pour  lesquelles  elles  sont  satisfaites. 

;  Si  les  relations  (6)  ont  lieu,  les  quatre  points  de  la  courbe  oü  le 

plan  osculateur  est  stationnaire  sont  coufoudus  doux  k  deux;  les  deux 
points  I  et  I',  avec  lesquels  ces  quatre  points  viennent  se  confondro 
deux  ä  dei|x,  sont  des  points  simples  en  cbacun  desquels  la  tangente 
a  trois  points  confondus  communs  avec  la  courbe.  Soiout  k'  et  l" 
les  deux  valeurs  du  param^tre  correspondant  ä  ces  deux  points  I  et 
I',  c'est  ä  dire  les  deux  racines  doubles  de  requation  (5);  si  Ton  sub- 
stitue  au  parametre  X  le  parametre  fi  li^  a  A  par  la  relation 

les  expressions  (1)  devricndront  des  expressions  rationnelles  du 
quatri^me  degr6  eu  fi,  et  les  deux  racines  doubles  de  l'equation  du 
quatrieme  degre  en  ^  correspondant  ü,  requation  (5)  seront  ^  =*  0, 
11  =  CO,  Do  sorte  que  par  l'effet  de  cctte  Substitution  requation  (5) 
80  r6duit  k 

c'est  ä  dire  que  les  nouvelles  valeurs  des  coefficients  a,  bj  rf,  /  sont 
nulles,  et  que  la  relation  fondamentale  (2)  entre  les  valeurs  du  para- 
metre correspondant  ä  quatre  points  dans  un  memo  plan  se  r^duit  k 

d'oü  il  r6sulte  que  le  terme  en  fi^  manque  dans  les  expressions  de 
or,  y,  z  eu  fonction  de  fi;  ces  expressions  seront  donc  de  la  forme 


(9) 
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z  = 


«i^*+l5if*^+V+«i 


Tello  est  donc  la  forme  sous  laquelle  on  peut  mettrc  les  ^quations 
de  tonte  conrbo  unicursale  du  quatri^me  ordre  pour  laquelle  la  rela- 
tioDS  (6)  6ont  satisfaitcs. 

Je  Tais  maintenant  eutreprcndre  une  etude  dircete  de  la  courbe 
repr6sentee  par  les  ^quations  (9).  En  chassant  les  d^ncrminateurs 
dans  les  6quations  (9)  uous  obtenous  trois  ^qnations  que  nous  pou- 
vons  considerer  comme  des  equations  du  premier  dcgrc  aux  inconnues 
fi*,  ^3,  fi.  En  r^solvant  ces  equations  par  rapport  h  ces  inconnues 
nous  aurons 

-y  __  y  _  Z_  r 

fi*  ~  ft»  ~  ft """  1 

A*,  Y^  Z^  T  itamt  trois  fontions  unfaires  des  coordonn^es  or,  ^,  z, 
Nous  savons  d^jä  que  les  valeurs  du  param^tre  fi  correspondaut  k 
quatre  points  situ^s  dans  un  meme  plan  v^rifient  la  relation  (8). 
Sopposons  maintenant  que  Ton  veuille  d'un  point  fi  de  la  courbe 
mencr  des  plans  osculatenrs  ä  la  courbe,  seit  /li'  le  parametre  d'un 
des  points  de  contact;  pour  avoir  la  relation  qui  lie  [i  et  fi',  il  faut 
faire  dans  la  relation  (8)  fi^  =  fi, 

f*2  =  f*8  ==  f*4  ==  f*' 

ce  qui  donne 

^'(fi  +  fi')«0 

Cette  ^quation  en  fi'  poss^de  deux  racincs  ind^pendantes  de  fi,  ä 

savoir 

^'  =  0,         fi'  =  00 

racines  qui  correspondent  aux  plans  men^s  par  le  point  fi  et  les  tan- 
gentes  d  la  courbe  aux  points  I  et  I' :  il  etait  Evident  a  priori  que 
Ton  trouverait  ces  deux  plans  attcndu  que  la  tangente  en  Tun  des 
points  I  ou  I'  a  trois  points  confondns  communs  avcc  la  courbe. 
Ces  deux  Solutions,  qui  no  correspondent  pas  it  de  veritables  plans 
osculatenrs,  etant  6cart6e8,  il  n*en  reste  plus  qu'une  donn^e  par  la 
relation 

(9)  ^+^'=0 

Ainsi  d'un  point  fi  on  ne  peut  mener  qu'un  plan  osculateur  k  la 
courbe  et  le  parametre  fi'  du  point  de  contact  de  ce  plan  est  116  ä 
fi  par  la  relation  (9).  Comme  cette  relation  est  sym6trique  en  fi  et 
fi',  on  voit  que,  r6ciproquement,  le  plan  osculateur  qu'on  peut  mener 

12» 
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da  point  n'  k  la  courbe  a  sod  point  de  contart  an  poiot  ft.  La  re- 
lation  ((-|-/i'  =  0  exprime  quo  les  qaatre  points  fi,  fi',  I,  I'  aont 
daoB  an  mSoie  plan. 

Snpposons  iDaiDteoant  qne  I'on  ait  sar  la  courbe  qnatre  pointa 
f*])  fi)  ftfl)  f*t  v^rifiant  la  relation  (8),  et  cherchoDS  l'äqaation  dn 
plan  des  qnatre  points.    Soit 

lX+my+nZ+pT=0 

cctte  ^qnation;  les  valeura  |u„  pt,  ft^,  ft«  sont  les  racines  do  l'^quation 

Zf»*+inft*-)-nft-[-p  ^  0 


ot  rfqaatiou  du  plan  des  qnatre  points  est 

{10)  X—SiY~S3Z-i-SiT=0 

Gelte  ^quation  (10)  nons  donne,  comme  cas  particulier,  l'^quation  dn 
plan  oscnlatenr  an  point  do  param^tre  ii'.  Soit  ft  le  point  oä  le 
plan  osculatenr  cn  fi'  coape  la  conrbe,  ou  a 


Les  param^trcs  correspondant  anx  quatre  points  d'intersection  du 
plan  oscalatenr  avec  la  conrbe  sont  donc 

(»1  -=■  —  (*',         (»»  —  fs  "  f**  -=  f' 
et  r^quation  de  co  plan  est,  d'aprös  (10) 

(11)  z— 2p'r+2^'äz— (*'*r=  0 

Soieut  X\  y,  Z\  T'  leg  coordonn6es  d'un  point  de  l'espace,  les 
Talenrs  dn  param^tre  correspondant  aux  points  de  contact  des  pluis 
OBcalatenrs  raenSs  de  ce  point  h  la  coorbo  sont  les  racines  de  l'fqaa- 
tion  dn  qnatriäme  degr6 

(12)  i'  — 2fi'r'  +  2fi'>Z'  — f('*r'  =  0 

Donc,  d'nn  point  de  l'espace  on  pent  moner  qaatre  plans  oscnlatenn 
ä  la  courbe;  comme  le  terme  en  (i"  manque  dans  r^qnation  (13), 
les  quatre  points  de  contact  de  ces  quatre  plans  sont  dans  nn  memo 
plan.  Cberchons  rdquation  de  ce  plan.  Soient  Sj',  S^',  S^'  la  aomnie 
des  racines  do  l'^quation  (13),  la  somme  do  leurs  produits  trois  i 
trois,  leur  prodnit;  l'^quation  cherch^e  sera  d'apres  (10) 

XSi'Y—St'Z-\-St'T='0 
c^est  k  dire 
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(13)  Xr'  —  rX' + 2  (ZY^  -^  FZ')  =  0 


car 


CT    /  Ol  O   f 


Oa  voit  d'apres  J'^quation  (13)  que  le  plan  P  dos  quatre  {fbints  de 
contact  des  plans  osculateurs  men^s  d'an  point  Af  ä.  la  coarbe  passe 
par  CO  point  Jf;  en  effet  requation  (13)  est  v6rifi6o  par 

X  =  X\     Y=Y\    Z=Z\     T^T' 

On  voit  de  plus  que  le  plan  (13)  n'est  autre  quo  le  plan  polaire  da 
point  (X\  F\  Z\  T')  dans  un  certain  complexe  Unfaire.  L'6qua- 
tion  (13)  dans  laquelle  on  remplacerait  -X,  F,  Z,  T  et  X\  Y\  Z\  T' 
par  lenrs  expressions  Unfaires  en  fonction  des  coordonn^es  cartä- 
siennes  or,  y,  z^  'x\  y\  s'  donnerait  l'^quation  de  ce  complexe  bous 
la  forme  sous  laquelle  Plttcker  a  donn6  requation  g6n6rale  des  com- 
plexes  lin^aires. 

n  est  ainsi  d^montr^  que,  si  les  conditions  (6)  sont  remplies, 
las  tangentes  ä  la  courbe  du  quatrieme  ordre  fönt  partie  d'un  com- 
plexe Unfaire,  et  Ton  a  le  moyen  de  trouver  T^quation  de  ce  complexe. 

Yoyons  maintenant  ce  que  sont  par  rapport  ^  la  coarbe  les  plans 
ayant  par  ^quations 

X«0,     F=0,    Z=-0,     2'=0 

Le  plan  JT  =  0  coupe  la  courbe  en  quatre  points  confondus  avec  le 
point  I  (ft  =  0) ;  le  plan  r  =  0  coupe  la  courbe  en  quatre  points 
confondus  avec  le  point  I'  (fi  ==  oo).  Le  plan  F=  0  coupe  la  courbe 
en  trois  points  confondus  avec  I  et  au  point  I' ;  il  est  d^termin^  par 
la  tangente  en  I  et  le  point  T ;  de  meme  le  plan  Z  =  0  est  d^ter- 
min^  par  la  tangente  en  I'  et  le  point  I.  Les  ^quations  de  la  tan- 
gente en  I  sont 

X=-0,     F=0 

Celles  de  la  tangente  en  I' 

Z  =-  0,    r  =  0 

On  voit,  que,  comme  nous  l'avons  dit,  la  tangente  en  I  a  trois  points 

confondus  communs  avec  la  courbe,  en  remarquant  qu'an  plan  quel- 

conque 

jf-{-Ä:F=0 

passant  par  cette  tangente  coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus 
avec  le  point  I;  on  verrait  de  memo  que  la  tangente  en  I'  a  trois 
points  confondus  communs  avec  la  courbe. 
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Pour  terminer  je  me  borne  k  enoncer  la  propri6t6  suivante  qui 
se  d^dait  facilement  des  th^or^mes  pr^c^dents: 

Si  Ton  prend  la  perspective  sur  nn  plan  de  la  coorbe  da  qua- 
tri^me  ordre,  le  point  de  vue  ^tant  nn  point  de  la  droite  I  I',  on 
obtient^nne  cpnrbe  plane  unicursale  dn  qnatri^me  ordre  dans  laqnelle 
los  six  points  d'inflexion  coincident  deux  k  denx  avec  les  trois  points 
donbles ;  d'un  point  de  cette  courbe  plane  on  pent  mener  qnatre  tan- 
gentes  ä  la  courbe;  les  quatre  points  de  contact  de  ces  tangentes 
sont  en  ligae  droite;  lorsque  le  point  d'oü  Ton  m^ne  les  tangentes 
d^crit  la  courbe,  la  droite  des  points  de  contact  enveloppe  nne  co- 
nique  conjugu^e  par  rapport  au  triangle  des  points  doubles  et  in- 
scrite  dans  Thexagone  des  taugentes  d'inflexion. 

La  lemniscate  est  un  cas  particulier  de  ces  courbes  planes  da 
quatri^me  ordre. 
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X. 


Sur  les  fractions  continues  p^riodiques. 


Par 

P.  Appell. 


Etant  donn6c  la  fraction  continue  periodique 

je  mo  propose  do  cherchcr  Texpression  de  la  valeur  de  la  n*«"®  re- 
daite  en  fonction  do  n  et  des  quantit^s  u^^  ««s,  •••  t^p-  Soient  Fn  et 
Qu  le  nnm^rateur  et  le  d^nominateur  de  cette  r^duite,  on  a 

Pn  =  U„  Pn-l  -\-  Pn-2 
^^^  Qn  =  UnQn-l  +  Qn-2 

avec 

(2)  Mn+p  =*  Un 

Les  denx  eqnations  (1)  montrent  que  Pn  et  Qn  sont  des  integrales 
particnliöres  de  T^quation  aox  differences  ünies 

(3)  Xn  =  UHXn^l-\'Xn-2 

dans  laqnelle  un  satisfait  k  la  relation  (2) ;  de  sorte  qne  la  resolution 
du  Probleme  propos6  revient  ä  rint^gration  de  cette  ^qnation. 

Avant  d'aborder  le  cas  le  plus  g^nöral,  considdrons  quelques  cas 
particuliers.  Le  cas  de  p  ^  1  n'offre  aucune  difficultö;  up  est  alors 
une  constante  u^,  et  Fint^grale  generale  do  r^quatlon 

Xn  =*  Mj  X»— 1 -f- Xn-2 
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s'obtieut  d'apr^s  nne  th^orie  connue  en  posant 

a  et  6  6tant  les  racines  de  l'^quation  da  second  degrd 

«' — u^x — 1  =  0 

et  -4,  B  des  constantes  arbitraires.  Pour  avoir  P»,  il  faut  determiner 
les  constantes  arbitraires  de  fagon  quo  -X^  =  1,  JT,  =  Uj  et  pour  avoir 
Qn  il  faut  determiner  ces  constantes  de  fa^on  que  -X^  «  0,  Jr^  =  1. 
On  sait  en  effet  que  dans  la  suite  des  r^duites  on  a  P^  »  %,  Qi  *=  1 
et  que  Ton  peut  poser  P^  «  l,  Qo  =  0.    Ayant  ainsi  les  expressions 

Pn 

de  Pfi  et  Qn  on  aura  Texpression  de  la  valeur  de  la  »»«™«  r^duite  77-- 
Seit  maintenant  p  =  2.   Alors 

Un+2  =  Un 

et  par  cons^quent 

U2m  ==  Wj,       W2m+1  =  t*i 

On  a  donc  d'aprös  Töquation  (3) 

X2m  «=  M2-3r2m-l-f"-^2m— 2 
^2m^l  «==  %-3r2m-2-j--3r2w-3 
X2m-2  =  «*2-X2m-3-|"-X2m-4 

Si  entre  ces  trois  ^quations  nous  ^liminons  les  X  k  indices  impairs 
X2m-i  et  X2m-3  uous  obtonous  la  relation 

(4)  X2m  —  (2  +  %W2)-^2m-2+ ^2m-4  =  0 

qui  lie  trois  X  k  indices  pairs  cons^cutifs.  La  memo  relation  a  lien 
entre  trois  X  k  indices  impairs  consöcutifs;  en  effet  les  6quations 
qu'il  faudrait  considerer  pour  obtenir  cette  relation  se  d^duisent  des 
^quations  qui  ont  servi  ä  former  la  relation  (4)  par  le  changement 
de  2m  en  2m-\-l  et  la  permutation  de  u^  et  w^;  il  suffira  donc  pour 
avoir  le  relation  entre  -X2m+i,  X2w-i,  Xzin-^t  de  faire  les  memes 
changements  dans  la  relation  (4),  ce  qui  donne  la  meme  relation 
puisque  le  coefficient  (2-^t^i«^2)  ^^  change  pas  quand  on  permute  »i 
et  ug;  on  a  donc 

(4')  ^2m+l  —  (2  +  %Wg)X2m--l  +-X2m-3  =  0 

Les  relations  (4)  et  (4')  montrent  que  Ton  a,  n  6tant  un  entier  quel- 
conque, 

Xn^2-~  (2-\-UiU2)Xn'^ Xn^2  =  0 

d'oü  Ton  conclut  que  l'expression  g^n^rale  de  Xh  est,  d'apres  la 
th^orie  des  suites  r^currentes  donn^e  par  Lagrange, 
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(5)  2r„  =  [^i+^,(-l)»]a»  +  [l»,  +  5,(-l)»]6» 

a  et  6  6tant  les  racines  carrtes  arithmdtiqaes  des  deux  racines  de 
rdqnation  da  second  degr^ 

(6)  a;»-(2+ti,«g)x+l-=0 

ot  Af,  Af,  Bi,  Bf  4tant  des  constantes  arbitraires.  De  cette  expres- 
sion  de  ^n  on  deduira  cclles  de  P»  et  Qn  par  la  d^terminatioa  des 
constantes  arbitraires.  Four  obtenir  par  exemple  Qn,  il  fandra  d6ter- 
miner  les  quatre  constantes  par  les  ^quatlons 

Xi  =  Ol  ==  1 

-^8  =  <28  =  l+«h"« 

c'est  i,  dire 


(7) 


d'oü  Ton  tire 


(Ai—At)a  +{B^—Bi)h   =  Q, 


A,-A 


h*Qi—  Qi 


«  ~  «r/,» »a 


(8) 


a(j)i_a») 


B       B        «'Qi  -  Qs 

Si  dans  l'expression  (5)  on  remplace  A^^  A^^  B^^  B^  par  ces  valenrs 
ainsi  d^termin^es  on  anra  Qn, 

Poor  avoir  Pn  il  faudra  dans  cette  meme  expression  donner  aux 
constantes  d'antres  valeurs  A^\  A^\  i?i',  B^  determin6es  par  les 
eqnaüons  qne  Ton  d^duit  des  ^qnations  (8)  en  changeant  Q  en  P, 
k  savoir 

(9) 
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Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  lorsqa'on  aura  d6termine 
-4i,  -^2^  ^1  Gt  B^ '  par  les  equations  (8) ,  il  sera  inutile  de  resoudre 
les  equations  (9)  par  rapport  aux  Ä*  et  aux  B',    L'on  a  en  effet 

(10) 


A' 

A^' 

•P«- 

jä 

-^1 

^« 

Q» 

B,' 

B^' 

Bt- 

a« 

Bi 

B, 

Q» 

(11) 

Pour  demontrcr  la  relation  (10),  par  exemple,  il  auffit  de  faire  voir  quc 

» 

•^X  "i~  -"2  •^l  —  ""2  ^^2 

c'est  h.  dirc  d'apres  (8)  et  (9) 

&«Po  —  Pa  _  ^>^P|  -  P^  __  Pg— &^ 

Or  le  Premier  et  le  dernier  de  ces  rapports  sont  6gaux  parce  que 
Po  =»  1,  Qo  "^^  0;  et  en  6galant  le  second  rapport  au  demier,  on 
obtient  une  ^quation  qui,  en  vertu  des  relations 

PiQa— QiP2=  — 1 
AQs  — 02^  =  1 

se  reduit  k 

cc  qui  est  une  idcntit6  d'apres  la  d^finition  de  b  comme  la  racinc 
carree  d*unc  des  racines  de  T^quation  (6). 

L'oxpression  g^n^rale  de  -r-  est  done: 

Hn 

^j,  ^29  ^1)  ^2  ^^^^  l<^s  valeurs  des  constantes  d^termin^cs  par  los 
Equations  (8). 

Apr^s  avoir  ainsi  trait6  cn  detail  le  cas  de  i?  =  2,  il  mo  suffira 
d'indiquer  les  resultats  pour  le  cas  g^n^ral,  les  raisonncmcnts  etant 
cxactement  les  memes  que  dans  ce  cas  particulicr. 

Dans  le  cas  g^n^ral  ou  a  entre  les  trois  quantit^s  J^h+j/,  ^«^ 
Xn-p  la  relation 

(12)  Xn^-p'-{Pp+  Qi,-i)X„  +  (-l)Pjrn-p  -  0 


, 
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dans  laquelle  le  coefificient  de  JTm,  Pp-|~Qi>-i>  ^st  une  fonction  de 
tt,,  ttg, ...  up  qni  ne  change  pas  quaud  on  permute  circulairement  ces 
quantites.  Par  cons^qaent  ä  ron  d^signe  par  a  ei  h  les  racincs 
^iemw  (]es  racincs  de  requation  du  second  degr6 

13)  x^  -  (Pp  +  Qp-i)a-  +  (—1)^  -  0 

et  par 

les  racines  de  requation  binöme  er/*  =  1,  l'expression  g^n^ralc  de  Xn 

sera 

Xn  =-  (^i«i*  +  ^2«2"+  •  •  •  +  ^P«P**)  a" 
+  (^i«!*» +^20r2"  +  . . .  +  ^i»«i»")  *" 

d'oü  Ton  deduira  les  expressions  de  Pn  et  Qn  par  la  d^termiDation 
des  constautes  arbitraircs  A^^  A^^  ...  Ap^  B^^  B^^  ...  Bp. 

Pour  avoir  Qn,  il  faudra  determiner  cos  2p  constantes  par  les 
^quations 

•  •   •   • 

-X2p-1  =  Q2j>-1 

qai  peuvent  se  ramener  aux  suivantes  analogues  aux  ^quations  (8) 

^1«!  +  ^«2* + •  •  •  +  ^f  V  =  ak(bP  —  aP) 
(14) 

oü  h  d^signe  un  nombre  entier  qui  prend  successivement  les  valeurs 
0,  1,  2,  ...  (p-l). 

Pour  avoir  Pn,  ü  faut  attribuer  aux  constantes  des  valeurs  A^^ 
Ä^\  ...  etc.,  B^\  B^\  ...  etc.  satisfaisant  aux  ^quations 

^  =  Po 

ji  =  Pi 


... 


Mais  on  a,  comme  dans  le  cas  de  j?  »  2, 

A^  _Al^__       _  V  _^  Pp— &y 
-4i         -^2  ^p  Qp 

Pj         Pg  Bp        Pp  —  öP 

Pi        Pg         **      Pp  Qp 
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et  par  cons^quent  l'exprcsBion  g^ntode  de  q~  eat 

Ä     M,«^»+-+^P«'f")'t"(-Pp"W-)  +  (B,^,"+...+Bp.)tp")6"(Fp-af) 

A^,  ...  Ap,   Bf,  ...  Bp  ätant  les  valears  des  constantes  d^tcrminees 
par  les  ^qaations  {14). 

SapposoDB  qao  a  d^signe  la  plas  graade  des  dcux  qaantit^B  a 

Pu 

et  b;  lorsque  u  croit  ind^Bnimcnt  le  rapport  ^  tead  vers  la  limite 

^  dp 


on  vcrra  ais^ment  que  *  est  la  racine  positive  de  r^qaaUoa 

^Qp+idp-i-^PfU  -Pp-i  =  0 
ce  qui  s'accorde  avec  le  r^altat  connn. 


Barth   Üeher  den   Weg,  den  ein  Punkt  aus  einem  Medium  ete,       189 


XI. 

Ueber  den  Weg, 

den  ein  Punkt  aus  einem  Medium  in  das 

angrenzende  in   der  kürzesten  Zeit    durchläuft. 

Von 

Herrn  Carl  BartI, 

Assistent  an  dor  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Graz. 


Das  zn  behandelnde  Problem  besteht  im  Folgendem:'  Ein  belie- 
biger Pnnkt  des  Mediums  M  bewege  sich  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit V  bis  znr  Grenzfläche  des  anliegenden  Mediums  M^  und  von 
da  mit  einer  andern  constanten  Geschwindigkeit  v'  zn  einem  be- 
stimmten Pnnkt  dieses  Mediums.  .  Welcher  Art  ist  der  so  beschriebene 
Weg,  wenn  der  Punkt  in  der  möglichst  kürzesten  Zeit  von  seiner 
Position  in  die  letzte  gelangen  soll. 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  gehört  das  Problem  zu  denen 
der  Maxima  und  Minima  einer  Function  von  mehreren  Veränderlichen. 
£s  bietet  in  seinem  Resultate  einen  so  interessanten  Vergleich  mit 
einem  bekannten  physikalischen  Gesetze  und  ebenso  schöne  Schluss- 
folgerungen bei  Specialisirung  der  Anfangsbedingungen,  dass  es  sich 
immerhin  der  Mühe  einer  allgemeinen  Behandlung  lohnen  dürfte. 

liOsung. 

Die  anstossenden  Medien  M  und  M^  sollen  sich  in  der  allgemei- 
nen Fläche  F  begrenzen.  Bezogen  anf  ein  rechtwinkeliges  Coordina. 
tensystem  habe  diese  Fläche  die  Gleichung: 


190  Barth   Ueher  den    Weg,  den  ein  Punkt  aus  einem  Medium 

Im  Mcdiam  M  wählen  wir  den  beliebigen  Punkt  F  mit  den  Goordi- 
naten  (w,  «,  p)\  desgleichen  sei  in  il/j  der  Punkt  P\m\  n\  p')  ge- 
geben. In  einem  und  demselben  Medium  kann  bei  constanter  Ge- 
schwindigkeit der  Weg  nur  ein  geradliniger  sein,  wenn  er  in  einem 
Minimum  von  Zeit  zurünkgelegt  wird.  Von  P  nach  P'  aber  muss 
derselbe  eine  gebrochene  Linie  werden,  etwa  der  Weg  PBP'  wobei 
Punkt  B  der  Grenzfläche  F  der  Medien  angehört  und  der  Brechungs- 
puukt  genannt  werden  soll.  Die  Lage  des  Brechungspunktes  auf  der 
Grenzfläche,  d.  h.  dessen  Coordinaten  (a-,  y,  z)  sind  nach  der  Be- 
dingung zu  bestimmen,  dass  PBP'  jene  gebrochene  Linie  sei,  in  der 
ein  Punkt  von  F  nach  P'  in  der  kürzesten  Zeit  gelangt. 

Heisse  T  die  Zeit  zum  durchlaufen  eines  gebrochenen  Weges 
PBF\  so  ist  dieselbe  eine  Function  der  Coordinaten  (ar,  y,  z)  eines 
unbestimmten  Punktes  B  der  Grenzfläche.  Diese  Function  2'  ist  auf 
ihr  Minimum  zu  untersuchen  und  darnach  (a;,  y,  z)  zu  bestimmen. 

T  setzt  sich  zusammen  aus  der  Zeit  t  zum  Durchlaufen  der  Strecke 

FB  =  8  mit  der  Geschwindigkeit  v  und  jener  t*  für  BF' =  8  mit  der 
Geschwindigkeit  ü';  es  ist  also: 

T=t+t\ 

Für  unsere  gleichförmigen  Bewegungen  wird: 

mithin: 

8    ,    «' 
T \--. 

Aus  der  Figur  lassen  sich  die  Strecken  8  und  s'  leicht  durch  die 
Coordinaten  der  Endpunkte  P,  B  und  P'  ausdrücken.  Es  ei-scheint 
demnach  Tals  Function  der  Veränderlichen  (x^y^z)  in  folgender  Form: 

(1) 

• 

Da  B  auch  der  Fläche  P  angehören  muss,  so  haben  seine  Coordi- 
naten die  Gleichung  P(a:,  y, «)  ==  0  zu  erfüllen  und  erscheint  also  « 
als  abhängig  von  x  und  y  und  demnach  auch  T  nur  von  diesen  letz- 
tern unabhängig  Veränderlichen  bedingt. 

Die  Untersuchung  auf  das  Minimum  erheischt  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  T  nach  x  nnd  y,  die  dann  Null  zu  setzen  sind.  Dabei 
ist  nach  früher  auch  z  als  Abhängige  von  x  und  y  zu  berücksichtigen- 
Es  sind  demnach  die  Hauptbedingungsgleichungen  für  die  Coordinaten: 
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St     _i  ('"— *)+^i'-«)-£     1  («— "»')+(»— j»')- 3^ 

(2)    ^=—  -+~, ; ^=0. 

ÖX  V  8  '     V  8 

(3)       5—  = -j }  .  -. «=:  0. 

cy  V  18  i   V  8 

Für  die  aus  diesen  Gleichungen  resultirenden  Werte  von  x  und  y 
käme  noch  die  Bedingung 


8x8 


zu  erf&llen  und  zu  untersuchen  ob  für  dieselben  die  zweiten  Ablei- 
tungen:  -^  und  g-^-  gleichzeitig  negativ  oder  positiv  werden. 

Da  wir  F(x,  y,  2)  =  0  also  auch  z  bezüglich  x  und  y  aufgelöst 
nicht  kennen,  so  ist  es  hier  unmöglich  die  Erfüllung  obiger  Bedih- 
gungen  zu  untersuchen.  Diess  ist  aber  auch  gar  nicht  nötig,  denn 
erstere  Bedingung  verschafft  uns  nur  die  Gewissheit,  dass  ein  Maximum 
oder  Minimum  stattfinden  kann.  Davon  nun,  dass  diess  hier  der  Fall 
ist,  überzeugt  uns  in  vorhinein  die  Art  oder  Natur  der  zu  behan- 
delnden Aufgabe.  Diese  sagt  uns  auch,  dass  hier  nur  von  einem 
Minimum  die  Bede  sein  kann,  wodurch  die  Untersuchung  der  zweiten 
Bedingung,  die  über  Maxima  oder  Minima  entscheidet,  hier  auch 
entMt. 

Es  bleiben  demnach  nur  unsere  zwei  Bedingungsgleichungen  (2) 
und  (3)  so  zu  verwerten,  dass  wir  eine  einfache  geometrisch  oder 
analytisch  ausdrückbare  für  die  Lage  des  Punktes  B  erhalten,  denn 
allgemein  auflösbar  für  x  und  y  sind  eben  auch  diese  Gleichungen  nicht. 

Zum  Zwecke  der  Umformung  unserer  Gleichungen  (2)  und  (3) 
führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein:  Wir  nennen  die  Winkel, 
welche  FB  oder  s  mit  den  Axen  o:,  y  und  z  einschliessen  beziehungs- 
weise 

(tr,  ß,  y  und  deren  Gosinuse  a,  2>,  c 
jene  von  BP*  oder  «': 

«',  ß\  y'  und  deren  Cosinuse  a',  &',  c\ 

Führt  man  also  die  angezeigten  Divisionen  in  (2)  und  (3)  aus, 
dann  wird: 
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-^('+4)+^-K4)=» 

«n  wir  den  Qnotienten  l-:-!—-;— fc  einer  Gonatanten  nnd 
Den  die  gleichartigen  Glieder  zusammen,  so  erlialten  vir  Bcbliess- 

(o'l,-a)+(a'i-t).^  =  0 

reicher  Form  wir  unsere  BedingangEgleichnDgen  fortan  Torwenden 
ea. 

Wir  trachten  unn  diese  Bedingungen  durch  eine  geometrisch  aua- 
ikbare  zu  ersetzen.  Zu  diesem  Behufo  fahren  wir  zunächst  eine 
ne  durch  die  Weg(*  PB  nad  BP'.  Die  Gleichung  derselben  mnas, 
lie  durch  den  Punkt  B(T,y,i)  geht,  die  Form  haben: 

Ga~x)+H(f,~s)  +2E-ff-«)  =  0 

'  durch  K  diviiiirt  und  die  constanten  Coefßdenten  mit  C  nnd  D 
ichuet: 

C(|-ir)  +  D(ii-3,)+(t-3)  =  0. 

nd  D  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung,  dass  die  Gleichungen 
die  Wege,  n&mlich  jene  von 

PB  oder  »  .   .   .  | 

{v-s-lit-') 

von 

(  l-x  =  pCf-«) 
BF'  oder  #'  .   .   .  | 

Gleichung  der  Ebene  erfüllen  mOssen.  Man  erhält  durch  Ein- 
tn  derselben  unmittelbar: 

(?.-+i).^+l-0 
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b' 


Aas  diesen  folgt  durch  gegenseitige  Elimination: 

C.(-.-7 ^.-)4.(~ )=o  oder  C^-r, 7^ 

\c    c         c     cj    '    \c        c/  <xb  —ab 

^  (b    a'       b'    a\    .    fa'       \       ^     ,       ^       a'c  —  ac' 

Ä  (-.-,==  T .-)  +  (-  —  )  =  0  oder  D«  -77 rr» 

\c    c        c     c)    '    \c        )  ah  —  a  b 

welche  Werte  in  die  obige  allgemeine  Form  der  Ebencngleichung  zu 
setzen  kommen  und  ergeben: 

(*c'—  Vc) .  (5  —  ar)  +  {a'c  —  «?').  (iy  —  y)  +  {ah'—  a'b) .  (f—  «)  -=  0 

Diess  ist  die  Gleichung  der  Ebene  PBP\ 

Errichtet  man  im  Punkte  B  an  die  Grenzfläche  F  die  Normale 
oder  das  Einfallslot  N,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  unsere  Ebene 
PBP'  dieselbe  ebenfalls  enthalten  muss. 

Zu  diesem  Behufe  stellen  wir  die  Gleichungen  der  Normale  N 
auf-,  diese  sind: 


Weil  der  Punkt  B  in  seiner  Lage  an  die  Bedingungsgleichungen  (4) 
und  (5)  gebunden  ist,  so  haben  wir  aus  diesen  die  Werte  für  die 
partiellen  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  zu  entnehmen.  Diese  sind: 

Bz  a*k  —  a  dz b'k  —  b 

ö«  c'k  —  c  '      By  c'k  —  <?* 

welche  also  die  Gleichungen  der  Normale  des  bestimmten  Punktes  B 
liefern  in: 

h'h-b 

Diese  setzen  wir  nun  in  die  Gleichung  der  Ebene  PBP'^  multipliciren 
beiderseits  mit  {c'k — c)  und  kürzen  durch  (f— «)  ab,  so  folgt: 

{a'k  —  a) .  {bc'—  b'c)  +  {b'k  ^b).{a'c'-  ac')  +  {c'k — c) .  {ab'  —  a'b)  =  0. 
Ten  LZI|.  13 
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Durch  ausmoltipliciren  der  angezeigten  Producte  erbalten  wir  in  da 
Tat  die  identische  Gleichung: 

--a'kb€'+a'kb'c+abc'—ab'c+ab'kc''{'  a'be 

als  Beweis  unserer  aufgestellten  Behauptung. 


}-0        (I) 


Wir  können  demnach  als  unsere  erste,  geometrisch  ausdrückbare 
Bedingung  sagen: 

I)  Der  gebrochene  Weg,  den  ein  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit 
von  P  über  B  nach  P'  durchläuft,  enthält  in  seiner  Ebene  die  Nor- 
male im  Brechungspunkte  an  die  Grenzfläche  beider  Medien. 

Nennen  wir  die  Ebene,  welche  der  Weg  PB  ^  s  mit  der  Nor- 
malen N  bildet,  die  Einfallsebene  und  jene  von  N  und  dem  Wege 
BP'  *»  s'  gebildete  die  Brechungsebene,  dann  lässt  sich  obiges  Gesetz 
kürzer  auch  so  ausdrücken: 

Für  den  in  der  kürzesten  Zeit  zurückgelegten  Weg  eines  Punktes 
müssen  Einfalls-  und  Brechungsebene  zusammenfsdlen. 

Indem  wir  über  die  La^e  der  Strecken  s  und  s'  eine  Bestimmung 
erlangt,  fehlt  uns  zu  deren  völliger  Fiximng  noch  eine  Bedingung  fOr 
deren  Bichtung  (z.  B.  in  Bezug  auf  die  Normale  N).  Diese  findet 
sich  durch  weitere  Ausnützung  der  Bedingungsgleichungen  (4)  und  (5) 
respoctive  der  Gleichungen  für  die  Normale  N. 

Behufs  dessen  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 

Z.  PBN  ^  Z.(N,s)  —  B^  Einfallswinkel, 

^  P'BN  ==-  ^  (iV,  «')  =1  ^  «  Brechungswinkel  und 

Z.  PBP' =  Z.  {$,  e')  ^  6. 

Die  Bestimmung  dieser  Winkel  e  und  g  erfolgt  aus  den  Neigungen 
von  «,  s'  und  N  gegen  die  Coordinatenaxen.  Die  Gosinuse  letzterer 
haben  früher  schon  eine  einfache  Bezeichnung  erhalten,  und  jene  von 
N  entnimmt  man  aus  seinen  Gleichungen. 


Sie  folgen  demnach: 


a  l  a 


für    8   {  b,    für    «'  { 5',    far     N 


c' 


ak  —  a 
Vk  —  b 
e'k — e 
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wob^  der  Kürze  halber  der  Ausdruck 

gesetzt  mirde. 

Daraus  erhalten  wir  direct: 

cos(«,0  =  cosö  =«  aa''\-bb^-\~cc' 
und  weiters 

Durcheinander  dividirt  ergibt  die  Bedingung: 

»         cos£      h.cosa — 1 
cos^  "~    k — COStf 

Aus  Fig.  2.,  die  uns  den  Vorgang  der  Richtungsänderung  des 
Weges  im  Räume  (Einfalls-  und  Brechungsebene)  nun  in  der  Zeich- 
nungsebene  versinnlicht,  folgt  unmittelbar: 

Daher  lautet  unsere  Bedingungsgleichung  für  die  Richtungen: 

cos«       Ä;.COS(€  —  p)  — 1 


(ö) 


COSp  k  —  C08(6  — p) 


Diese  lässt  sich  nach  Anwendung  einiger  goniometrischen  Formeln 
wesentlich  yereinfachen.    Wir  entwickeln: 

COSf-f-COSp       A;.C08(g— p) — 14-^— C08(6 — p) ^—1  l-f-C0S(c — p) 

C0S£— COSp  ~"  A?.COS(€— p)— 1— H-C09(^~"^)        (^+1)    — [1— COS(« — p)]' 

2C08  iJS  4-  P) .  COS  )(g  -—  p)  2co8^|(g  — p)      k  —  1 

— 2.8ini(f+p).sini(€  — p) ""  — 2sin*i(g — p)  *ä;+1 


oder  abgekürzt: 

sing 
i— 1      2.cosi(g4-P)-8iüi(«  — p)      sing— sinp      sinp 


—  1 


ifc+1       2.sini(g+p).cosi(g— p)      sing+sinp      sing  .    ' 

sinp  ' 


woraus  endlich  folgt: 

sing 


=  *  (U) 


sinp 

13* 


I     f.- 
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welche  Gleichung  die  zweite  Bedingung  für  die  Richtung  der  Wege 
ausspricht: 

11)  Das  Yerhältniss  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zu  jenem  des 
Brechungswinkels  ist  für  zwei  hestimmte  Medien  stets  eine  constante 
Grösse  mögen  die  Anfangs-  und  Endpositiou  (Pund  P')  des  bewegten 
Punktes  was  immer  für  Lage  haben. 

Die  in  I)  und  II)  ausgesprochenen  Gesetze  erfüllen  gleichzeitig 
bestehend  vollständig  die  Bedingungsgleichungen  (4)  und  (6)  d.  h. 
bestimmen  die  Lage  und  Bichtung  des  vom  Punkte  in  einem  Minimum 
von  Zeit  zurückgelegten  Weges  von  P  nach  P'. 

Diese  Gesetze  zusammcngefasst,  bilden  mithin  die  Lösung  des 
anfangs  gestellten  Problems. 

Folgerungen. 

Bedenkt  man,  dass  die  beiden  Punkte  P  und  P'  in  beiden  Medien 
völlig  beliebig  gewählt  wurden  (ihre  speciellen  Goordinaten  aus  der 
Rechnung  hinausfallen),  so  gelton  obige  Gesetze  also  auch  für  die 
unendlich  fernen  Punkto  der  Medien  (wenn  man  sich  dieselben  be- 
liebig ausgedehnt  vorstellt).  Dieses  hcisst  also  soviel,  dass  unsere 
Gesetze  auch  Geltung  haben  für  Strahlen,  die  in  beliebiger  Richtung 
im  Medium  M  auf  die  Trennuugsiläche  F  gelangen  und  von  da  ihren 
Weg  im  Medium  M^  fortsetzen.  Hiermit  ist  nun  dio  vollständige 
Uebc**einstimmung  mit  dem  bekannten  optischen  Gesetze  der  einfachen 
Strahlenbrechung  oder  Refraction  des  Lichtes  dargetan,  und  wurden 
zu  diesem  Zwecke  schon  in  vorhinein  die  dort  gebrauchten  Ausdrücke 
in  unser  Resultat  eingeführt.  Der  Brechungswinkel  q  heisst  auch 
Refractionswinkel,  die  Constante  k  der  Brechungsexponent. 

Da  die  erwähnte  Uebereinstimmung  in  so  eclatanter  Weise  er- 
folgt, so  sind  wir  auch  umgekehrt  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass 
das  Licht  bei  seiner  Bewegung  und  Fortpflanzung  in  verschiedenen 
Medien  ein  Minimum  von  Zeit  gebraucht. 

Die  weiteren  Folgerungen  unserer  Gesetze  sollen  demnach,  als 
für  die  einfache  Strahlenbrechung   des   Lichtes   geltend,   entwickelt 

werden. 

V        sin£ 

1)  Nach  fiilher  ist:  A;  =  -  = --.—  d.  h.  der  BrechungsoxponeDt 

ist  gleich  dem  Quotienten  der  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  den 
durchlaufenen  Medien. 

2)  In  der  Regel  wird  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  einem 
dünnern  Mittel  eine  grössere  sein,  als  in  einem  dichteren.    Seien  also 
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D  QDd  ly  die  Dichten  zweier  Medien  M  and  M^  in  denen  die  Ge- 
schwindigkeiten V  und  V  herrschen,  so  wird  vormöge  unseres  Gesetzes 
V       sin£ 


V       smQ 


für: 


D<iD'    das    v>v' 
demnach 

sine  >  sing    d.  h.    «  >  p 


D>  ly    das    »  <  v' 
demnach 

sin  5  <^  sin  p    d.  h.    s  <Cg 


Diess  wird  gewöhnlich  so  ausgedrückt,  dass  man  sagt:  In  der  Regel 
bricht  sich  das  Licht  von  eiuem  dünneren  in  ein  dichteres  Mittel 
flbergehend  zum  Einfallslote,  im  entgegengesetzten  Falle  vom  Ein- 
fallslote. 

Dieses  Gesetz  gilt  ausnahmslos  für  zwei  Medien  von  gleicher  Be- 
schaffenheit aber  ungleicher  Dichte  (z.  B.  den  atmosphärischen  Luft- 
schichten in  verschiedenen  Höhen) ;  es  verliert  jedoch  seine  unbedingte 
Geltung  für  Medien  verschiedener  Beschaffenheit. 

3)  Sei  k  der  Brechungsexponent  für  den  Weg  aus  dem  Mittel 
M  in  jenes  M^ ,  so  ist  der  Exponent  für  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung aus  Afi  nach  M  die  reciproke  Grösse  t-    Denn  ist  für  den  er- 

V        sin£ 

sten  Fall  der  Exponent  ^*  ==  —  =  — — ,  dann  ist  für  den  zweiten  der 

'^  V        smp' 

sin  s        V        1 

Exponent  offenbar  —. — -,  =  —  =  7. 
*^  smp        V        k 

4)  Kennt  man  den  Brechungsexponent  vom  Mittel 

M  ins  Mittel  Jl^  als  k^ 
und  vom  Mittel 

3/ ins  Mittel  M2  als  k^, 

dann  ist  der  Exponent  von  ^f^  nach  3i^  übergehend  durch  r-  aus- 
gedrückt 

Sind  nämlich  ü,  vj^  und  v^  die  bezüglichen  Geschwindigkeiten  in 
obigen  Medien,  so  wird: 

also  der  von  M^  nach  M^: 

rj        k^ 
V2       k^' 

5)  Tritt  ein  Lichtstrahl  aus  einem  Mittel  M  in  andere  Medien, 
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die  eine  Schaar  paralleier  Schichten  bUden  (z.  B.  Olastafeln  verschie* 
dener  Qualität  und  Dicke) ,  und  ans  derselben  in  ein  dem  Ursprung- 
liehen  gleiches  Medium  M^  dann  ist  bezüglich  der  Schaar  paralleler 
Schichten  der  Eintrittstrahl  Se  dem  Austrittstrahl  Sa  parallel. 

Ftthrt  man  die  bekannten  Bezeichnungen  ein,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  der  Figur  5.: 

sinc       v_ 
sinpi ""  ü' 

singt      t/ 
sin^  "*  «" 

sinpg      ^ 
sin(>3  "^  v"' 

sin  (»8      ^ 
sinp   "^  V 


und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  folgt  endlich: 

sine 


smp 


1    d.  h.    c  =  p 


das  ist  soviel  als  Sa  0  Sg,  Der  Parallelismus  der  Schichten  ist  durch 
die  Bedingung  hineingelegt  worden,  dass  der  Brechungswinkel  für  eine 
Schichte  zum  Einfallswinkel  für  die  darauffolgende  Schichte  genommen 
wurde. 

6)  Wenn  ein  Lichtstrahl  aus  eioem  Medium  M  in  ein  ihm 
gleiches  übertritt,  so  erfolgt  offenbar  keine  Brechung,  denn  wegen 
t?  =  t?'  folgt 

—. —  =  1    a.  n.    f  =  p» 
smp  ^ 

Der  Strahl  kann  aber  auch  gezwungen  werden,  nachdem  er  F  ge- 
troffen hat,  in  demselben  Mittel  zu  verbleiben.  Diess  erfolgt  dann, 
wenn  F  eine  undurchdringliche,  total  spiegelnde  Fläche  ist.  Es  ist 
für  diese  Art  Brechung  auch 

t?  =  «' 
also 

sint  =  sinpj  =  Bin(180—  pj) 
daher 

€  =  Pi. 

Die  Brechung  geht  in  die  totale  Reflexion  über  und  es  ist  dabei  der 
Einfallswinkel  gleich  dem  Beflexionswinkel,  das  bekannte  Beflexions- 
gesetz  des  Lichtes»    Es  erfolgt  also  auch  bei  der  Keflexion  die  Fort- 
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pflanzmig  des  Lichtes  in  der  kürzesten  Zeit  (natürlich  unter  der  Be- 
dingung, dass  Fals  spiegelnde  Fläche  getroffen  werden  mnss).  Die 
Reflexion  ist  eine  Brechung  des  Lichtstrahles  in  einem  und  demselben 
Medium.  Auch  hier  hat  man  das  erste  Gesetz  zu  erfüllen:  Einfalls- 
nnd  Reflexionsebene  müssen  zusammenfallen. 

7)  Wird  bei  det  einfachen  Strahlenbrechung  der  Refractions- 
winkel  90^,  so  ist  der  diesen  bedingende  Einfallswinkel  ein  Grenzwert 
insoferne,  als  für  grössere  Werte  desselben  keine  Refraction  erfolgen 
kann,  sondern  dieselbe  in  die  totale  Reflexion  fibergeht 

Ist  ^0  "=  ^S  dc^i^  ist  sin^0  =  1 

-7—  =  -7--^  =»  sinfo  =  ^  dem  Brechungsexponenten. 

Geht  ^0  ii^  ^1  tlber  und  ist 

so  ist  auch: 

sinei>>sin£o 
also: 

sinfj  >  h. 

Wäre  Qx  der  dem  b^  entsprechende  Refractionswinkd ,   dann  mttsste 

sinfj 

sin  g^ 
sein,  also 

sinpi«-y- 

d.  h.  es  mtlsste  mit  Rücksicht  auf  die  frühere  Bedingung 

sin  ^1  >  1 

sein.  Einen  solchen  Winkel  g^  gibt  es  aber  nicht,  oder  mit  andern 
Worten:  für  einen  Einfallswinkel  grösser  als  Cq  erfolgt  keiiie  Brechung 
in  das  zweite  Medium,  sondern  kann  nur  eine  Reflexion  im  ersten 
Medium  erfolgen;  t?'  geht  in  v  über.  Für  solche  Einfallswinkel  ver- 
hält sich  die  Grenzfläche  F  als  total  spiegelnde  Fläche,  trotzdem  sie 
für  Lichtstrahlen  im  Allgemeinen  nicht  undurchdringlich  ist. 

Wir  haben  also  für  diesen  Fall  wie  in  Nr.  6): 

sine,        -     ,   V  f 

— — ^  =  1    d.  n.    f  1  =  p.'. 

8)  Man  nennt  in  der  Physik  den  Ausdruck  Jc^  —  1  die  brechende 
Eiuft  des  Mittels  M^^  wenn  k  den  Brechungsexponent  vom  Medium  M 
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in  jenes  M^  bedeatet  and  fttr  verschiedene  M^  das  M  constant  bei- 
behalten bleibt.    Durch  die  Geschwindigkeiten  ausgedrückt,  folgt: 

«»   —^x  "■""  ""75"""  A« 

Daraus  ersieht  man,  dass  für  grössere  v^  bei  constantem  v  der  Aus- 
druck Ä;^  — 1  kleiner  wird  und  umgekehrt.  Da  nun  im  Allgemeinen 
einem  dünneren  Mittel  eine  grössere  Durchgangsgeschwindigkeit  ent- 
spricht und  umgekehrt  dem  dichteren  eine  kleinere,  so  wird  auch  in 
der  Regel  dem  dünneren  Medium  eine  geringere  brechende  Kraft  zu- 
kommen als  dem  dichteren.  Diess  gilt  ausnahmslos  für  Medien  von 
gleicher  Beschaffenheit  und  verschiedener  Dichte  (z..B.  Gase  unter 
verschiedenem  Drucke  ausgesetzt).  ^ 

9)  Ist  k  die  bekannte  Grösse  für  die  Medien  Jf  und  M^  und  1/ 
die  Dichte  vom  letzteren,  dann  heisst  der  Ausdruck  j^,  das  Bre- 
chungsvermögen des  Mediums  M^  in  Bezug  auf  das  constant  beibehal- 
tene M. 

Das  Brechungsvermögen  ist  nach  empirischen  Ermittlungen  eine 
constante  Grösse,  wenn  M  unverändert  bleiben,  3/^  aber  nur  in  seiner 
Dichte  Z>i  eine  Aenderung  erleiden  soll. 

Diess  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  eine  Beziehung  zwischen 
der  Dichte  eines  Mittels  und  der  Geschwindigkeit  des  durchgehenden 
Lichtstrahles  desselben  aufzustellen. 

Bedeutet: 

V  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  luftleeren  Räume  (Aether), 
v'  jene  im  Mittel  J/i, 

D'  die  Dichte  des  Mittels  3fi, 

V  das  Brechungsvermögen  von  3/^  in  Bezug  auf  den  luftleeren  Raum, 

SQ  wird: 

=    V 


D' 
und  daraus: 


V'  = 


Vd'.  V+  1 


Sind  V,  Z>'  und  V  bekaimt,  so  lässt  sich  aus  Letzterem  die  Geschwin- 
digkeit v'  im  Medium  M^  rechnen. 

Aendert  J/,  seine  Dichte  in  Z>",  so  bleibt,  wie  oben  erwähnt,  das 
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Brechnngsvermögen  doch  constant  und  man  hat  [für  v"  als  nene  Ge- 
schwiDdigkeit]  in 


D'       ~"       Z)" 
oder  in 

eine  Beziehung  zwischen  den  Dichten  und  den  entsprechenden  Durch- 
gangsgeschwindigkeiten des  Lichtes  für  ein  bestimmtes  Medium. 

Damit  seien  die  Folgerungen  des  Brechuugsgesetzes  des  Lichtes 
abgeschlossen.  Dieselbon  wurden,  trotzc^em  sie  allbekannt  sind,  nur 
in  Rücksicht,  dass  sie  sich  teilweise  durch  die  gefundene  Bedeutung 
des  Brechungsexponenten  (als  Quotient  der  Geschwindigkeiten)  beson- 
ders einfach  ergeben  —  hier  durchgeführt. 

SeUassbemerkung. 

Die  im  Vorstehenden  gelieferte  Untersuchung  „lieber  den  in  der 
kürzesten  Zeit  zurückgelegten  Weg  etc.^^  kann  auch  so  behandelt 
werden,  dass  man  von  vorne  herein  hypothetisch  fOr  die  Fortpflanzung 
des  Lichtes  jene  Bedingung  zu  Grunde  legt  und  nun  in  der  Folge  zu 
den  bekannten  Gesetzen  gelangt  In  einer  solchen  Form  erschiene 
das  behandelte  Problem  als  Ableitung  der  Brechungsgesetze  des  Lichtes. 
Da  aber  jene  Gesetze  bekanntlich  empirisch  gefundene  sind,  so  er- 
schien mir  der  eingeschlagene  Weg  der  natürlichere  zu  sein.  Indem 
ich  mir  diäs  einfache  mechanische  Problem  stelle,  und  zu  bekannten 
Gesetzen  gelange,  erkenne  ich  auf  Grund  dieser  edatanten  Ueberein- 
stimmung  die  Ursache  für  die  Brechung  des  Lichtes  bei  seiner  Be- 
wegung durch  verschiedene  Medien  in  der  Bedingung,  dass  die  Fort- 
pflanzung in  einem  Minimum  der  Zeit  erfolge. 

So  ist  jede  Hypothese  ausgeschlossen  und  ein  Einblick  in  die 
Motive  der  einfachen  Strahlenbrechung  gefunden. 

Graz  am  25.  October  1877.  Carl  Barth 
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XII. 


Beitrag  zum  Interpolationsproblein 


Von 

Carl  Baril. 


Die  Aufgabe  der  Interpolation  fttr  eine  Reihe  gegebener  Werte 
einer  in  ihrer  Form  nnbekaauten  Function  und  ihrer  entsprechenden 
Argumente  besteht  bekanntlich  darin  fflr  beliebige  zwischenliegende 
Werte  dieser  Argumente  aus  dem  Gegebenen  die  zugehörigen  Func- 
tionswerte  auszumitteln.  Stellt  man  die  gegebenen  Werte,  Argumente 
und  Functionen  als  Abscissen  und  Ordinaten  von  Punkten  durch  ein 
rechtwinkeliges  Axensystem  bildlich  dar,  so  drückt  sich  unsere  Auf- 
gabe auch  so  aus,  dass  man  sagt:  Es  sind  für  solche  zwischen  den 
gegebenen  Abscissen  liegenden  Werte  die  zugehörigen  Ordinaten  jener 
Punkte  zu  bestimmen,  welche  in  Bezug  auf  die  aufgestellte  Punkten- 
folge entsprechend  eingeschaltet  erscheinen. 

Dieses  Problem  gehört  in  seiner  allgemeinen  Form  offenbar  zu 
den  unbestimmten,  unendlich  viele  Lösungen  zulassenden.  Diess  geht 
auch  aus  der  zweiten  Auffassung  dircct  hervor,  indem  sich  durch  jene 
dargestellte  Pnnktenfolge  beliebig  viele  Curven  legen  lassen,  die  für 
ein  zwischen  liegendes  Argument  (Abscisse)  ebcnsoviele  Functions- 
werte  (Ordinaten  von  Curvenpunkten)  liefern. 

Sehr  häufig  wird  nun  in  concrcten  Fällen  jene  Unbestimmtheit 
durch  Bedingungen  gehoben,  die  mit  der  Aufgabe  mitgegeben  erschei- 
nen oder  sich  aus  deren  Natur  ableiten  lassen,  so  dass  man  von  einer, 
fOr  die  praktischen  Verhältnisse  genügenden  Lösung  allerdings  spre- 
chen kann. 
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Bilden  z.  B.  die  gegebenen  Argumente  eine  arithmetische  Reihe 
erster  Ordnung,  d.  h.  schreiten  die  Werte  in  gleichen  Intervallen  vor- 
wärts, so  bietet  häufig  schon  dieser  Umstand  allein  jene  Bestimmung, 
durch  welche  sich  das  Problem  einer  rechnenden  Behandlung  unter- 
ziehen lässt.  Bekanntiich  gut  für  eine  Reihe  solcher  Functionswerte, 
deren  Argumente  in  gleichen  Intervallen  aufeinanderfolgen  die  New- 
ton'sche  Interpolationsmethode.  Sie  löst  die  Aufgabe  durch  Anwendung 
der  independenten  Form  des  allgemeinen  Gliedes  einer  arithmetischen 
Reihe  höherer  Ordnung.  Das  Resultat  besteht  demnach  in  einer 
Gleichung  für  den  Functionswert  in  der  Form  eines  Polynoms  ge- 
ordnet nach  den  steigenden  Potenzen  der  Argumentswerte;  es  liefert 
also  eine  Formel  fjXt  die  unbekannte  Function,  die  für  die  gegebenen 
und  zwischenliegenden  Werte  der  Argumente  ihre  volle  Geltung  hat 

Folgen  jedoch  die  gegebenen  Argumente  in.  ungleichen  Intervallen 
aufeinander,  so  muss  man  behufs  Präcisirung  des  Problems  die  Mittel 
ans  dem  Wesen  der  speciellen  Angabe  abzuleiten  suchen.  Wie  diess 
geschehen  kann,  soll  später  gezeigt  werden. 

» 

Die  gewöhnliche  Lösungsmethode  dieses  Falles  ist  bekanntlich 
jene  von  Lagrange.  Bei  dieser  ist  durch  die  Gleichung,  welche  die 
unbekannte  Function  durch  ihr  Argument  ausdrückt,  zugleich  jene 
einer  Curve  gegeben,  welche  durch  die  aus  den  gegebenen  Werten 
dargestellte  Punktenfolge  gelegt  erscheint.  Für  jede  Zwischenabscisse 
ist  darnach  die  Ordinate,  d.  i.  der  fragliche  Einschaltungswert  leicht 
zu  berechnen.  Die  Erfüllung  obiger  Bedingung  sowohl,  als  auch  je- 
ner, den  Functionswert  als  Polynom  geordnet  nach  den  steigenden 
Potenzen  der  Argumentswerte  ausgedrückt  zu  erhalten,  bildeten  die 
Grundlage  zum  Aufbau  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel.  Es 
ist  also  durch  Anwendung  derselben  nicht  möglich,  ausser  den  be- 
sprochenen Grundbedingungen  etwa  noch  andere  nicht  unwesentiiche, 
welche  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben  —  in  der  Lösung 
mitzuberücksichtigen.  Noch  ein  Umstand  zeigt  sich  bei  Lösung  von 
Aufgaben  nach  dieser  Methode. 

Es  wird  nämlich  in  den  allermeisten  concreten  Fällen  jene  un- 
bekannte Function,  von  der  wir  specielle  Werte  gegeben  haben,  durch 
einen  sehr  einfach  verlaufenden  Curvenast,  der  häufig  auch  nur  einerlei 
Krümmung  (entweder  blos  convexo  oder  blos  concave)  gegen  die 
Abscissenaxe  aufweist  —  darzustellen  sein.  Je  mehr  Functionswerte 
gegeben  sind,  desto  bestimmter  und  sicherer  kann  diess  geschehen, 
wie  uns  ein  Blick  auf  die  durch  die  gegebenen  Werte  verzeichneten 
Pnnktenfolge  lehrt  Die  Anwendung  der  Lagrange'schen  Formel  liefert 
aber  dann  eine  Curvengleichung  von  einem  um  so  höheren  Grade, 
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denn  sind  (n+l)  Functionswerto  gegeben,  so  ist  die  Glcicbaog  vom 
nton  Grade  dither  mit  stcigeddem  (>i-|-l)  waclisend. 

Dieser  Umstand  hat  häufig  zur  Folge,  dass  die  so  erhaltene 
Curve  zwischen  den  gegebenen  Werten  derart  ausBcIircitet,  dass  sie 
Ei nscbaltnngs werte  liefert,  welebe  in  dem  einfachen,  nngezwnngenen 
Verlauf  der  Function  (der  sich  eben  darcb  die  meist  einfach  gestal- 
tende Punktcnfolgo  kund  gibt)  wahrscbeinlich  nicbt  eutbaltun  sein 
Bollen. 

Je  höher  der  Grad  einer  Curve  wird,  eine  desto  violgestalt^re 
Form  wird  dieselbe  meist  erlangen.  Man  erbätt  oft  Maximal-  und 
Mioiroalpnnkte,  Inflexionspnnkte  u.dgl.,  die  nach  der  Natur  der  Auf- 
gabe schliessend,  zwischen  den  gegebenen  Punkte  niemals  auftreten 
können. 

Die  Lagrangc'scbe  Formel  kann  also  Werte  liefern,  die  als  Ein- 
schaltung zwischen  den  gegebenen,  nubrauchbar  sind.  Üiess  ist  aber 
auch  naturlicb,  indem  bei  Aufstellung  derselben  nur  die  Bedingung 
berücksichtigt  wurde,  dass  sie  überhaupt  eine  Curve  liefere,  die  durch 
die  gegebenen  Punkte  geht.  Diese  erfüllt  sie  zwar,  trägt  aber  der 
spcciellcn  Natur  der  unbekauuten  Function,  {die  sich  am  besten  ans 
der  verzeichneten  Punktcnfolgo  oder  gegebenen  Bedingungen  ergibt), 
keine  Rocbnung. 

Um  nun  der  wabrscheinlicbsten  luterpolationscurve  möglichst  nahe 
zn  kommen,  schlage  ich  folgendes  Verfahren  ein: 

Nachdem  die  gegebenen  Functionswerte  bezogen  auf  ein  recht- 
winkeliges Axensystem  dargestellt  wurden,  drticke  man  auch  andere 
mitgogcbeno  Bedingungen  geometrisch  ans.  Diess  wird  bünfig  durcb 
Angabe  einer  Tangente  in  einem  Punkte  (z.  B.  in  anerkannten  Maxi- 
mal- oder  Miniroalpunkten) ,  durch  FeststelluDg  einer  Asymptote  u. 
dgl.  geschehen  können.  Hierauf  setze  man  die  unbekannte  luterpola- 
tionscurve unter  Borllcksicbtigung  aller  Nebennmst&ndo  aus  Segmenten 
von  Curven  2ter  Ordnung  derart  zusammen,  dass  selbe,  durch  sä  mm  t- 
licbe  gegebenen  Punkte  gebend  an  ihren  Uebcrgangsstellen  gemeinsame 
Tangenten  besitzen.  Wir  erhalten  auf  diese  Art  einen  contiuuirlichen 
Curvenzng  der  allen  erwähnten  Bedingungen  am  einfachsten  outEpricht; 
er  dtlrfte  daher  auch  der  sonst  völlig  unbekannten  Interpolationscnrre 
am  Nächsten  kommen. 

Was  die  Ausführung  dieses  Verfahrens  anbelangt,  so  ist  die  gra- 
phische Darstellung  der  erwähnten  Cnrvensegmente  ans  den  gegebenwi 
BesümmnngsstUcken  und  sonstigen  Bedingungen  entschieden  dio  ein- 
fachste.   Die  Constrnctionen  ans  den  projcctivischen  Eigenschaften  der 
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Kegelschnitte  hergeleitet,  können  hier 'mit  Vorteil  angewendet  werden. 
Sie  lösen  ja  bekanntlich  die  Aufgabe  aus  fünf  Bestimmungsstücken 
eines  Kegelschnittes  beliebig  viele  Punkte  und  Tangenten  desselben 
zu  construiren.  Hat  man  also  den  erwähnten  Curveuzug  dargestellt, 
so  entnimmt  man  daraus  sehr  einfach  und  mit  derselben  Genauigkeit 
wie  die  gegebenen  Functiouswerte  aufgetragen  wurden,  beliebig  viele 
Einschaltungswcrtoi  Man  kann  daher  auch  für  eine  Eeihe  von  Argu- 
mentswerten, die  in  gleichen  Intervallen  vorwärtsschreiten,  ihre  zu- 
gehörigen Functiouswerte  daraus  entnehmen.  Dadurch  ist  die  — 
weitere  Interpolation  auf  die  erstcre  mit  in  constanten  Intervallen  ab- 
stehenden Argumenten  —  zurückgeführt.  Werden  die  Interyalle  ent- 
sprechend klein  genug  gewählt,  dann  kann  man  in  der  Tat  durch 
Anwendung  der  Ncwtou'schen  Interpolatiousmethode  Formeln  für  ein- 
zelne Gruppen  der  unbekannten  Functiouswerte  erhalten.  Sollten  die 
gegebenen  Functiouswerte  in  ihrer  Puukteufolgo  zeigen,  dass  die  un- 
bekannto  Function  besondere  Punkte  z.  B.  Infiexionspunkte  unzweifel- 
haft enthalten  muss,  dann  behandle  man  jeden  Teil  mit  einerlei 
Krümmnng  für  sich  nach  dem  angegebenen  Verfahren,  wobei  die  Tan- 
gente im  Inficxiouspunkt  als  Bestimmungsstück  hineinzunehmen  ist 
und  die  Erfüllung  der  continuirlicheu  Erümmungsänderung  des  Curven- 
zQges  sichert. 

Wie  schon  erwähnt  wurde,  bildet  die  Interpolationscurvo  in  den 
meisten  Fällen  einen  einfach  verlaufenden  Ast  mit  einerlei  Krümmung, 
wovon  man  sich  durch  Aufstellung  concreter  Fälle  (aus  Entnahme 
Yon  Werten  aus  Beobachtungstabellen  u.  dgl.)  leicht  überzeugen  kann. 

So  unwissenschaftlich  und  scheinbar  willkürlich  das  eben  vor- 
gelegte Interpolationsverfahren  für  den  ersten  Moment  aussehen  mag, 
so  praktisch  venvertbare  Resultate  liefert  es  in  einem  gegebenen  Falle. 
Mit  Rüsksicht  auf  eine  grössere  Anzahl  gegebener  Werte  kann  eine 
derartige  Lösung  nur  an  Wahrscheinlichkeit  gewinnen,  während  die 
Umständlichkeit  nicht  im  selben  Masse  zunimmt. 

Die  Methode  nach  Lagrange  verliert  aber  mit  wachsender  An- 
zahl der  Bestimmungsstücke  die  Sicherheit  einer  praktisch  verwert- 
baren Lösung  und  nimmt  au  Umständlichkeit  der  speciellen  Berech- 
nung der  ziemlich  umfangreichen  Coefücienten  bedeutend  zu.  Man 
könnte  zwar  diese  Methode  von  drei  zu  drei  aufeinander  folgenden 
Functionswerten  anwenden,  wodurch  man  gleichfalls  den  Gesammt- 
cnrvenzug  aus  Segmenten  von  Gurven  zweiter  Ordnung  zusammen- 
gesetzt erhält,  wobei  man  jedoch  nicht  sicher  ist.  dass  jene  Curven- 
sogmente  continuirlich  (d.  h.  mit  gemeinschaftlichen  Tangenten  an 
den  Uebergangsstellen)  aufeinanderfolgen.  Es  enthält  dabei  auch  die 
Möglichkeit  Bedingungen,  die  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben, 
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mit  in  Bechnung  zu  ziehen  —  was  doch  ebenso  wesentlich  zur  mög- 
lichst richtigen  Lösung  gehören  soll. 

Jm  Folgenden  soll  nun  an  einem  Beispiele  die  Lösung  nach  der 
Lagrange'schen  Methode  und  jene  nach  dem  oben  vorgetragenen  Ver- 
fahren vergleichsweise  durchgeführt  werden.  Letztere  insbesondere 
zu  dem  Zwecke,  um  zu  zeigen,  wie  man  sich  in  einem  concreten  Falle 
nach  dieser,  nur  im  Allgemeinen  angegebenen  Behandlungsart  zu  be- 
nehmen habe.  Diess  motivirt  auch  die  etwas  umständlichere  Durch- 
führung des  sonst  einfachen  Falles. 

BeispieL 

„Nach  der  Verordnung  des  Handelsministeriums  vom  13.  Aug.  1870 
betreffend  die  bei  der  Erbauung  eiserner  Brücken  für  Eisenbahnen 
zu  beachtenden  Sicherheitsrücksichten,  hat  nach  §  2  derselben  die 
zuiUllige  Belastung  (P)  gloichmässig  verteilt  per  Meter  laufenden  Ge- 
leises zu  betragen: 

Bei  einer  Spannweite  von  Äj  =  1    Meter  Belastung  P^  =  20  Tonnen 

„  Äji  =  2  „  Pg  =  15        „ 

S^  =  20  „  l\  =  b 

^5  =  30  „  P6  =  4 

und  bei  einer  Spannweite  von  mehr  als  30  Meter  gleichfalls  4  Tonnen 
Belastung. 

Für  dazwischen  fallende  Tragweiten  ist  die  nötige  Interpolation 
vorzunehmen." 

Hier  liegt  ein  Fall  von  Interpolation  vor,  bei  welchen  die  ge- 
gebenen Argumentswerte  in  angleichen  Intervallen  aufeinanderfolgen, 
denn  wir  haben  die  per  Meter  laufenden  Geleises  zu  nehmende  Be- 
lastung P  als  Function  der  Spannweite  S  anzusehen. 

1.  Llteung. 

Nach  der  allgemeinen  Lösungsmethode  von  Lagrange  folgt  für 
eine  beliebige  Spannweite  S  (zwischen  den  gegebenen  Werten)  die  zu 
nehmende  Belastung  P  per  Meter  (d.  i.  unser  fraglicher  Functions- 
wert)  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

wobei  die  Coef&cienten  X  die  Spannweiten  enthalten  und  beispiels- 
weise einer  derselben  die  Form  hat: 
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Es  ist  demnach  jedes  X  im  gelösten  Zustande  als  geordnetes 
Polynom  vom  4ten  Grade  nach  S  darstellbar.  Vollführt  man  diese 
Darstell  ang  nach  Substituirnng  aller  speciellen  Werte  von  S  für 
sämmüiche  Coefficienten,  die  dann  mit  den  entsprechenden  gegebenen 
Werten  von  F  zu  multipliciren  kommen,  und  ordnet  nach  steigenden 
Potenzen  von  S^  so  gelangt  man  zur  schliesslichen  Interpolationsformel: 

P«  27-326— 8-63372  .  5+1-382809  .  S^  — 
— 007631162  iS8+0001298236  S^ 

Hit  Hülfe  d^irselben  für  von  Meter  zu  Meter  fortschreitenden 
Spannweiten  die  zugehörigen  Belastungen  P  gerechnet  gibt  zusammen- 
gestellt folgende  Tabelle: 


s 

P 

S 

P 

S 

P 

S 

P 

S 

P 

1 

20-00 

7 

11-59 

13 

1818 

19 

8-23 

25 

-9-53 

2 

15-00 

8 

1300 

14 

17-99 

20 

5-üO 

26 

—10-40 

3 

11-91 

9 

14-50 

15 

17-11 

21 

+1-58 

27 

—9-82 

4 

10-36 

10 

15-94 

16 

15-70 

22 

1-90 

28 

—7-56 

5 

lOOO 

11 

1719 

17 

13-68 

23 

—4-95 

29 

—304 

6 

10-48 

12 

17-88 

18 

11-17 

24 

-7-61 

30 

+400 

Aus  dieser  Zusammenstellung  entnimmt  man  auf  den  ersten  Blick, 
dass  die  so  erhaltenen  Einschaltungswerte  als  Lösung  unserer  vor- 
liegenden Aufgabe  nicht  gelten  können.  Diess  geht  noch  deutlicher 
aus  beigegebener  Fig.  1.  hervor,  in  welcher  die  gegebenen  Werte  und 
jene  obiger  Tabelle  graphisch  verzeichnet  erscheinen;  zu  dieser  Ab- 
scisse  S  ist  die  zugehörige  Ordinate  P  aufgetragen  und  die  so  er- 
haltenen Punkt«  sind  continuirlich  verbunden.  Die  luterpolationscurve 
geht  zwar  durch  die  gegebeneu  Werte,  schreitet  aber  zwischen  den- 
selben derart  aus ,  dass  sie  einmal  ein  Maximum  für  5  =  13 ,  ein 
Minimum  für  Ä«  26  und  einen  Inflexionspunkt  für  5«9  und  iS=20 
bildet.    Sie  schneidet  ferner  die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  iS=21'5 

m 

und  29*5  und  verläuft  zwischen  diesen  unter  der  Axe  mit  negativen 
Functionswerten ;  alles  Eigentümlichkeiten,  die  der  einfach  verlaufen- 
den Function  gewiss  nicht  zukommen  sollen. 

Diess  Resultat  beweist  für  diesen  Fall  zur  Genüge  meine  in  der 
Besprechung  dieser  Interpolationsmethode  gemachte  Behauptung,  und 
bedingt  tatsächlich  eine  andere  Behandlung  der  Aufgabe,  wenn  brauch- 
bare Werte  geliefert  werden  sollen. 
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2.  LSsung. 

Die  für  die  praktischen  Fälle  empfehlenswerteste  Behandlang  ist 
die  graphische.  Darnach  sind  in  entsprechend  grossem  Massstabe  mit 
möglichster  Genauigkeit  die  gegebenen  Argumentswerte  als  Abscissen, 
die  zugehörigen  Functionswerte  als  Ordinaten  auf  ein  rechtwinkeliges 
Axensystem  aufzutragen  Fig.  2.  Wir  gelangen  hierdurch  zu  den 
Punkten  I\  bis  P5.  Nun  kommen  die  weiteren  Bestimmungen  geome- 
trisch auszudrücken.  Nach  der  Natur  der  Aufgabe  ergibt  sich,  dass 
die  Belastungen  P  um  so  grösser  werden,  je  kleiner  die  Spannweite 
;S  angenommen  wird,  also  für  eine  yerschwindende  Spannweite  eine 
uumessbar  grosso  Dimension  erlangen  muss.  Diess  sagt  soviel,  als 
dass  im  gegebenen  Falle  die  fragliche  Interpolationscurve  sich  der  Axe 
der  P  d.  i.  ^-Axe  im  Unendlichen  nähern  wird  —  d.  h.  die  y-Axe 
Asymptote  der  Curvo  sein  wird.  —  Weiters  drückt  die  gegebene 
Bedingung  der  Aufgabe,  dass  nämlich  die  Belastung  P  pro  laufenden 
Meter  für  30  Meter  und  mehr  Meter  Spannweite  nur  4  Tonnen  be- 
tragen soll,  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  fragliche  Interpolations- 
curve im  Punkte  P5  ein  Miuimum  habe,  und  also  die  Horizontale  % 
in  diesem  Punkte  als  Taugente  der  Curve  zu  gelten  habe. 

Wir  sind  nun  im  Stande,  einen  continuirlichen  Cur\'enzag  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  herzustellen. 

Der  erste  Teil  desselben  ist  ein  Hyperbelscgment,  bestimmt  durch 
die  2^-Axe  als  Asymptote,  (d.  h.  zwei  Elemente)  und  die  drei  Punkte 
i\,  P2  und  /y.  Damach  sind  wir  in  der  Lage,  beliebige  Punkte 
dieses  Segmentes  sammt  Tangeuten  graphisch  zu  ermitteln. 

In  der  Figur  wurden  z.  B.  die  Tangenten  t^,  t^  und  ^  der  be- 
züglichen Punkte  Pj,  P29  A  ^^^^  ^^^  Satze  von  Pascal  constmirt 
Für  /},  «2)  ^8  61'gaben  sich  beziehungsweise  in  1,3,  2,3  und  1,2  die 
Pascallinieu,  welche  im  Schnitte  t^,  ^,  t^  mit  der  Asymptote  (y-Axe) 
Punkte  der  Tangenten  lieferten.  Asymptote  und  die  drei  Punkte 
sammt  ihren  Tangenten  genügen  im  vorliegenden  Falle  zur  Verzeich- 
nung der  Curve,  welche  selbstverständlich  nur  bis  P^  zu  gelten  hat. 

In  Pg  schliesst  sich  der  zweite  Teil  an,  der  also  gegeben  sein 
wird  durch  die  Punkte  Pg,  P4  und  P5  mit  den  Tangenten  «j  und  *§. 
Nach  demselben  Satze,  der  oben  verwendet  wurde,  bestimmen  wir 

auch  hier  zunächst  die  Tangente  in  P4.    Für  diese  hat  man  in  4,5 

die  Pascallinie,  welche  mit  PsP4  geschnitten  den  fraglichen  Punkt  t^ 
der  Tangente  liefert.  Ebenso  einfach  bestimmt  sich  ein  beliebiger 
Punkt  P  des  Curvenzuges.  Nachdem  die  Richtung  P^P  beliebig  durch 
P3  gehend  gewählt  wurde,   ergibt  sich   im   Schnitte   derselben   mit 

P^s  ^i°  Punkt  7  und  in  6  (Schnitt  von  t^  mit  t^)  der  zweite  Punkt 
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der  Pascallinie  6,7.  Letztere  schneidet  P3F4  in  8,  welcher  Punkt  mit 
P5  yerbunden  die  beliebig  gewählte  Kichtung  im  fraglichen  Punkte  P 
der  Cnrve  schneidet  Aus  den  Punkten  Pg,  P4  und  P5,  den  Tangenten 
in  denselben  ^,  t^,  t^  i^nd  endlich  den  Zwischenpunkten  P —  zu  denen 
man  noch  zu  allem  Ueberflusse  die  Tangenten  construiren  könnte  — 
lässt  sich  nun  mit  ziemlicher  Sicherheit  auch  dieser  zweite  Curvenzug 
verzeichnen. 

Nachdem  auf  diese  Art  mit  möglichster  Genauigkeit  die  Inter- 
polationscurve  dargestellt  wurde,  ersieht  man  auf  den  ersten  Blick, 
dass  dieselbe  alle  gegebenen  Bedingungen  erfüllt.  Mit  ihr  ist  die  Auf- 
gabe graphisch,  d.  h.  für  den  praktischen  Fall  genügend  gelöst,  denn 
es  Iftsst  sich  für  eine  beliebige  Spannweite  die  entsprechende  Belastung 
fast  mit  derselben  Genauigkeit,  als  die  Punkte  P^  bis  P5  aufgetragen 
wurden,  aus  der  Curve  sofort  entnehmen.  In  der  Fig.  2.  erscheinen 
die  Maasse  der  Ordinateu  für  Spannweiten  von  Meter  zu  Meter  vor- 
wärtsschreitend, durch  die  entsprechende  Cote  verzeichnet,  welche 
Werte  tabellarisch  zusammengestellt  werden  können. 

Wollte  man  auch  Interpolationsformeln  für  diesen  Fall  aufstellen, 
80  ist  es  zweckmässig,  diess  für  einzelne  Gruppen  von  Werten  zu  tun, 
um  womöglich  Formeln  nicht  höher  als  vom  2ten  Grade  bezüglich 
der  Abscisse  S  zu  erhalten. 

Man  geht  von  5  »  30  aus  nach  rückwärts  gegen  iS  »  1,  weil  in 
dieser  Richtung  die  Functionswerte  steigen,  wähle  als  erstes  Intervall 
der  Argumente  3  Finheiten  (3™)  u.  s.  fort  immer  weniger  nämlich 
2,  1,  0'5  und  0*25  Einheiten  als  Intervall  der  einzelneu  Wertgruppen. 
Diess  geschieht  ^us  dem  Grunde,  weil  die  Functionswerte  von  S=  30 
gegen  3  « 1  zu  immer  rascher  und  rascher  wachsen  im  Yerhältniss 
ZOT  Aufnahme  von  S. 

Für  jede  einzelne  Gruppe  ist  Newton's  Interpolationsformel  für 
gleiche  Intervalle  der  Argumente  anzuwenden. 

Sei  a  der  Wert  des  ersten  Argumentes  einer  Gruppe,  h  das  Inter- 
vall der  Argumente,  seien  ferner  P^,  Ai-^i»  ^2^1  beziehungsweise 
der  erste  Functions-  der  erste  und  zweite  Differenzwert,  endlich  für 
eine  allgemeine  Spannweite  ^S  das  P  der  fragliche  Funetionswert, 
dann  ist  bekanntlich: 

P«/(Ä-p,+^^.AiPi+i;2-Ä-{-Ä V^2Pi  +  ... 

Den  Vorgang  der  speciellen  Berechnung  und  Aufstellung  der 
Formeln  zeigt  nachstehendes  Schema: 

T«u  Lxn.  14 
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Würde  sich  ana  der  Natar  der  Aafgabe  ergebeo,  dass  die  Inter- 
polationacarvo  einen  Wendepunkt  der  Krammnng  bekommen  mnu, 
80  ist  bezDglicti  Anwendnng  der  Newton'schen  Formel  zu  bertlAsich- 
tigen,  dass  selbe  nur  fflr  CarvenzUge  Ton  einerlei  Erfimmnng  geltend 
auch  für  jeden  einzelnen  Teil  mit  gleicher  KrUmmung  separat  znr 
Benntzting  zn  kommen  bat.  Die  gewühlten  Gruppen  von  Functions* 
werten  haben  sich  also  nur  innerhalb  jener  Teile  des  Cnrveuznges 
zn  erstrecken,  welche  dnrch  die  vorkommenden  Inflexionapnnkte  be- 
grefizt  erscheinen. 
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Bemerkung. 

So  gut  man  den  fraglichen  Interpolationscnrvenzug  durch  gra- 
phische Construction  unter  Berücksichtigung  gegebener  Bedingungen 
aus  Segmenten  von  Curven  2ter  Ordnung  so  zusammen  setzen  kann, 
dass  sie  continuirlich  ineinander  verlaufen,  so  lässt  sich  diess  auch 
analjTtisch  durchführen.  Man  stelle  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
2ten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  so  wie  jene  für 
die  erste  Ableitung  von  y  nach  x  auf.  Diese  Gleichungen  enthalten 
5  Constante,  welche  für  jedes  Curvcnsegment  separat  zu  berechnen 
kommen.  Man  hat  hiefür  5  Gleichungen,  indem  im  Allgemeinen  5 
Bestimmungssücke  (Punkte  oder  Tangenten)  obige  Gleichunen  erfüllen 
müssen.  Dass  die  Berechnung  dieser  Constanten  im  Allgemeinen  und 
selbst  im  Besonderen  eine  ziemlich  umständliche  wird,  lässt  sich  leicht 
denken.  Würde  man  sich  für  alle  möglichen  Combinationen  von  ge- 
gebenen Bestimmungsstücken  (Punkte  und  Tangenten)  der  Mühe  der 
Ausrechnung  jener  Constanten  dennoch  unterziehen,  so  erhielte  man 
doch  so  umfangreiche  Ausdrücke,  dass  ihro  Benutzung  für  specielle 
Werte  nicht  praktisch  genannt  werden  kann.  Ausserdem  käme  noch 
die  erhaltene  Gurvengleichung  nach  y  aufzulösen,  wodurch  die  Form 
derselben  häufig  nur  noch  complicirter  wird. 

Es  wurde  dieser  Umständlichkeit  halber  von  einer  derartigen 
analytischen  Behandlung  des  Problems  in  unserem  Beispiele  Umgang 
genommen,  und  ist  in  den  meisten  Fällen  die  graphische  Lösung  als 
wirklich  praktisch  zu  empfehlen. 

Nur  um  auf  die  Möglichkeit  einer  durchaus  analytischen  Behand- 
lung des  Problemes  hinzuweisen,  ist  obige  Bemerkung  gemacht  worden. 

Graz  am  25.  October  1877. 
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1. 

Bemerkungr  ttber  den  TorBtonshalbmesser  ton  RaumeurTeiu 

Durch  eine  sehr  einfache  Betrachtung  ist  es  möglich,  den  Quoti- 
enten aus  Bogenelement  und  Torsionswinkel  in  irgend  einem  Punkt 
einer  Raumcnrve,  dessen  Grenzwert  den  Torsionshalbmesaer  in  diesem 
Punkt  liefert,  geometrisch  so  umzuformen,  dass  man  den  analytischen 
Ausdruck  dafür  ohne  Weiteres  angegeben  kann.  Ehe  wir  dies  zeigen, 
müssen  wir  vorausschicken  die  Formeln  ftlr  den  Inhalt  eines  anend- 
lich kleinen  Dreiecks  und  eines  unendlich  kleinen  Tetraeders,  ans- 
gedrfikt  durch  die  Coordinaten  der  (unendlich  nahen)  Eckpunkte. 
Wenn  nämlich  A^  J9,  C  drei  unendlich  wenig  entfernte  Punkte  mit 
den  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  System  bezogenen  Coordinaten 

«,  y,  «\     x-\-dx^  y+^y?  z-^-dz'y    x-]^2dx'\-cPx^  y+2cfy-|-<i*y, 

sind,  so  ist  der  doppelte  Inhalt  ^  des  Dreiecks  ABC  bekanntlich  dar- 
gestellt durch 

WO  zur  Abkürzung 


11  1 

y   y+^y   y+Sdy+c^y 

z    z-^dz    z-^2dz-\'Cpz 

u.  8.  w.  gesetzt  wurde. 


(1,  y+dy^  »+2€i»+<^«) 
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Obige  Determinanten  werden  durch  geeignete   Sabtraction  der 
Yerticalreihen  von  einander  sehr  verein&cht;  es  ist  z.  B. 


11  1 


10      0 
y    dy    cPy 

z    dz    d^z 


dy     d^y 
dz     d^z 


=  (dy  dh) 


Anf  dieselbe  Weise  rednciren  sich  die  beiden  anderen  Determinanten 
anf  (dzd^x)    und    (dxd^) 

Daher  wird 

1)  d^  =  (dy  d««)» + (dz  d^x)^ + (dx  d^y)K 

Kommt  zu  den  3  Punkten  noch  ein  vierter  D  mit  den  Coordinaten 

x+3dx+2d^X'{'d^x,     ...     z+Sdz+2d^z+d^z 

hinzu,  so  bestebt,  wenn  v  der  6 fache  Inhalt  des  Tetraeders  ABCD 
ist,  die  Gleichung 

X  x-^-dx  x-^2dX'{'€px  x-\'SdX'\'2d!^X'}'d^x\    .  \x  dx  d^x  d^x 


y  dy  tPy  ^y 
z  dz  d^z  dh 
1  0      Ö      0 


y  y+^y  y+2dy+d^y  y  +  Sdy  +  2^y'i~d^y 
z  z+dz  2+2d8+rf*«  z+3dz+2d^z  +  dh 
111  1 

dx  €px  d^x 

dy  rfV  ^y 
eis  d^z   dh 

oder  mit  Anwendung  derselben  Abkürzung  wie  oben 
2)  v-=-(dx  ifly  dh) 

Wenn  nun  A(x^  y,  z)  ein  beliebiger  Punkt  einer  etwa  durch  die 

Gleichungen 

X  =  9>U),    y  =-  i»;(^),    z  «  x(A) 

gegebenen  Kaumcurve  ist,  so  nehme  man  auf  der  Gurve  noch  3  be- 
nachbarte Punkte  i^,  C,  D  an.  Der  6  fache  Inhalt  des  Tetraeders 
ABCD  heisse  wieder  t?,  d^  und  J^  seien  die  doppelten  Inhalte  der 
Dreiecke  ABC  und  ABD  und  endlich  nenne  man  ds  das  Bogenelemeut 
AB  und  Go  den  Torsionswinkel,  welcher  gleich  dem  an  der  Kante  AB 
liegenden  FlÄchenwinkel  des  Tetraeders  ABCD  ist.  Für  den  Tor- 
sionshalbmesser P  im  Punkt  A  hat  man  alsdann 


lim 


ds 
flu 


lim-T 


ds 


smoo 


ds 


Sin  69 


lässt  sich  aber  leicht  durch  v,  d^^  und  ^3  ausdrücken.    Demi 


6iJ?.1 


*■■ 


^1 


V.x 
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venn  etwa  ä^  und  A  die  von  C  aasgehenden  Höhen  des  Tetraedws 
ABCD  and  des  Dreiecks  ABC  bezeichnen ,  so  ist 


^1         •       _  :H;  _  _o 


d,-y.       oinM-Y-^. 


daher 


smoo  V 


f^'  Beim  Zusammenfallen  der  vier  Punkte  ^,  5,  C,  Z>  in  den  einen 

%'.  Punkt  A  wird 

^j  =  ^j  =r  zf 

und  demzufolge 

P«  hm-: —  =  lim — . 
sino  t? 

Mit  Hülfe  von  1)  und  2)  ergibt  sich  folglich  unmittelbar 

{dxd^ydh) 

R.  Mehmko,  stud.  math. 


Zwei  Sätze  tob  den  Flftehen  zweiten  Grades. 

1.  Wenn  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades  und  auf  derselben 
irgend  eine  Krümmungslinie  gegeben  ist  und  man  zieht  von  einem 
beliebigen,  aber  festen  Punkt  im  Raum  aus  2  Parallelen,  die  eine  zur 
Normalen,  die  andere  zur  Tangente  in  irgend  welchem  Punkt  der 
Krümmungslinie,  und  nennt  s^  und  «2,  ^  und  ^  die  von  der  Fläche 
auf  diesen  Parallelen  abgeschnittenen  Stücke  (vom  festen  Punkt  aus 
gerechnet),  so  ist  für  ein  und  dieselbe  Krümmungslinie 

1-  ~r  =  const. 

2.  Zieht  man  durch  den  festen  Punkt  Parallelen  zu  den  con- 
jugirten  Taugenten  der  Krümmungslinie,  so  erfüllen  diese  einen 
Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  der  gegebenen  Fläche  die  Kreis- 
schnittebenen gemein  bat  und  sie  nach  einer  Curve  schneidet,  durch 
welche  sich  eine  Kugel  hindurch  legen  lässt.  Der  Mittelpunkt  dieser 
Kugel  liegt  auf  dem  Lote,  dass  man  vom  festen  Punkte  auf  seine 
Polarebene  (in  Bez.  auf  die  gegeb.  Fläche)  fällen  kann.  Indem  man 
nach  und  nach  andere  Krümmungslinien  annimmt,  erhält  man  ein 
System  von  Kugeln  von  besonderer  Eigenschaft.    Alle   Kugeln  des 


I 
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Systems  schneiden  nämlich  eine  nnd  dieselbe  Kugel  senkrecht.  Die 
letztere  geht  dorch  den  festen  Punkt,  berahrt  dessen  Polarebene  und 
hat  die  Entfernung  des  Punkts  von  seiner  Polarebeno  zum  Durch- 
messer. Man  kann  dies  auch  so  aussprechen:  Alle  Kugeln  des  Sy- 
stems haben  einen  gemeinschaftlichen  imaginären  Schnittkreis,  dessen 
Ebene  in  der  Mitte  zwischen  dem  festen  Punkt  und  seiner  Polarebene 
liegt  und  letzterer  parallel  ist;  sämmtliche  Polarebenen  des  festen 
Punkts  in  Bezug  auf  die  Kugeln  des  Systems  fallen  zusammen  mit 
der  Polarebene  desselben  Punkts  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche. 

B.  Mehmke. 


3. 

Mtnimum-Aufsrabe. 

Die  Ellipse  von  kleinstem  Flächeninhalt  zu  finden,  welche  einen 
g^ebenen  Brennpunkt  hat  und  durch  2  gegebene  Punkte  geht. 

Der  Brennpunkt  F  sei  Anfang  der  Polarcoordinaten  rtp.  Die 
Anfangsrichtung  qp  =  0  halbire  den  Winkel  AFB  «»  2/?,  den  die  Ra- 
dienvectoren  FA  ==  c,  FB  =  ctg^a  der  gegebenen  Punkte  -4,  B  bil- 
den, so  dass  die  Polarcoordinaten 

von  A  werden  r  ^  c^  q>  ^  ß 
„     B         „       r  =  ctg»a,  (p ß 

und  zwar  steht  es  uns  frei  a  und  ß  zwischen  0  und  R  anzunehmen. 
Femer  sei  a  die  grosse,  acosfi  die  kleine  Halbaxe,  also  asin/A  die 
Excentricität,  2?  «  acosV  der  Parameter  der  Ellipse.  Hieraus  er- 
giebt  sich  der  Flächeninhalt 

2Rp« 

E  «  2Ra.acos/i  =«  — t~  (1) 

*^       cos^^  ' 

Die  Polargleichung  der  Ellipse 


1  -|-  sin  ^  cos(^ — ^) 

wo  9>  »  ^  die  Richtung  der  grossen  Axe  bezeichnet,  angewandt  auf 
A  und  B  giebt: 

^=-  l+sinficos(^— j8) 

c 
=«  tg*a + tg*a  sin  ^  cos(^ + ß) 

Diese  2  Relationen  bestimmen  p  und  fi  als  Functionen  von  ^,  nämlich 
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p 2siii't.8iagBin» 

c      cos2tfcos|3coB#-|-8iQ|38in# 

cos  2« 

^^      cos2acosj3cosd-)-sm^siu# 

Mittelst  der  Sobstitotion 

sin2aeiun-{-cosS 

lässt  sich  ein  sehr  einfacher  Ausdruck  von  E  iu  der  einzigen  Variabcln 
*)  gewinnen.    Denn  es  wird 


OS  2(1  CDS  ^ 

eostf+sin^BJnö  =  ainö-^^ 

sin  2n  cos 
.in? 

llnia 

-1 

daher 

p             2sin*oBin>jS 

c      l-|-sin2ac03|}sinti 

1 

(l+sia2«C08j38iiii?)«-sin» 

Jcsln'^K 

»•, 

G0S*2aein'/! 

flinV  = 

1             cos»2oBin*U 
sin*»  (l-|-Bin2(tcos|3sinti)* 

das  ist 

= 

ain»2«8in*|Jcos»»? 

^     (l+sin2«co8;JBiüi,)* 

Bin2«Bin|ScosT? 

(4) 


l+sin2o!COs^8im/ 
Diese  Gleichung  zeigt  die  Berechtigung  der  Substitution  (2) ,  Bofem 
das  reolle  cosfi  ein  reelles  ces^,  also  sin't]  ^  1  fordert.  Führt  man 
die  Werte  (3)  (4}  in  (1)  ein,  bo  erhalt  man : 


T>  i  BJm'BiPi^  l+sin2ncoB)5 
cos'b  COS^i] 


oder,  abgekürzt: 


cos'ij 
wo 

n  »=  sin2(<cosj3 

jeden  Wert  zwischen  0  nnd  1  haben  kann. 
Diffcrentürt  man  zweimal,  so  kommt: 

Sij  cos*»; 
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(6) 


Entere  GrOsse  verschwindet  für 

-3±m 

smi, ^- 

WO  

zwischen  1  und  3  enthalten  ist.    Hieraus  ergiebt  sich: 

<  1  für  das  obere,  >^  1  fftr  das  untere  Zeichen.    Demnach  hat  allein 

der  Wert 

m  — 3 

Bedeutong)  und  dieser  ergiebt  nach  (6): 

S^E       Nm 

entspricht  daher  einem  Minimum. 

Nach  Einsetzung  der  gefundenen  Werte  hat  man: 

f»— 34-4cos«/5 

cot^  =  1 o    »   ii — ^  (7) 

4cos2a8mpco8p  ^  ' 


|/3  1  +  m        .  l/i 


3  —  w 
3  +  m'      -"'/- r  2  3  +  m 


3— m 

-J-  m 

8tfsin^a8in^/9 


l  +  m 


8c  sin*aco8*/J 


cosV        3       3 — J» 

kleine  Halbaxe 

« 
j>  8c     sin^asin/ScoB^ 


cos 


*•    ysya+m)  (3—1») 


(8) 


coaii-tgßySYJrz  (9) 


(10) 


Re«  sinaain/f  (3+i»)I 
^~3V6     cos»«     ViTp^  ^    ^ 

grosse  Halbaxe 


(12) 


(13) 
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und  kann  hiernach  leicht  die  Ellipse  construiren,  indem  man  zuerst 

'^,  nach  (7)  bestimmt,  an  die  Halbirungslinie  des  Winkels  AFB  nach 

FA  hin  anträgt,  dann  auf  dem  erhaltenen  Schenkel  die  Excentricitüt 

19  sin  u 

~T~  abschneidet;  der  Endpuukt  ist  der  Mittelpunkt 

R.  Hoppe. 


4. 

lieber  den  Neunpnuktekrels  des  Dreiecks. 

Hiermit  erlaube  ich  mir,  einen  wenigstens  teilweise  neuen  Beweis 
des  Satzes  zu  geben,  dass  der  Neunpunktekreis  eines  Dreiecks  den 
inbeschriebenen  Kreis  berührt.  Der  Beweis  ist  im  Anfange  derselbe, 
als  derjenige,  welcher  in  den  „Nouvelles  annales  de  mathematiques" 
vom  Jahre  1865.  pag.  220.  geliefert  ist  und  zwar  in  einer  kleinen 
Abhandlung  „Note  sur  la  d^termination  des  points  de  contacts  du 
cercle  qui  passe  par  les  milieux  des  trois  c6t68  d'un  triangle  ot  des 
cercles  tangents  ä  ces  cötes.'^ 

Der  Anfang  des  Beweises  in  dieser  Abhandlung  stützt  sich  we- 
sentlich auf  die  harmonischen  Eigenschaften  des  Kreises,  während  das 
Ende  etwas  künstlich  ähnliche  Dreiecke  benutzt.    Mein  Beweis  stützt 
sich  nur  auf  die  harmonischen  Eigenschaften,  wodurch  die  Bechnun- 
k'  gen  fast  ganz  vermieden  werden. 

^.t  Das  Dreieck  sei  ABC  (beifolgende  Figur),  die  Mitten  der  Seiten 

^i'  a,  6,  c,   die  Berührungspunkte  der  Seiten  und  des   inbeschriebenen 

Kreises  a',  b\  <?';  ferner  M  der  Schnittpunkt  von  ab  und  a'b\  D  der 
\:  Schnittpunkt  von  BM  und  AC^   Dd  die  Tangente  von  D  an  den  in- 

'?.  beschriebenen  Kreis,  d  der  Berührungspunkt.    Es  soll  bewiesen  wer- 

>:  den,  dass  der  Neunpunktekreis  den  inbeschriebenen  Kreis  in  d  berührt 

1)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  von  Dd  mit  resp.  BC  und 
;>  AB^  sie  seien  E  und  F,    Diese  Linie  bildet  mit  den  Seiten  des  Drei- 

(  ecks  ein  dem  Kreise  a!b^c*  umschriebenes  Vierseit.    Dieses  vollstän- 

\.  dige  Vierseit  besteht  aus  3  einfachen  Yierseiten   (Vierecken),  anf 

welche  wir  den  Satz  anwenden  können,  dass  die  Diagonalen  und  die 
Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  der  Gegenseit<)n  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Wir  haben  nun  folgende  einfache  Vier- 
seite: ABED^  FBCD^  ACEF  Aus  dem  ersten  Viereck  folgt,  dass 
c'd  und  AE  durch  4en  Pnnkt  M  gehen.  Aus  dem  zweiten  folgt, 
wenn  sich  CF  und  BD  in  H  schneiden,  dann  gehen  c'b'  und  ad 
dnrch  denselben  Punkt  H,  Aus  dem  dritten  folgt,  wenn  sich  AE 
und  CF  in  G  schneiden,  so  gehen  c'a'  und  b'd  auch  durch  G.  — 
Die  4  Punkte  a'b^c'd  bilden   ein  Viereck  im  angegebenen  Kreise, 
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dlßssen  Biagonalpankte  M^  Cr,  H  Bind,  die  also  ein  System  harmo- 
nischer Pole  in  Bezug  auf  den  inbeschriebenen  Kreis  bilden. 

2)  Die  Punkte  caG  und  cbH  liegen  resp.  in  gerader  Linie.  Es 
ist  nämlich  B(G^C^  H,  F)  ein  harmonisches  Strahlenbftschel.  CM 
schneide  AB  in  iV,  dann  wird  CN  in  M  halbirt,  was  leicht  eingesehen 
wird.  Die  Strahlen  BF^  BHy  BC  werden  nun  m  N^  M^C  von  einer 
Transversale  geschnitten,  und  da  diese  durch  den  einen  Strahl  halbirt 
wird,  so  muss  der  vierte  zu  dieser  Transversale  parallel  s6in>  d.  h. 
BG  II  CN.  Schneidet  also  aG  die  Linie  CN  in  O,  so  muss  Ga  =  aO 
sein,  da  Ba  =  aC  ist  Nun  ist  das  Btischel  C[G^  E^  3f,  A)  ebenfalls 
harmonisch,  also  Ga  oder  aO  ist  parallel  AC^  d.  h.  es  ist  Ga  die- 
selbe Linie  als  ac,  oder  Ga  geht  durch  c. 

Ebenso  ist  A{G^  C,  IT,  F)  harmonisch,  woraus  folgt,  dass  AH^  CN 
Ist  nun  Q  der  Schnittpunkt  von  CM  und  bH^  so  folgt  Qb  =  bH. 
Ebenso  ist  C(G^E^M^A)  harmonisch,  also  bH\\BC^  also  cbH  in 
gerader  Linie. 

3)  Es  werde  nun  Dd  von  ah  m  S^  von  cb  in  R,  von  ac  in  P 

geschnitten;  ferner  CF  von  o^  in  u;  AM  von  cb  in  TK,  und  ÄZ>  von 

oc  in  V.     Zunächst  ist  F(A^  3f,  £7,  (r)  harmonisch,  und  da  a6  ||  FA^ 

so  muss  3£S  ^  SU  sein,    a,  Jtf,  5,  U  sind  aber  harmonische  Punkte, 

weil  dieselben  auf  dem  harmonischen  Büschel  C(j?,  Jkr,  2>,  ^)  liegen, 

also  ist 

SM^'^Sb.Sa 

oder,  weil  SM  =  ÄZ  ist,  weil  Fe'  ^  Fd,  und  UM  ||  /b'  ist 

Äi««  Sb.Sa 

Ebenso  ist  Z)(-4,  3f,  JE,  G)  harmonisch  und  ac  \\  DA^  also  VF  =  FG, 
Es  sind  aber  cFaG^  vier  harmonische  Punkte,  also  ^ 

FG^^  Fa,Pc 
oder  da  ebenso  P6r  =  Pd  ist, 

Pci2==  Pa.Pc 
Man  wird  ebenso  beweisen,  dass 

Rd^'^RcBh 

Wenn  wir  nun  den  Kreis  durch  abc  legen,  so  haben  nach  dem  eben 
Gesagten  die  Punkte  P,  i2,  S  gleiche  Potenzen  für  beide  Kreise,  den 
Neunpunktekreis  und  den  inbeschriebenen  Kreis  abc^  also  ist  diese 
Linie  PS  oder  Dd  die  Chordale  beider  Kreise.  Da  diese  aber  den 
einen  Kreis  und  zwar  in  d  berührt,  so  muss  sie  auch  den  andern  in 
demselben  Punkte  berühren,  und  diese  Kreise  berühren  sich  also  in  d, 

W.  Fuhrmann, 

Oberlehrer  an  der  Realschule  auf  der  Barg 
in  Königsberg. 


220  Miscdlen, 

5. 

Entwiekelmiir  von  log  (1 -{-»). 

Ich  füge  noch  die  Entwickelang  von  \o%{\-\-x)  in  eine  Reihe 
anf  eine  neue  Weise  hinzn,  die  mir  deshalb  wohl  erwähnenswert  za 
sein  scheint,  weil  sie  ganz  ohne  den  binomischen  Lehrsatz  gefunden 
wird. 

Es  sei 

log(l-f-»)  -=  Oiaj-j-fljaj* •{-...  =  £ah^ 

also 

log(l+y)  =-  öiy+««y*+--  =•  ^aht^ 

1  i 

also 

log(l+aj)-log(l+y)  =  logj^  «  ^ani^-^) 

Nun  ist 
also 

Wir  finden  also 

oder 

«,     ic*— y*       «,     (fl5— y)*-i 

1      «— y         1       (1+y)* 
Wir  setzen  nun  x^  y.    Es  ist  aber 


\  «— y  Jx-y 


\  X — y  /z=^ 
also 


y 

da  die  übrigen  Glieder  der  rechten  Seite  fortfallen.    Es  ist  aber 


1  1  + 


Hieraus  folgt  also 

a* ^^ 

Der  Coefficient  c^  muss  natürlich  auf  gewöhnliche  Weise  bestimmt 
werden. 

Königsberg,  d.  5.  Jan.  1878.  W.  Fuhrmann. 
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6. 

Emüttelmnf  des  Wertes  eines  bestliiiMtem  Interrales. 
Das  tn  berechnende  Integral  ist 

J  —  /(tt— «)^~i  (t*— jJ)^-*  y(«)  8tt  (1) 

a 

fOr  den  Fall,  in  welchem  A  nnd  B  positive  Zahlen  sind  und  (piu) 
eine  ganze  algebraische  Function  von  «  bedeutet. 

Führt  man  in  dem  obigen  Integrale  ffir  u  eine  neue  Variable  w 
ein,  mittelst  der  Substitution 

80  erhalt  man 

1 

J={ß— «y+s-i  (—1)*-»  /*w^-i  (1 — w7)^-i  9  [«  4-  (/} — a)«^]  diu    (3) 

Setzt  man  der  Kürze  halber 

A+B^s 

ß  —  a^y 
und  entwickelt  man 

9(«+ytr) 

mittelst  der  Maclaurinischen  Reihe,  so  erh&lt  man: 

1 

ö 

Man  kann  diesen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 

1  1 

1  1 

0  0  ' 

Nun  ist  bekanntlich  für  positive  Werte  von  p  und  q 

1 


0 

folglich  liat  man; 


./U-.«-.,..*.  -  &m 
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Beachtet  man  nun  noch  die  für  ganze  and  positive  Werte  von  n 
stattfindende  Gleicbong 

^1»+«)  =  n(n+l)(n+2)...(n+p-l)r(p) 

und  setzt  man,  wie  schon  frfiher  bemerkt, 

^+B  =  « 

so  lässt  sich  J  folgendennassen  schreiben : 

j=  (-D^-V-i  f(^^^)  (yW+yyy  (") +7(7+17 -2! ^>H- 

^M+l)(^+2)y»  \ 

+   ,(,+!)(,+ 2)  •3!''  W+-) 

Setzt  man  hierin  ^(u)  =  1,  so  erhält  man: 


/ 


\„  _  „)i-i  («  _  p)n-x  au  =  (_  l)A-i  f  -i  ^^5 
folglich  ist: 

Wien,  d.  1.  Febr.  1878.  Simon  Spitzer. 


7. 

Bereehnnn;  der  dritten  Seite  eines  Breieeks  aus  zwei  gegrebenei 
Seiten  und  dem  Ton  diesen  eingresehlossenen  WinkeL 

Ist  a  die  unbekannte  Seite,  so  hat  man  nacli  dem  Cosinnssatze 
die  allgemein  übliche  Transformation  dieses  Aasdmckes  fOr  die  Joga- 
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rithmische  Berechnung  hat  einige  Schwächen,  die  sich  heim  Unter- 
richte immer  wieder  fühlhar  machen. 

Wir  schlagen  den  folgenden,  dem  Verständnisse  besser  entgegen- 
kommenden Weg  vor. 

Nach  b€^annten  Eigenschaften  des  Dreiecks  ist 


daher  wird  h-^-c  mit  einem  echten  Bruche  mnltiplicirt,  h — c  dagegen 
darch  einen  solchen  dividirt  werden  müssen,  nm  es  dem  a  gleich  zu 
machen;  wählt  man  diesen  echten  Bruch  in  Form  eines  Sinus  oder 
Cosinus,  so  ergibt  sich  a  in  einer  der  Formen: 

1)    a  ==  (J)-\-€)9\nqf  3)     a  =  — 


2)    a  =:  (Ä-{-c)cosi/;  4)     a  = 


sm9>i 


COStf/j 

Nach  den  beiden  ersten  erscheint  a  als  Kathete  eines  rechtwinkligen 

Breiecks,  worin  *+<?  die  Hypotenuse  und  q>  der  der  Kathete  gegen- 
überliegende, ^  der  ihr  anliegende  Winkel  ist;  den  zwei  anderen  zu- 
folge ist  a  Hypotenuse  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck,  \fo  b  —  c 
Kathete  und  q>^  der  ihr  gegenttberliegende,  tf;,  der  anliegende  Winkel 
ist.  Damit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  sogenannten 
Hilfswinkel  ausgesprochen,  zu  deren  Erläuterung  die  Figuren  1. 
und  2.  dienen. 

Führt  man  nun  in  der  oben  aufgestellten  Oleichung  einmal 


dann 


cos-4  =«  2cos^ö""~  1» 


cos-4  =  1— 2sin*2 


ein,  so  ergibt  sich  zunächst 

a=  l/(Ä-|-c)*— 4äc.cos*2' 
beziehungsweise 

a  =  |/(^ -<?)«  + 4&<?.  sin«  ^ 
und  in  weiterer  Folge 
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(h+cy 


2 


\i 


und  die  Yergleichang  mit  den  Gleichungen  1),  2),  3),  4)  ergibt  so- 
forty  das8 


4^.C08*s" 


cos*®  —  sin*i^  =  ~7T-T — ^ 


ibc.sin^ä 


cotg V,  «  tg«V;, ^^3^ 

zu  setzen  ist,  welche  letzteren  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Hilfe- 
Winkel  führen. 


Prag,  December  1877.  E.  C  zu  her. 
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Geodäsie. 

Die  Figur  der  Erde.  Ein  Beitrag  zur  europäischen  Gradmessung. 
Von  Dr.  Heinrich  Brons,  a.  o.  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Berlin.    Berlin  1878.    P.  Stankiewicz.    4P.    49  S. 

Es  wird  der  Nachweis  geführt,  dass  keine  Hypothese  über  die 
Erdoberfläche,  weder  in  geschlossener  Form  noch  in  Reihenentwicke- 
lung  möglich  ist,  welche  den  Messungen  eine  genügende  Grundlage 
bietet,  dass  aber  die  vereinigten  Messungsmittel,  nämlich  einerseits 
astronomische  Ortsbestimmungen  (Polhöhen,  Längen,  Azimute),  Tri- 
angulation (Horizontalwinkel,  Grundlinien)  und  trigonometrisches 
Nivellement  (Messung  von  Zonithdistanzou),  andrerseits  geometrisches 
Nivellement  verbunden  mit  Bestimmungen  der  Intensität  der  Schwere, 
ausreichend  und  zugleich  sämmtlich  notwendig  sind,  um  ohne  Hypo- 
these die  Gestalt  der  Erde  zu  bestimmen.  Die  Gestalt  der  Erde  wird 
definirt  als  das  Svstem  der  Flächen  W=  const,  wo  W  das  Potential 
der  Schwere,  d.  i.  Kesultante  von  Anziehung  und  Centrifugalkraft, 
bezeichnet.  Eine  einzelne  dieser  Flächen  heisst  eine  Niveaufiäche, 
gemäss  Gauss  und  Bessel.  Sie  ist  mit  der  Gleichgewichtsfläche  (als 
Oberfläche  gedacht)  nicht  identisch,  wird  aber  deshalb  zur  Bestim- 
mung gewählt,  weil  die  Resultate  der  geometrischen  Nivellements 
direct  aaf  sie  Bezug  haben.  Während  aber  Gauss  und  Bessel  mit 
Vernachlässigung  des  Unterschieds  eine  solche  Niveaufläche,  welche 
den  Meeresspiegel  repräsentirto,  als  mathematische  Figur  der  Erde 
betrachteten,  lässt  der  Verfasser  diese  Identiflcirung  fallen,  dehnt  den 

TeU  LSC.    Heft  2.  2 
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gcnatand  der  Uutorsachung  auf  das  System  der  Niveaufl&chcn 
lachen  deo  Grenzen  der  Messungen  uud  nennt  dasselbe  ein  Gcoid. 
!  Niveauflilcben  sind  in  3.  Ordnung  unstetig,  lassen  sich  aber  in 
tige  Teile  zerlegen.  Entwickelt  man  das  Poteatial  der  Anziehang 
:h  fallenden  Potenzen  des  Radiusvectora  r  bis  zur  (-'5)ten,  so  er- 
t  man  nach  VernachläsaiguDg  einiger  kleinen  Grössen ,  welche  die 
ferenz  der  2  kleinsten  Hauptträgheitsmomente  zum  Factor  haben, 
1  Hinzufagnug  des  Potentiale  der  Centrifugal kraft,  statt  des  Potcn- 
s  der  Schwere  die  Function; 


2^6    1 

J/die  Masse,  JC—  C—^(A-\-B),  A,  B,  C  die  HauptlrägheiU- 
monte,  »  die  Eotationsgeach windigkeit  der  Erde  bezeichnet,  uud 
=  const.  drflckt  ein  System  vou  Flächen  aus,  welches  als  erste 
herung  dem  Gcoid  zu  Grunde  gelegt  werden  kann  und  hier  Spha- 
1  heisst.  Die  Abweichangen  des  Geoids  vom  SphfLroid  sind  es 
iD,  was  allgemein  Lotstörungeu  genannt  wird.  Es  werden  nun  die 
jffidenteu  M  und  3/A',  so  wie  die  Abplattung  und  die  extrcmeu 
Tte  der  Schwere  theoretisch  in  Relation  gesetzt,  und  die  Erhebun- 
i  und  Senkungen  des  Geoids,  desgleichen  die  Lotablenkungen  bc- 
nmt.  Hierauf  werden  einzeln  die  astrouo mischen  uud  trigonome- 
ichcn  Messungen,  dann  das  geometrische  Nivellement  behandelt. 

H. 


Univcrsal-Nivellir-Iustrument  als  Tacbcomoter.  Von  Johann 
:zepaniak,  Ingenieur.  MitäTafeln.  Wien,  Pest,  Leipzig.  1878. 
Harticbcn.    35  S. 

Der  Verfasser  hfUt  die  vorliandcneu  Schriften  über  Tacbeometrie 
hinreichend  dem  UedUrfniss  zu  genllgeu,  das  dazu  am  meisten 
igncto,  gleiehfalla  bereits  bekannto  Instrument  hingegen  soll  hier 
1  cratcumal  zum  Gegenataud  besonderer  Erörterung  gemacht  wer- 
1.  Das  Buch  besteht  aus  einem  tbcorctisebeu  und  praktischen  Teile. 
erstcrem  wird  zuerst  die  Theorie  von  Stampfer's  Elovationsschraube 
gelegt.  Ilicrauf  folgt  die  Geschichte  der  Tacheoraetrie.  Die  Theorie 
Univeraal-Nivellir-Instruroents  erfordert«  vor  allem  Erklämog 
I  Koicbcnbach's  Fadeumikrometer.  Zur  AnsfQhrung  der  Rechnungen 
d  der  logarithmlschc  Rechenschieber  in  Anwendung  gebracht,  aaf 
aen  Einrichtung  und  Gebrauch  die  Schrift  näher  eingebt  Der 
to  Gegenstand  ist  der  Transporteur.  Der  praktische  Teil  bandelt. 
Betreff  der  Feldarbeit,  vom  allgemeinen  Verfahren,  von  der  Ope- 
onslinic,  Dotailcotirnng,  Felduotizbuch  und  Skizzen,  in  Betreff  der 
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Hausarbeit,  von  der  Berechnung:  der  Feldablesungen,  vom  Auftragen 
aufs  Papier,  Interpolation  der  Schichten  und  Ausfertigung  der  Pläne. 

H. 


Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  und  zu  deren  Ge- 
brauch beim  Schnellrechuen  sowie  beim  Scbuellquotireu  mit  Aneroid 
und  Tachymeter  für  Ingenieure,  Topographen  und  Alpenfreunde.  Von 
Dr.  Ch.  August  Vogler.  Mit  sechs  Liiihtdrucktafeln  und  vielen  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1877.  Ernst  u.  Korn. 
196  S. 

Die  Verwendung  von  Diagrammen  zum  Ausdruck  von  Functio- 
nen, namentlich  empirisch  ermittelten,  von  einem  oder  zwei  Argu- 
menten ist  bereits  eine  so  maunichfaltige,  dass  eine  Behandlung  der- 
selben in  grösstmöglichcr  Vollständigkeit  als  Bedürfniss  erschienen 
ist.  Das  vorliegende  Buch  bringt  eine  solche  zum  erstenmal  zur  Aus- 
führung und  giebt  im  zweiten  Abschnitt  die  Anwendung  auf  Baro- 
meter- und  Aneroidmessuugcn,  im  dritten  auf  Tachymetrie.  Haupt- 
sächlich sind  es  die  Functionen  zweier  Argumente,  die  eine  umfaug- 
reicbcre  Theorie  erfordern.  Hier  werden  zur  Darstellung  beide 
Argumente  als  Coordinaten  aufgeti^ageu ,  und  die  Isoplethen,  d.  i. 
diejenigen  Cui'ven,  welche  die  Punkte  von  gleichem  Functionswert 
verbinden,  gezogen.  Ein  grösseres  Feld  frei  gewählter  Anordnung 
eröffnet  sich  dadurch,  dass  man  die  aufgetragenen  Stücke  der  2  Axen, 
welche  den  Einheiten  der  Argumente  entsprechen,  ungleich  machen 
kann.  So  hat  man  es  in  seiner  Hand,  einesteils  die  Isoplethen  zweck- 
gemäss  zu  gestalten,  audernteils  die  Argumente  zu  Functionen  neuer 
Argumente  zu  machen.  Ein  besonderer  Fall  davon  ist  die  logarith- 
mische Teilung.  Auf  ähnlichem  Princip  beruht  der  logarithmischo 
Rechenschieber,  dessen  Theorie  hier  gleichfalls  dargelegt  wird.  Da 
die  Isoplethen  nur  von  Einheit  zu  Einheit  des  Functionswerts  gezogen 
werden  können,  so  waren  noch  die  Mittel  zu  erörtern,  durch  welche 
das  Augeumass  in  der  Abschätzung  der  Bruchteile  unterstützt  werden 
kann.  Soviel  sich  vor  der  Hand  übersehen  lässt,  entspricht  die  ge- 
genwärtige Bearbeitung  allen  Anforderungen  in  befriedigender  Weise. 

H. 


Mechanik. 


Die  wichtigsten  Sätze  der  neuem  Statik.  Ein  Versuch  elemen- 
tarer Darstellung  von  Dr.  J.  B.  Goebol,  diplomirtem  Ingenieur. 
Mit  einer  lithographirten  Tafel.    Zürich  1877.  Meyer  u.  Zeller.  51  S. 


r 


16  Litterariseher  Bericht  CCXLVL 

Die  hier  im  Zusammenhang  vorgetragene  „neuere  Statik^'  ist 
eine  Transformation  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
durch  gleichzeitige  und  gemeinsame  Zerlegung  der  Kräfte  und  dor 
Yerrttckungen  in  Translation  und  Rotation.  Dasselbe  Verfahren,  nach 
welchem  Poinsot  mit  so  viel  Glück  mechanische  Probleme  auf  über- 
raschende Weise  gelöst  hat,  lässt  sich  allgemein  auf  die  Principien 
der  Mechanik  anwenden,  woraus  dann  eine  Theorie  entspringt,  an 
deren  Gestaltung  ausser  ihm  Möbins,  Chasles  u.  A.  mitgewirkt  haben. 
Die  Form  der  Darstellung  ist  die  einfach  analytische  im  vollen  Sinne, 
ausgehend  von  der  allgemeinsten  Auffassung,  die  in  keiner  Weise 
durch  successives  Aufsteigen  gewonnen,  sondern  geradezu  vorausge- 
setzt wird.  Nach  Angabe  des  Verfassers  werden  vorausgesetzt  die 
Elemente  der  Mechanik,  der  darstellenden  Geometrie  und  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes.  In  der  Tat  wird 
wol  Jeder,  der  hiermit  völlig  vertraut  ist,  auch  das  Gegenwärtige  leicht 
verstehen,  aber  nur  sofern  er  es  in  seinen  Gedanken  bereits  umspannt 
und  alles  Einzelne  unter  seine  Begriffe  zu  ordnen  weiss.  Dass  aber 
ein  solcher  Standpunkt,  wie  der  Verfasser  meint,  auf  jeder  polytech- 
nischen Schule  mit  Leichtigkeit  in  den  ersten  beiden  Semestern  er- 
reicht werden  kann,  davon  sind  die  publicirten  Hülfsmittel  für  diese 
Schulen  weit  entfernt  ein  Zeugniss  zu  geben;  es  werden  höchstens 
einige  besonders  begabte  Schüler  dazu  gelangen.  Was  also  der  Ver- 
fasser damit  meint,  dass  er  seine  Darstellung  eine  elementare  nennt, 
ist  nicht  zu  ersehen.  Selbst  Poinsot  nimmt  zur  Hinführung  auf  den 
hier  geforderten  Standpunkt  einen  synthetischen  Anfang.  Hier  ist 
zur  Anleitung  gar  nichts  geschehen.  Soll  violleicht  die  Bezeichnung 
sich  darauf  stützen,  dass  keine  Differential-  und  Integralrechnung 
vorkommt,  so  liegt  es  in  der  Natur  des  Gegenstandes,  dass  bei  De- 
duction  des  Princips  wie  auch  bei  der  Transformation  dieselben  nicht 
gebraucht  werden;  dieser  Umstand  lässt  sich  unmöglich  der  gegen, 
wärtigen  Bearbeitung  zurechnen.  Aus  dem  Umstände  folgt  indes 
nicht,  dass  zum  Verständniss  der  Differentialbegriff  unentbehrlich 
wäre.  Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  wird  hier  das 
Princip  der  mechanischen  Arbeit  genannt  Diese  wie  die  übrigen 
terminologischen  Einführungen  der  Vorgänger  sind  in  der  Tat  recht 
passend  gewählt;  nur  ändern  sie  an  der  Sachlage  nichts  und  können 
keine  sonst  mangelnde  Einsicht  ersetzen.  Arbeit  ist  eine  geläufige 
Vorstellung;  zur  exacten  Auffassung  gehört  aber  der  Begriff  der 
Variation,  und  die  Darlegung  im  concreten  Falle,  die  doch  zum  Be- 
weise des  Verständnisses  gefordert  werden  muss,  verlangt  die  nur 
scheinbar  vermiedene  Differentialrechnung,  deren  Elemente  demnach 
auch  zu  den  notwendigen  Vorkenntnissen  gerechnet  werden  müssen. 
Hiermit  fällt  auch  diese  vermutete  Rechtfertigung  des  Attributs  „ele- 
pientar^'  weg.    Abgesehen  von  diesem  unbegründeten  Anspruch  ist 
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das  Yorliegondo  als  übersichtliche  Zusammenstellung  dessen,  was  der 
Verfasser  bereits  fertig  vorgefunden  hat,  worauf  wir  daher  keinen 
Anlass  haben  näher  einzugehen,  eine  Arbeit,  die  gewiss  Vielen  will- 
kommen sein  wird.  H. 


Optik. 

Bestimmung  der  Interferenzen  von  mehreren  isochronen  und  in 
gleicher  Phase  schwingenden  Lichtcentren.  Von  der  philosophischen 
Facultät  zu  Jena  gekrönte  Preisschrift  Von  Dr.  Alfred  Eich- 
horn.   Mit  zwei  Figurcntafeln.    Jena  1878.    Gustav  Fischer.     34  S. 

Die  Schrift  enthält  eine  Reihe  analytischer  Entwickelungen,  deren 
Ziel  nach  den  Worten  der  Einleitung  folgendes  ist.  Es  sollen  Licht- 
centra  in  bestimmter  Anzahl  und  Gruppirung  innerhalb  einer  Ebene 
liegen  und  Schwingungen  von  gleicher  Schwingnngsdauer  und  ttber- 
einstimmender  Phase  von  ihnen  ausgehen.  Das  Zusammenwirken  dieser 
Schwingungen  soll  in  einer  zweiten,  der  ersten  parallelen  Ebene  be- 
stimmt werden,  deren  Abstand  von  der  Ebene  der  Lichtcentra  im 
Vergleich  mit  den  Abständen  der  letzteren  unter  einander  sehr  gross 
sei,  und  zwar  unter  der  Eins^hl'änkung,  dass  die  Wirkung  nur  in 
solchen  Punkten  betrachtet  werde,  deren  Verbindungslinie  mit  sämmt- 
iichen  Lichtcentren  sehr  kleine  Winkel  mit  der  gemeinsamen  Nor- 
malen zu  beiden  Ebenen  einschliessen.  Die  (in  dieser  Formulirung 
ausgesprochene  Aufgabe  enthält  die  Theorie  einer  Classe  von  Inter- 
ferenzphänomenen, die  sich  experimentell  leicht  herbeiführen  lassen 
und  welche  zugleich  bei  vielen  optischen  Wirkungen  ungesucht  auf- 
treten. Es  wird  dabei  an  die  Herbeiftlhrung  durch  Stab-  und  Kreuz- 
gitter gedacht,  und  besonders  die  Fälle,  welche  solchen  von  9Ö*^  und 
60^  entsprechen,  der  mathematischen  Discussion  unterzogen.  Die  zu- 
grunde gelegte  Beobachtungsmethode  compensirt  die  Verschiedenheit 
der  Wellenlängen,  so  dass  das  Interferenzbild  für  alle  Farben  das 
nämliche  wird,  also  auch  bei  Anwendung  weissen  Lichts  keine  Far- 
benerscheinungen eintreten.  Der  Rechnung  gehen  2  Hülfssätze  vor- 
aus. Dann  werden  nach  einander  folgende  Fälle  untersucht:  2  Licht- 
centra, 3  äquidistante  linear  liegende  Licht<;entra,  n-^-l  nicht  äqui- 
distante  Lichtcentra  mit  ungleichen  Intensitäten  in  einer  Geraden 
liegend,  3  Lichtcentra  gleicher  Intensität  in  den  Ecken  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks,  3  Lichtcentra,  ebenso  liegend,  von  denen  2  dieselbe, 
das  dritte  eine  bedeutend  grössere,  dann  bedeutend  kleinere  Intensität 
hat,  6  in  den  Ecken  eines  regulären  Sechsecks  liegende  Lichtcentra 
von  gleicher  Intensität,  12  Lichtcentra  gleicher  Intensität  in  den  Ecken 
zweier  regulären  Sechsecke,  4  Lichtcentra  gleicher  Intensität  in  den 
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Ecken  eines  Quadrats,  8  Lichtccntra  gleicher  Intensität,  3  Lichtcentra 
gleicher  Intensität  in  den  Ecken  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  4 
Lichtcentra  derselben  Intensität  in  den  Ecken  eines  Rechtecks. 

H. 


Bas  Brachy-Teleskop.  Erfunden  und  construirt  von  J.  Forster 
und  K.  Fritsch.  Für  Freunde  der  Astronomie,  Militärs,  Touristen 
etc.  verfasst  von  K.  Fritsch,  Optiker  und  Mechaniker,  Wien,  YI. 
Gumpendorferstr.  Nr.  31.  Mit  5  Holzschnitten  und  1  Lichtdruck- 
tafel.    Wien  1877.    Selbstverlag.    16  S. 

Von  der  Leistung  des  neuen  Instruments,  dessen  Erfindung  für 
den  Zweck  bestimmt  ist,  weniger  Bemittelten  für  das  praktische  Stu- 
dium der  Astronomie  mit  Entbehrlichkeit  grosser  Fernrohre  zu  dienen 
und  zugleich  Transport  und  Aufstellung  ohne  jegliche  Umstände  zn 
ermöglichen,  sagt  der  Verfasser,  dass  es  so  klein  und  leicht  ist,  dass 
es  von  der  Hand  eines  Kindes  getragen  werden  kann,  während  ein 
Mann  Mühe  hat,  ein  Instrument  gleicher  Leistung,  aber  nach  bis- 
herigen Systemen  verfertigt,  zu  tragen.  Die  Schrift  geht  zuerst  die 
Reihe  der  successiven  Verbesserungen  und  Spiegelteleskope  bis  zum 
HerscheFschen  durch ,  und  beschreibt  dann ,  wiewol  sehr  ungenügend, 
das  erfundene,  welches  gleichfalls  ein  solches  und  zwar  mit  zweimali- 
ger Reflexion  ist,  so  dass  das  Auge  den  Stern  direct  vor  sich  hat 
Beide  Spiegel  sind  von  versilbertem  Glas.  Der  grössere,  auf  den  der 
Strahl  zuerst  auffällt,  ist  parabolisch  geschliffen  und  befindet  sich 
neben  dem  Ocularrohr,  der  zweite,  kleinere,  ein  Planspiegel,  in  eini- 
ger Entfernung  vor  demselben.  Hierauf  wird  von  der  Behandlung 
des  Apparats,  dann  erst  im  allgemeinen  von  den  Vorzügen  der  Re- 
flectoren  vor  den  Refractoren  gesprochen,  dann  insbesondere  folgende 
Vorzüge  des  gegenwärtigen  Brachyteleskops  genannt.  Der  grosso 
Spiegel  ist  nicht  durchbrochen,  daher  das  Bild  eine  grosse  Lichtstärke 
und  Schärfe  besitzt.  Der  kleine  Spiegel  steht  nicht  mitten  im  Strah- 
lengangc  des  grossen,  welcher  Umstand  ebenfalls  zur  Vermehrung  der 
Helligkeit  und  Präcision  des  Bildes  beiträgt.  Das  Instrument  ist  viel 
kürzer  als  ein  Newton'sches.  Der  Gegenstand  ist  vor  dem  Beobach- 
ter, nicht  links  von  ihm  oder  gar  hinter  ihm,  was  für  die  Oricntirung 
angenehmer  ist.  Im  Anhang  empfiehlt  d^r  Verfasser  ein  Spectro- 
meter  mit  Doppelaxen -System,  welches  in  Lichtdruck  abgebildet  ist 
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Astronomie. 

Dio  Entstellung  des  Sonnensystems.  Nach  der  Laplacc'schcn 
Hypothese,  iu  verschiedenen  neuen  Richtungen  ausgeführt.  Eine 
mathematische  Abhandlung.  Von  Ferdinand  Herz,  Oberst  und 
Commandeur  des  Grossherzoglich  Hessischen  Gendarmerie  -  Corps. 
Zweite,  gänzlich  neu  bearbeitete  Auflage.  Darmstadt,  1877.  H.  L. 
Schlapp.    381  S. 

Die  Bahnen  der  Kometen  und  dio  Monde  des  Mars.  Ein  Nach- 
trag zur  „Entstehung  des  Sonnensystems".  Von  Ferdinand  Herz, 
Oberst  und  Commandeur  des  Grossherzoglich  Hessischen  Gendarmerie- 
Corps.    Darmstadt,  1878.    H.  L.  Schlapp.    68  S. 

Das  Sonnensystem,  bestehend  aus  Sonne,  Planeten  und  Trabanten, 
mit  Ausschluss  also  der  Kometen  und  anderer  sein  Raumgebiet  kreu- 
zender Meteore,  wird  iu  der  erstem  Schrift  isolirt  von  der  übrigen 
Welt  betrachtet.  Der  Umstand,  dass  alle  dazu  gehörigen  Körper 
Umlauf  und  Rotation  in  gleichem  Sinne,  geringe  Neigung  der  Bahnen 
und  geringe  Excentricitäten  haben,  sowie  die  Regelmässigkeit  in  der 
Scala  der  Abstände,  fordert  zur  Erklärung  seiner  Entstehung  aus 
gemeinsamer  Ursache  auf.  Hierzu  hat  Laplace  einen  Weg  angegeben, 
und  die  gegenwärtige  Schrift  macht  es  sich  zur  Aufgabe,  denselben 
im  einzelnen  zu  verfolgen.  So  umfassende  Unternehmungen  haben 
zufolge  der  zahlreichen  Erscheinungen  im  Gebiete  der  kosmischen 
Fragen,  welche  aus  Unkeuntniss  und  Selbstüberschätzung  hervorgehen, 
nicht  darauf  zu  rechnen  einer  guten  Meinung  zu  begegnen.  Um  so 
mehr  ist  es  anzuerkennen  und  hervorzuheben,  dass  das  vorliegende 
Bach  nicht  zu  dieser  Classe  gehört.  Es  zeugt  von  ungewöhnlicher 
Ruhe  und  Besonnenheit,  von  zwar  nicht  tiefer,  doch  vielseitiger  Kennt- 
niss  der  einschlagendeu  Arbeiten,  einer  wirklich  zu  eigen  gemachten 
Kenntniss  mit  der  Fähigkeit  sie  zur  Prüfung  richtig  zu  gebrauchen; 
ohne  den  Ehrgeiz  weitgreifender  Schlüsse  bleibt  die  Darstellung  immer 
auf  das  Nächstliegende  bedacht.  Dennoch  ist  eine  Schwäche  in  der 
Auffassung  der  Principien  der  Mechanik  sehr  wol  merklich,  deren 
Einfluss  weit  grösser  sein  würde,  wenn  die  Behandlung  der  Fragen 
mehr  auf  quantitative  Bestimmung  eingegangen  wäre.  Der  Verfasser 
hat  es  sich  nicht  zur  Klarheit  gebracht,  dass  Centrifugalkraft  keine 
Kraft,  sondern  eine  für  Bewegung  substituirte  Rechnuugsgrösse  ist 
Nicht  einmal  von  der  Wirkung  der  Kraft  auf  Veränderung  der  Be- 
wegung findet  man  eine  klare  Vorstellung.  Erst  wird  die  Ruhe  als 
Aufangszustand  vorausgesetzt,  wobei  nur  die  unnötige  Beschränkung 
auf  diesen  Fall  auffällt;  dann  aber  wird  die  Voraussetzung  vergessen 
und  aus  der  blossen  vorgefundenen  Bewegung  auf  die  Kraft  als  deren 
Entstehungsgrund  geschlossen.  Der  Titel  „mathematische  Abhandlung^' 
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ist  ganz  unzutreffend;  mathematische  Untersuchung,  wozu  natürlich 
reproducirte  Rechnung  und  entlehnte  Resultate  nicht  gehören,  kommt 
in  so  geringem  Masse  vor,  dass  damit  der  Inhalt  in  keiner  Weise 
charakterisirt  sein  kann.  Solche  mitgeteilte  Rechnungen  von  Laplace 
u.  A.  stehen  hier  ganz  isolirt,  als  sollten  damit  bloss  etwaige  Nach- 
fragen befriedigt  werden.  Die  dem  Ganzen  zugrunde  liegende  Vor- 
stellung ist,  dass  das  Sonnensystem  anfänglich  aus  einer  rotirenden 
Nebelmasse  besteht,  die  sich  noch  weit  über  die  entferntesten  Plane- 
ten hinaus  erstreckt  und  dann  sich  allmählich  zusammenzieht,  wobei 
sich  Schalablagerungen  bilden,  die  sich  von  der  unter  sie  herab- 
sinkenden Nebelmasse  ablösen.  Die  Schale  zieht  sich  in  einen  Ring 
zusammen,  der  sich  unter  Umständen  an  einer  Stelle  zu  einem  Pla- 
neten verdichtet  und  vom  übrigen  Teile  trennt.  Hierbei  gewinnt  er 
eine  Rotation  um  eine  eigene  Axc,  und  es  beginnt  ein  analoger  Vor- 
gang, aus  dem  die  Monde  entstehen.  Die  Vorstellung  liess  nun  offen- 
bar eine  grosse  Anzahl  Punkte  der  Erklärung  bedürftig;  der  Ver- 
fasser bemüht  sich  für  jeden  einzeln  eine  Erklärung  zu  finden.  Unter 
allen  Argumentationen,  die  ihr  Ziel  in  der  Herstellung  bekannter  Ge- 
setze haben,  befindet  sich  auch  eine,  welche  auf  ein  neues,  dem  Ver- 
fasser eigentümliches  Resultat  ausgeht.  Durch  Betrachtungen,  deren 
Angaben  jedoch  unzureichend  sind  um  sie  ohne  Gefahr  den  Gedanken 
des  Verfassers  zu  verfehlen  wiederzugeben,  gelangt  er  zu  dem  Schluss, 
dass  unterhalb  einer  bekannten  Ablagerung  nur  eine  begrenzte  Anzahl 
solcher  möglich  sei,  und  zu  einer  Formel,  welche  diese  Zahl  zum 
Radius  der  Ablagerung  und  zur  Rotationsaxe  des  Hauptkörpers  in 
Relation  stellt.  Hiervon  wird  Anwendung  auf  die  Anzahl  der  mög- 
lichen Monde  jedes  Planeten  gemacht.  In  der  zweit  genannten  Schrift 
kommt  er  darauf  zurück  um  die  Entdeckung  der  Monde  des  Mars  in 
dieser  Richtung  zu  verwerten.  Vom  18.  Capitel  der  ersten  Schrift  an 
wird  das  Gebiet  des  anfänglich  definirten  und  bis  dahin  festgehaltenen 
Sonnensystems  tiberschritten  und  die  Kometen  etc.  in  Betracht  ge- 
zogen, deren  Entstehung  er  durch  Ausschleuderung  von  Nebelmassen 
zu  erklären  sucht.  Mit  diesen  beschäftigt  sich  dann  gleichfalls  die 
zweite  Schrift.  H. 


Erklärung  in  Betreff  des  im  244.  litt.  Bericht  S.  46.  besprochenen 
Buches : 

Die  Schule  der  Geometrie  und  Trigonometrie  der  Ebene.  Von 
Professor  C.  Hellwig,  Oberlehrer  an  der  Realschule  1.  Ordnung  zu 
Erfurt.    Erster  Cursus. 

Da  der  Verfasser  besorgt,  dass  der  erste  Satz  jener  Recensiou 
so  verstanden  werden  könnte,  als  ob  die  in  dem  Buche  enthaltenen 
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Betrachtungen  des  inneren  Zasammenhangs  entbehrten,  so  komme  ich 
dem  Wunsche  des  Verfassers,  eine  kurze  Inhaltsangabc  der  Schrift 
veröffentlicht  zu  sehen,  hierdurch  nach.  Die  ersten  5  Capitel  sind 
der  Erklärung  der  elementaren  Begriffe  gewidmet.  Dann  folgen  die 
Lehrsätze  aber  die  Winkel,  erst  überhaupt,  dann  ttber  die  Winkel 
am  Dreieck,  und  ttber  dessen  Seiten,  dann  die  Lehre  vom  Kreise, 
zunächst  in  Betrachtungen,  seine  Anwendung  zur  Construction  der 
Dreiecke,  dann  die  Sätze  ttber  die  Congruenz  der  Dreiecke  und  die 
gleichschenkligen  Dreiecke,  dann  die. Lehre  von  den  Vierecken,  Pa- 
rallelograromen,  Trapezen;  dann  kommt  das  Buch  zurttck  auf  die 
Kreislehre  und  behandelt  die  Sehnen  und  Tangenten  in  Verbindung 
mit  den  Winkeln;  den  Schluss  des  1.  Cursus  bilden  das  Sehnen-  und 
Tangenten- Viereck.  Der  Grund  zur  Besorgniss  des  Verfassers  ist  aus 
den  Worten  des  Berichts,  deren  keins  auf  einen  Mangel  des  Zusam- 
menhangs Bezug  hat,  die  in  den  ersten  Sätzen  überhaupt  keinen  Tadel 
enthalten  und  die  unterschiedene  Art  der  Darstellung  al^  berechtigt 
anerkennen,  nicht  ersichtlich.  Auch  in  Betreff  der  weiterhin  wirklich 
gemachten  Aussteilungen  ist  am  Schlüsse  ausdrücklich  bemerkt,  dass 
sie  nur  Verbesserungsvorschläge  sein  sollen.  Ein  geringschätzendes 
Urteil  ttber  diese  neue  Arbeit  konnte  um  so  weniger  im  Sinne  des 
Eeferenten  liegen,  als  sich  der  Verfasser  bereits  durch  so  manche 
Originaluntersuchungen  verdient  gemacht  und  die  Achtung  der  Mathe- 
matiker erworben  hat  H. 


Preisaufgaben 

•   der 

Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft 


in 

Leipzig. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche  Section. 

1.    Für  das  Jahr    187  8. 

Die  Entwickelang  des  reciproken  Werthes  der  Eutfiruaiig  r  zweier 
Punkte  spielt  in  astronomischen  und  physikalischen  Problemen  eine 
hervorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der  ellip- 
tischen Functionen  wird  die  zuerst  von  Cauchy  entdeckte  Gleichung 
bewiesen 
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in  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erzielende  Genauigkeit  die  posi- 
tive willkürliche  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kann,  dass  die 


Exponentialgrösse  e     ^*  vernachlässigt  werden  darf.  Alsdann  hat  man 
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eine  Reihenentwickelnng  von  ungemein  rascher  Couvergenz.  Es  stobt 
zu  erwarten,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Ent- 
wickelung  der  Störungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  Kön>cr  sich 
für  die  numerische  Rechnung  als  vortheilhaft  erweisen  werde. 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  ange- 
deuteten Gesichtspunkte  ausgeführte  Beatbei- 
t^ng  des  Störungsproblems  zu  erhalten. 


Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besondern  Falles  über- 
Iftsst,  in  welchem  die  numerische  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  ge- 
zeigt werden  soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hin- 
länglichen Umfang  und  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der 
vorgeschlagenen  Methode  und  ihr  Yerhältniss  zu  den  bisher  ange- 
wandten hervortreten  zu  lassen.    Preis  700  Mark. 


2.     Für   das   Jahr   1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Gesellschaft  der 
AVissenschaften  von  W.  Hankel  veröffentlichten  Untersuchungen  ist 
nachgewiesen  worden,  dass  die  Tiicrmoelektricität  nicht  nur  auf  den 
hemimorpben  Krystallen  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Krystallen 
wahzunehmende  Eigenschaft  ist,  soweit  deren  kiystallinische  Structur 
und  materielle  Beschaffenheit  überhaupt  ein  Entstehen  und  Anhäufen 
der  Eloktricität  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren 
Stärke  gestatten.  Die  erwähnten  Abhandlungen  umfassen  ausser  den 
hemimorphen  Krystallen  des  Boracites  und  Quarzes  die  symmetrisch 
gebildeten  Erystalle  des  Idokrases,  Apophyllits,  Ealkspathes,  Berylls, 
Topases,  Schwerspatbes ,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases, 
Albits  und  Periklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Yertheilung  der  Elok- 
tricität auf  den  in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebil- 
deten, sondern  auch  auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hinder- 
nisse in  ihrer  Entwickelung  gehemmten  Individuen,  sowie  auf  den 
durch  Bruch  oder  Anschlagen  der  Durchgänge  künstlich  erzeugten 
Begrenzungsilächen  kennen.  Es  scheinen  nun  unter  allen  zwischen 
der  WäFme  und  der  Elektricität  beobachteten  Beziehungen  die  thermo- 
elektrischen  Erscheinungen  am  geeignetsten,  eine  nähere  Kenntniss 
des  Zusammenhanges  zwischen  den  genannten  beiden  Agentien  zu  er- 
möglichen, und  es  wird  daher  von  der  Fürstlich  Jablonowski'schen 
Gesellschaft  für  das  Jahr  1879  als  Preisaufgabe  gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gestützter 
Nachweis  der  Entstehung  der  auf  Krystallen 
bei  steigender  und  sinkender  Temperatur  her- 
vortretenden Elektricität  (Thermoelektricität,  Pyro- 
elektricität,  Krystallelektricität)  und  der  durch  Bil- 
dungshemmnisse oder  äussere  Verletzungen 
derselben  in  der  normalen  Vertheilung  ent- 
stehenden Aenderungen. 

Preis  700  Mark. 


3.    Ebenfalls   für   das   Jahr   1879. 

Die  hinterlassene  Abhandlung  Hansen's  „lieber  die  Störungen 
der  grossen  Planeten,  insbesondere  des  Jupiter",  abgedruckt  im  XL 
Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Classe  der 
Egl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  enthält  als  Anwendung 
der  daselbst  gelehrten  Methode  zur  Entwickelung  der  plauetaren  Stö- 
rungen die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der 
Bewegung  des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  ersten 
Glieder  ihrer  analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  können. 
Für  die  Berechnung  der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen  der 
Länge  und  des  Radiusvectors  dagegen  erscheint  die  angeführte  Me- 
thode nicht  geeignet,  und  Hansen  verweist  in  dieser  Beziehung  auf 
seine  früheren  Arbeiten  aus  der  Störungstheorie,  welche  die  erforder- 
lichen Vorschriften  enthalten.  Ein  grosser  Theil  der  numerischen 
Rechnungen  findet  sich  bereits  in  der  im  Jahre  1830  von  der  Berliner 
Akademie  gekrönten  Preisschrift  „lieber  die  gegenseitigen  Störungen 
des  Jupiters  und  Saturns"  ausgeführt.  Es  ist  jedoch  der  Theil  der 
Rechnung,  welcher  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
Massen  betrifft,  nicht  vollendet  worden.  Sofern  diese  Glieder  von 
Einfluss  werden  können  auf  die  vollständige  Berechnung  der  Säcular- 
änderungen,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den  Radiusvector, 
als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nachgelassenen 
Abhandlung  Hansen 's  enthaltenen  Werthe  dieser  Säcularglieder  nicht 
als  definitiv  anzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewegung  durch 
die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ihrem  Abschlüsse  ent- 
gegengeführt worden.  Da  jedoch  der  berühmte  französische  Astronom 
sich  wesentlich  anderer  Methoden,  wie  Hansen,  bedient  hat,  so  bleibt 
es  dringend  wünschenswerth  und  von  hohem  wissenschaftlichen  Inter- 
esse, dass  die  vollständige  Berechnung  der  Jupitersstörungen  auf  Grund 
der  Hansen'schen  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Gesellschaft 
stellt  daher 

die  ergänzende  Berechnung  der  vollständigen 
Jupitersstörungen  nach  den  von  Hansen  ange- 
gebenen Methoden 

als  Preisaufgabe   für  den  Termin  des  30.  November  1879.     Preis 
700  Mark. 

4.    Für  das  Jahr   1880. 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtlicher  Thierc 


—  mit  Ausschluss  der  sog.  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weise  aus 
einigen  wenigen  Keimblättern  sich  aufbaut,  entsteht  die  Frage,  ob 
der  Antheil,  welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickelung  der  einzelnen 
Organe  und  Gewebe  nehmen,  überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht; 
eine  Frage,  die  dann  naturgemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt, 
ob  dieser  Antheil  durch  die  specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter 
oder  durch  gewisse  secundäre  Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse 
der  späteren  Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedeu- 
tung, welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung  der 
thierischen  Organisation  hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegründete 
Kritik  der  Lehre  von  der  Homologie  der  Keim- 
blätter. 

Preis  700  Mark. 

5.    Für   das  Jahr   1881 

wird  die,  ursprünglich  für  1877  gestellte,  in  diesem  Jahr  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der  nach  E  n  c  k  e  benannte  und  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitraumes  von  1819—1848  sorgfältig  untersuchte  Comet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Erklärung 
aaf  die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da 
indessen  eine  genauere  Untersuchung  der  Bahn  nur  über  einen  be- 
schränkten Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobach- 
tungen (seit  1786)  sich  erstrecken,  und  dio  von  Aston'schen  Unter- 
suchungen, wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
zu  keinem  definitiven  Resultate  geführt  haben,  so  ist  eine  voll- 
ständige Neubearbeitung  der  Bahn  des  Encke'schen  Comcten  um 
so  mehr  wünschenswerth,  als  dio  bisher  untersuchten  Bewegungen 
anderer  periodischen  Gpmcten  keinen  analogen  widerstehenden  Ein- 
üuss  verrathen  haben.  Die  Gesellschaft  wünscht  eine  solche  vollstän- 
dige Neubearbeitung  herbeizuführen,  und  stellt  desshalb  dio  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Enckc'schen  Cometen  mitBe- 
rücksichtigung  aller  störenden  Kräfte,  welche 
von  Einfluss  sein  können,  vorläufig  wenigstens 
innerhalb  des  seit  dem  Jahrol848  verflossenen 
Zeitraums  zu  untersuchen. 

Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer  spätem  Preisbewer- 
bung zu  machen.    Preis  7(X)  Mark. 


Die  anonym  eiii2areichenden  Bcwerbungsscbriften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdracklich  den  Gebrauch  einer 
andern  Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  fran- 
zösischer Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und 
paginirt,  femer  mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  ver- 
siegelten Gouvert  begleitet  sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto 
der  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers 
angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November 
des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretär 
der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1878  Prof.  der  Geschichte,  Dr.  Georg 
Voigt)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April 
des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigcnthuxu  der  Ge- 
sellschaft. 
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XIV. 


Einleitung  in  die  Theorie  der  Substitutionen 

und  ihre  Anwendungen. 


Von 

Herrn  Dr.  E.  Hetto 

in  Berlin. 


Häufig  genng  geschieht  es,  dass  beim  ersten  Stadinm  der  Sabstitu- 
tionen  die  rein  formale  Seite  dieses  Gegenstandes,  das  Operiren  mit 
Operationen  sowie  der  scheinbare  Mangel  eines  realen  Hintergrandes 
ermüdend  oder  verwirrend  wirkt  Die  nachfolgende  Darstellung  ent- 
sprang dem  Bestreben  jene  Theorie  von  vorn  herein  in  Beziehung  zur 
Algebra  xu  setzen,  der  sie  ja  ihren  Ursprung  verdankt,  und  so  den 
angeführten  Mängeln  entgegenzutreten:  ein  Weg  der  in  dieser  Art 
bisher  noch  nicht  eingeschlagen  ist  Es  kommt  mir  hier  nicht 
darauf  an,  neue  Sätze  oder  neue  Beweise  zu  geben ;  nur  der  Gang 
der  Untersuchungen  ist  es,  auf  welchen  ich  die  Aufmerksamkeit  richten 
möchte.  Dass  ich  nirgend  die  einschlägige  Litteratur  angefürt  habe, 
ist  gleichfalls  nur  eine  Folge  jenes  Zweckes,  den  ich  mit  dieser 
Arbeit  elementaren  Charakters  verbinde. 

§  1. 

Wenngleich  es  für  den  ersten  Abschnitt  der  folgenden  Unter- 
suchungen nicht  nötig  ist,  so  mögen  doch  schon  hier,  um  später  einer- 
seits in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  analytische  Behandlung 
überhaupt  zu  ermöglichen,  und  um  andrerseits  den  Schwierigkeiten 
aus  dem  Wege  zu  gehen,  welche  bei  allgemeinen  Fragen  durch  spe- 
cielle  Werte  der  dabei  auftretenden  unabhängigen  Grössen  hervor- 
gerufen werden,  die  Cocfficienten  der  von  uns  betrachteten  Gleichungen 
stets  als  Veränderliche  angesehen  werden.  Für  unsern  Zweck  reicht 
es  aus,  sie  als  Functionen  einer  und  derselben  unabhängigen  Grösse 
z  auiizufassen-,  es  seien  also  in  der  Gleichung 
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(1)  f(x)  =  a;»»  —  «ia;«-i  +  a^x*<-^  —  . . .  ±  a,*  «  0 

die  CoefIficieDten  a^,  ...  an  Functionon  von  2,  über  deren  Beschaffen- 
heit vorläufig  nur  bestimmt  wird,  dass  eine  stetige  Aenderung  von  s 
auch  stetige  Aenderungen  von  a^, . . .  an  zur  Folge  hat.  Die  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  mögen  mit 

(2)  a-j,  a-j,  ...  xn 
bezeichnet  werden.    Es  ist  dann  bekanntlich 

a-iaj2+iria*3+a?2«*34'  •••  +a^/i-ia'M  ^  -^a^i««  =  «2", 


(3) 

80  dass  das  System  der  durch  (3)  definirten  n  Grössen  ar^, ...  a-n  das- 
selbe ist,  wie  dasjenige  der  Wurzeln  von  (1).  Es  findet  daher  die 
Identit&t  statt 

(4)     xa*"—  J^Ä-t .  ar«»»-i  -f  Sx^x^ .  a'a"-^  —  . . .  i  Sx^x^^  . . .  jr„  =  0 

(tt  =3  1,  2,  3,  ...  n). 

Beim  Nächstfolgenden  ist  es  übrigens  nicht  nötig,  die  Existx^nz 
von  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  vorauszusetzen.  Im  Gegenteil;  es  kann 
gerade  auf  Grund  dieser  Untersuchungen  ein  Beweis  für  die  Existenz 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  gegeben  werden.  Die 
Definitionen  (3)  der  elementaren  symmetrischen  Functionen  2x^, 
^^1^2)  •••  werden  völlig  ausreichen,  so  dass  also  nicht  eigentlich  von 
der  Gleichung  (1)  und  ihren  Wurzeln  (2),  sondern  vielmehr  von  den 
Grössen  (2)  und  der  zwischen  ihnen  bestehenden  Identität  (4)  die 
Rede  sein  wird. 

§2. 

Wir  betrachten  nun  eine  ganze  Function  <p  der  n  Grössen  a^, 
0^2,  .• .  sTn.  Die  Coefficienten  derselben  mögen  Functionen  der  willkür- 
lichen Veränderlichen  z  sein.    Aendert  man  in 

die  Aufeinanderfolge  der  Elemente  x  derart  ab,  dass  man  statt  x^  setzt 
ar,-^,  statt  ajj  ebenso  ar^„  ...,  wobei   der  Complex  xt\^  a*,„  ...  av^  nur 

eine  beliebige  Reihenfolge  der  Grössen  ar^,  a^,  ...  xn  bezeichnet,  so 
erhält  man  den  Ausdruck 

g>{xi^y  ar,„  ...  xij. 
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Wir  betrachten  zuerst  die  Art  der  Darstellung  eines  solchen  Ueber- 
ganges  von  ^r^,  X2^  •••  ^n  zu  xi^^  x,-^^  ...  xi.  den  man  Substitution 
nennt. 

Zuerst  kann  man  ihn  durch  das  Symbol 


Vj,    arg,     ...  Xn' 


bezeichnen;  hier  wird  jedes  Element  der  zweiten  Zeile  durch  das 
daraberstehende  ersetzt.  Diejenigen  Elemente,  welche  durch  die  Sub- 
stitution etwa  nicht  umgestellt  werden,  d.  h.  die,  für  welche  xx^x,^ 

ist,  brauchen  gar  nicht  in  die  Klammer  aufgenommen  zu  werden. 
Zweitens  kann  man  jene  Substitution  auch  in  der  Form 

{x^Xf^Xi   ...)(xaXiXi.    .,.)(xiXi    ...)  ... 

darstellen.  Hier  wird  jedes  Element  einer  Klammer  mit  Ausname 
des  letzten  durch  das  darauf  folgende,  das  letzte  der  Klammer  aber 
durch  ihr  erstes  ersetzt.    Da  wir  nun  auf  xx  folgen  Hessen  ar«^,  so 

musste  natürlich  xt^  durch  xi  ,  ebenso  xi   durch  xi.   ersetzt  worden. 

Geht  man  von  x^  aus,  ersetzt  dies  durch  ar»^,  dies  dann  durch  a-i-^. 

n.  s.  w.,  so  kommt  man  schliesslich  zu  einem  Elemente,  auf  welches 
wieder  das  Anfangselement  x^  folgt.  Damit  ist  man  dann  bei  dem 
cyklischen  Fortrücken  auf  das  erste  Element  zurückgekommen  und 
der  Cyklus  ist  geschlossen.  Oiebt  es  ausser  den  Elementen,  die  in 
diesem  ersten  Gyklus 

(x^Xi^Xi^    . . .) 

enthalten  sind,  noch  andere,  z.B.  a*«,  so  beginnt  man  mit  einem  der- 
selben einen  neuen  Cyklus  u.  s.  w.  Auch  hier  ist  es  klar,  dass  die 
Elemente,  welche  die  Substitution  nicht  umstellt,  welche  daher  jedes 
für  sich  allein  einen  Cyklus  bilden  würden,  fortgelassen  werden  können. 

Endlich  drittens  kann  man  auch  noch  die  Substitutionen  in  Cyklen 
Yon  immer  nur  2  Elementen,  in  sogenannte  Transpositionen  zer- 
legen.   Hier  würde  man  erhalten 

(^1^0  (a^ia^t;^)  •  • .  (ß^t^ig)  i^aXif  )  . . . ; 

denn  es  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  man  zuerst  x^  und  xi^  vertauscht, 
und  wenn  ursprünglich  auf  a*!.  folgen  sollte  ar«.  ,  nach  jener  Yertau- 

Bchung  auf  x^  folgen  muss  x*^. ,  so  dass  der  Cyklus  (x^xi^ )  auftreten 

15* 
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wird.    Bei  dioser  letzten  Methode  ist  es  aber  nicht  nötig,  alle  — ^ — 

möglichen  Transpositionen  der  n  Elemente  x  zu  verwenden.  Es  be- 
steht nämlich  die  Gleichung 

(xiXfi)  «=  (X(^X)  (Xaftfi)  (XaXX)y 

welche  so  aufzufassen  ist,  dass  man  die  auf  der  rechten  Seite  ange- 
deuteten Operationen  nach  einander  ausfQrt.  Danach  würde  rechts  zuerst 
xa  durch  XX  ersetzt  werden;  die  zweite  Transposition  Hesse  dann  xx 
ungeändert,  wärend  die  dritte  es  wieder  durch  xa  ersetzt,  so  dass 
Xa  tatsächlich  ungeändert  bleibt,  xx  würde  zuerst  durch  xa  ersetzt 
werden,  dies  dann  durch  ^a^^i,  und  x^g  bleibt  in  der  dritten  Transposi- 
ungeändert  Die  Kichtigkeit  der  Gleichung  ist  also  bewiesen.  Aus 
ihr  folgt,  dass  nur  diejenigen  Transpositionen  vorwendet  zu  werden 
brauchen,  bei  denen  ein  Element  von  vom  herein  bestimmt  ist,  z.B. 
Xa  »  x^.    Dieses  Element  kann  auch  in  jedem  Cyklus  als  das  erste 

aufgefasst  werden,  da  ja 

(xjxx)  =  (xxxj) 

oder  allgemeiner  auch  bei  Cyklen  von  mehr  als  zwei  Elementen,  da 

(XaXbXc  ...  XmXn)  ■=»  (xbXc   ...  XftXa) 
=  (XdXd  . . .  XaXb)  =  ...=■  (xnXa  . . .  Xm) 

ist.  — 

Die  meisten  Vorzüge  hat  die  zweite  dieser  drei  Darstellungs- 
weisen.  Die  erste  leidet  trotz  ihrer  scheinbaren  Einfachheit  an  einer 
gewissen  Unübersichtlichkeit;  die  dritte  hauptsächlich  daran,  dass  im 
allgemeinen  die  einzelnen  Cyklen  nicht  vertauscht  werden  können, 
one  die  Substitution  zu  ändern,  femer  daran,  dass  ein  und  dasselbe 
Element  mehr  denn  einmal  in  die  Substitutionsdarstellung  eintreten 
wird. 

Wir  Walen  als  Beispiel  für  m  «=  7  die  Folge 

^u  a*»^  ^3^  ^v  a^6»  a*69  «•7>    welche  durch     a-^,  »,,  arg,  «4,  a-,,  x^,  x^ 

ersetzt  werden  soll.    Diese  Substitution  wird  entweder  durch 

XXiX^^^X^XqX-j  ) 

rosp.  einfacher  durch 

(x^x^x^x^\ 

\x^X^^XrJCf  )  ' 

oder  nach  der  zweiten  Methode  durch 

(«la^aa^ö)  (^8^7)  («4)  (^c) 
resp.  einfacher  durch 

{x^x^x^)  {x^-;) , 
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nad  endlich  nach  der  dritten  Art  durch 

(x^x^)  (x^x^)  (X^j) 
resp.  durch 

i^i^i)  i^^i^b)  («1^2)  (^1^)  (^1^2) 
darzustellen  sein.  — 

Solcher  Substitutionen  zwischen  den  n  Elementen  x^^  o^,  ...  xn 
giebt  es  1.2.3  ...  »  =  n!,  wenn  die  Elemente  x  als  von  einander  ver- 
schieden angesehen  werden  und  wenn  (xj)  (x^)  . . .  (xh)  als  Substitution 
mitgezält  wird,  trotzdem  es  alle  Elemente  ungeändert  lässt  und  da- 
her auch  kurz  » 1  gesetzt  werden  kann. 

§  3. 

Wendet  man  a]le  diese  n!  Substitutionen  auf  tpix^,  ...  xu)  an, 
d.  h.  fürt  man  jede  dieser  Substitutionen  der  x  in  dem  Ausdrucke 
q>  durch,  so  erhält  man,  den  durch  die  Substitution  1  hervorgerufenen 
ursprünglichen  mitgerechnet,  n!  Ausdrücke.  Diese  brauchen  nicht 
sämmtlich  von  einander  verschieden  zu  sein;  einige  können  den  ur- 
sprünglichen Wert  9>(ä*i,  ...  Xn)  wieder  annehmen;  alle  werden  es 
sogar  tun,  falls  9  eine  symmetrische  Function  der  x  ist. 

Ist  z.  B. 

g)(a-i,  ...  a? J  =  Xi.x^-^Xq.x^^ 

so  wird  der  Wert  von  9  durch  die  Substitutionen 

(x^Xi)  (x^x^)  ^     (a;,a-8)  (a-gicj ,     (x^x^  (x^f^) '^ 
(x^XqX^^)  ,      (x^x^x^^i) 

und  natürlich  auch  durch  die  Substitution  1  nicht  geändert.  Alle  an- 
deren Substitutionen  zwischen  den  x  liefern  dagegen  einen  von  x^x^-^-x^x^ 
verschiedenen  Ausdruck  und  zwar  entweder 

Alle  diejenigen  Substitutionen,  welche  9(0*1,  ...  xn)  ungeändert 
lassen,  und  deren  Anzal  r  sein  mag,  sollen  mit 

'1?   *2»   *o>    •  •  •    ^^ 

bezeichnet  werden.  Bedeutet  also  tpa  das  Resultat  einer  kurz  mit  0 
bezeichneten  Substitution  auf  9,  so  wird 

werden.  Offenbar  wird  sich  die  Substitution  1,  weil  sie  ja  eben  keins 
der  x  umsetzt,  unter  den  s  finden;  es  möge  «^  =  1  hier  und  im  Fol- 
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ideu  Bein.    Der  Voraaasetzimg  nach  wird  keine  von  den  obigen 
■schiedcne  Snbetitadon  >'  den  Wert 


-vorbringen.  Wendet  man  jetzt  anf  <p  zwei  Substitotionea  unserer 
ihe  tx  nnd  np  nach  einander  an  und  (Ient«t  das  SchlnsBreGultat  in 
lieber  Weise  dnrch  den  Index  an,  so  wird  auch 

9WA.»/i  =  ipiii  =  Vi 

rden;  ea  muas  alao  die  Substitution  9,  welche  durch  die  Anfeinan- 

rfolge  der  beiden  Substitutionen  n  und  v  gebildet  wird,  gleichfalls 
der  ReiHo  der  «i,  «j  ...  «r  enthalten  sein.  Wir  nennen  ff  das 
oduct  der  Substitntionou  «;iuDd  «/<  und  schreiben  demgomäss 

=•  aX-tn;  dann  folgt,   dass  auch  das  Product  beliebig  vieler  a  sich 

sder  in  der  obigen  Reihe  findet. 

Die    AnsfUmng  solcher    Multiplicatiou    ergiebt  sieh   folgender- 
tssen.    Sind 


Vit,«,*,    ...y       \xyXtXi    ...) 


1  beiden  Factoren,  so  ist 


B  Product    Nach  der  zweiten  Darstellungsart  folgt  ans 

{tt^Xi^Xi^  ...)...,     nnd     (a-iW,i*^  ...),.. 
I  Factoren  das  Product 

^XxX\^  ..,)(^^t(     ...)■■., 

d  bei  der  dritten  Art  endlich  brancht  man  die  Transpositioncn  der 
eiten  Snbstitntiou  nur  auf  die  der  ersten  folgen  zu  lassen. 

Nimmt  man  also  in  dem  Beispiel  von  g  2.  noch  die  Substitution 
—'(x^^x^  zu  der  ersten  t.^  =  {x^^x^ix^t)  hinzu,  so  ergiebt 
li  als  Product  beider 

«I  H  =  (xiXiXi)  (a^u)  (le,*,). 

[in  sieht,  dass  bei  dieser  Multiplication  eine  Vertanschnng  der  Fac- 
ren  nicht  one  weiteres  gestattet  ist;  eitfl  und  t^sf.  sind  im  altge- 
iinon  von  einander  verschieden.  In  nnserem  Falle  ergäbe  dteTer- 
ischnng  der  Factoren 

H'i  =  ixi'=^i)(xfii){xexj).  ~ 
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Die  «,  welche  (p(x^.,.xn)  angeändert  lassen,  bilden  also  eine 
geschlossene  Gruppe,  insofern  das  Prodnct  zweier  unter  ihnen  wieder 
zu  den  s  gehört  Mit  diesem  Namen  Gruppe  soll  stets  ein  System 
von  Substitutionen  von  der  angegebenen  Eigenschaft  bezeichnet  wer- 
den. Die  Anzal  der  Elemente,  welche  durch  die  Substitutionen  der 
Gruppe  umgesetzt  werden,  also  hier  71,  heisse  der  Grad;  die  Anzal 
der  Substitutionen  selbst,  also  hier  r,  die  Ordnung  der  Gruppe. 


§4. 

Schon  eine  einzige  Substitution  giebt  Veranlassung  zur  Bildung 
einer  Gruppe,  indem  man  sie  mit  sich  selbst  multiplicirt,  oder  ihre 
Potenzen  bildet*,  diese  zusammen  bilden  eine  Gruppe,  deren  Ord- 
nung gleich  dem  Exponenten  der  niedrigsten  Potenz  von  s  wird, 
welche  den  Wert  1  erhält,  oder  auch  gleich  dem  kleinsten  Vielfachen 
der  Ordnung  der  einzelnen  Cykleu.  Enthält  ein  Cyklus  die  Folge 
(x^x^^.,.xm)y  so  wird  seine  zweite  Potenz,  je  nachdem  m  gerade  oder 
ungerade  ist,  die  Form  haben 

oder 

(x^^XqX^  . . .  XtnX^i  .  .  .  Xm-l) ; 

seine  dritte,  jenachdem  m  ^  0  (med.  3) 

(XiX^Xf  ...  Xm-2)  (aV^ö^'s  •  •  •  ^»»-1)  (^"3^63^9  •  •  •  a^m) 

oder  m  ^  1  (mod.  3) 

(Xj^X^  . . .  XmX^XQ  . . .  Xm—lXi  . . .  Xm^2) 

oder  m  =  2  (mod.  3) 

Die  mte  Potenz  und  folglich  auch  die  2m,  3m,  ...  te  Potenz  ändert 
keins  der  Elemente  arj,  ...  xm\  sie  wird  also  «  1. 

In  änlicher  Weise  wie  die  Potenzen  mit  absoluten,  kann  man 
die  mit  positiven  und  negativen  Exponenten  betrachten,  indem  man 
«+^,  «-^  als  die  Substitutionen  ansiebt,  welche  den  Gleichungen 


8 


+  A  ea  sK  8"^',  8^  =  1 


genügen.    Wenn  t  die  Ordnung  von  8  ist,  d.  h.  wenn  «^  =  1  wird,  so 
kann  natürlich  auch 

8-^  =  «<»-^-^    {at  >  k) 

definirt  werden. 
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FOr  die  abige 

Sttbstitation 

ergeben  sich  die  Potenzen 

*«=.«- 
«*-«- 

2 « («i»s«ö); 

,8  «  ,-S  « 

*5  =  ,-1  - 

»ö  = 

=  1.  — 

Sind  zwei  Substitutionen  «a  und  s/x  gegeben,  so  hat  man,  um  die 
Gruppe  kleinster  Ordnung  zu  finden,  der  beide  angehören,  nicht  nur 
die  Potenzen  8X'  und  suß  zu  multipliciren,  sondern  man  muss,  da  im 
allgemeinen  sxsfi  von  Sfisx  verschieden  ist,  sftmmtliche  Complexe 

1;     «A^  Sfiß]     sx^suß^  9fißsx''\ 
sx'  Bfjßax^^ ,     9ßP8X^  Sfxß^  ;  . . . 

bilden,  bis  alle  überhaupt  bei  einem  Prodncte  von  m  Factoren  auf- 
tretenden Substitutionen  schon  unter  den  früheren  enthalten  sind. 
Dann  sind  nämlich  die  von  m-j-l  Factoren  auf  solche  von  höchstens 
m  Factoren  reducirbar,  also  sind  auch  sie  schon  sämmtiüch  unter  den 
aufgestellten  Substitutionen  enthalten.  Von  allen  so  erlangten  werden 
nur  die  von  einander  verschiedenen  beibehalten-,  diese  bilden  die  ver- 
langte kleinste  Gruppe,  welche  die  Substitutionen  8X  und  «;i  umfasst 

Für  die  oben  betrachteten  Substitutionen 

8X  =  (a-iargafö)  {x^^)     und     8fi  =  {x^iX^x^ 

ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Gruppe  der  Ordnung  24.  YerfSLrt 
man  aber  in  der  angegebenen  Art  mit  zwei  beliebig  gebildeten  Substitu- 
tionen, so  erhält  man  als  Gruppe  im  allgemeinen  alle  n!  überhaupt 
möglichen  Substitutionen.  Es  ist  ein  ebenso  wichtiges  wie  schwieriges 
Problem  sx  und  Sfx  so  zu  bestimmen,  dass  die  Ordnung  der  resul- 
tirenden  Gruppe  kleiner  als  n!  wird. 

Dass  in  unserem  Beispiele  eine  Gruppe  der  Ordnung  24  statt 
einer  solchen  der  Ordnung  71  sich  ergab,  folgte  daraus,  dass  nicht 
alle  Elemente  unter  einander  in  Verbindung  standen.  Nur  x^^b^^ 
einerseits  und  andererseits  x^^x^x^  vertauschten  ihre  Plätze  anter 
einander-,  zwischen  beiden  Systemen  bestand  aber  kein  Zusammenhang. 
So  lieferten  die  ersten  für  sich  3!  die  letzteren  4  Substitutionen, 
und  im  ganzen  ergaben  sich  dann  hier  3!  4  «  24  Substitutionen. 

Gruppen,  bei  welchen  alle  Elemente  mit  einander  in  Verbindung 
stehen,  heissen  transitiv,  solche  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist 
intransitiv.  Die  erstere  Art  ist  die  wichtigere,  da  jede  intransitive 
Gruppe  sich  auf  transitive  reduciren  lässt,  und  da  in  der  Theorie  d^ 
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Gleidiiuigen  die  transitiven  Ornppen  zn  den  irredadblen  Gleichungen 
in  enger  Beziehung  stehen. 

In  einem  anderen  Falle  erhält  man  gleichfalls  Gruppen,  deren 
Ordnung  kleiner  als  n!  ist,  wenn  nämlich  die  beiden  Substitutionen 
»X  und  Sfi^  welche  sie  erzeugen,  vertauschbar  sind,  d.  h.  wenn 

ist    Dann  sind  nämlich,  wie  man  leicht  beweist,  auch  ihre  Potenzen 
vertauschbar 

und  daraus  folgt  dann,  dass  jede  Substitution  der  Gruppe  auf  die  Form 

gebracht,  also  auf  zwei  Factoren  reducirt  werden  kann. 

So  sind  stets  zwei  Potenzen  derselben  Substitution  vertauschbar, 

femer  auch  solche  Substitutionen,  welche  keine  Elemente  gemeinsam 
haben;  endlich  aber  auch  allgemeinere  wie  die  im  §  3.  gefundenen 

hier  ist 

Der  zweite  dieser  Fälle  zeigt  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes : 
Wenn  man  die  Substitutionen  zweier  Gruppen,  welche 
keine  gemeinsamen  Elemente  besitzen,  mit  einander 
mnltiplicirt,  so  entsteht  eine  intransitive  Gruppe,  deren 
Grad  gleich  der  Summe  der  Gradzalen  und  deren  Ord- 
nung gleich  dem  Producte  der  Ordnungszalen  der  ur- 
sprünglichen Gruppen  ist. 

§  5. 

Zu  den  vorstehenden  Untersuchungen  waren  wir  dadurch  gelangt, 
dass  wir  die  Gresammtheit  der  Substitutionen  betrachteten,  welche  den 
Ausdruck  einer  gegebenen  Function  nicht  ändern  sollen.  Diese  an  Zal 
mindestens  1  und  höchstens  n!  bilden  eine  geschlossene  Gruppe  des 
Grades  n,  derart  dass  das  Product  zweier  Substitutionen  der  Gruppe 
wieder  zu  derselben  gehört  Jeder  Function  der  n  Grössen  «„...«•« 
ist  eine  solche  Gruppe  zugeordnet  Umgekehrt  kann  man  gleichfalls 
zeigen,  dass  zu  jeder  Gruppe  des  Grades  n  auch  Functionen  von  x^, 
...  xh  gehören,  welche  ftLr  sämmtiiche  Substitutionen  derselben  und 
nur  fttr  sie  ungeändert  bleiben.    Es  wird  durch  diesen  Nachweis  ein 
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Zusammcuhang  zwischen  den  Gruppen  und  den  Functionen  hergestellt, 
so  dass  die  Erforschung  der  einen  auf  die  der  andern  reducirt  wer- 
den kann;  die  scheinbar  rein  formale  Operation  der  Substitutionen 
erhält  dadurch  einen  realen  Hintergrund  und  eine  wichtige  Anwendung. 

Gesetzt  man  hätte  eine  Function  q>  der  n  Grössen  a-j,  x^^  ...  ir„, 
welche  für  eine  jede  Substitution  s  des  Grades  n  zwischen  den  x 
ihren  Wert  ändert;  wenn  nun  eine  beliebige  Gruppe  ^  mit  den  Sub- 
stitutionen 

gegeben  ist,  so  wird  die  Function 

in  welcher  t«  eine  willkürliche  Veränderliche  bedeutet,  für  jede  Sub- 
stitution der  Gruppe  ^  ihren  Wert  behalten.    Es  unterscheidet  sich 

nämlich 

^,p  =  (m  --  <r«; )  (tt — g>8,  »p  ...  («*  —  (ps^  «p 

von  t|;i  nur  durch  die  Factorenfolge ;  und  wenn  umgekehrt  e  eine 
nicht  zu  ^  gehörige  Substitution  ist,  so  wird  i\fa  von  i^j  verschieden 
sein.    Denn  man  hätte  im  entgegengesetzten  Falle 

t/'i  =  -^«j  «=  (w— <p<T)(tt  — 9«!«^)  ...; 
keiner  der  Ausdrücke 

ist  einem  der  früheren 

9>iy    9«»i    9^«.»  ••• 

gleich,  da  ja  <p  der  Voraussetzung  gemäss  n\  Werte  hat;  es  müsste 
daher  die  Gleichung 

welche  in  u  vom  Grade  r  ist,  mindestens  die  2r  verschiedenen  Wurzeln 

1*  =r  9j,  9^«,,  ...  ^v  9><T,  g?«,(T,  ...  (fs^a 

besitzen.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  ^i  identisch  0  ist,  was  aber 
hier  nicht  eintreten  kann,  t^  ist  also  wirklich  die  Function,  welche 
für  alle  Substitutionen  von  ^  und  nur  für  diese  ungeändert  bleibt 
Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  beim  obigen  Schlüsse  die  Exi- 
stenz von  Wurzeln  nicht  vorausgesetzt  ist,  sondern  nur  der  leicht 
ersichtiiche  Satz,  dass  eine  Gleichung  rten  Grades  nicht  mehr  als  r 
Wurzeln  haben  kann. 

Die  Constructiou  der  hierbei  gebrauchten  Function  q>,  welche  »! 
Werte  hat,  geschieht  folgendermassen:  Sind  die  a;^,  x^^  ...  xn  von 
einander  unabhängig,  so  wird  schon 


dtr  Suhatitutiontn  und  ihre  Anwendungen,  235 

9  =  ttjO?!  -f"  "^^a  "}"•  •  •  ~f"  ^na^» 

der  Bedingung  genügen,  falls  die  Constanten  a  aUe  von  einander  ver- 
schieden sind;  denn  man  kann  ffk  —  9»]  nach  den  x  ordnen,  so  dass 
man  hat 

und  dieser  Ansdruck  kann  fUr  von  einander  unabhängige  x  nur  ver- 
schwinden, wenn  allgemein  au^  »  ax  ist,  wenn  die  Substitution  also 

kein  x  umsetzt,  d.  h.  gleich  1  wird. 

Aber  selbst,  wenn  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  x  besteht,  giebt 
es,  sofern  nur  nicht  zwei  der  x  einander  gleich  werden,  unendlich 
viele  Systeme  der  a,  für  welche 

n\  verschiedene  Werte  hat  Denn  wäre  für  jede  Wal  der  «  ein  q>tt 
einem  9>r  gleich,  so  müsste  das  Product 

Il{fpa  —  fpt)^  n{ ai(a?^,  —  a;, J -f  «»(«tf»  —  Xr^  + . . . } 

(0,  T  »  1,  2,  ...  n!*,    c  ungleich  r) 

identisch  verschwinden.  Aus  dem  Producte  heben  wir  nun  diejenigen 
Factoren  q>a — tpt  heraus,  bei  denen  der  Coefficient  von  o,  nämlich 
xa^ — xt^  verschwindet  und  setzen  das  obige  Product 

wo  M'  von  tt^  unabhängig  ist  Soll  nun  dieser  Ansdruck  fttr  jede 
Wal  der  Werte  von  a  verschwinden,  so  geschieht  dies  auch  dann, 
wenn  man  otj,  «3, ...  a»  willkürlich  annimmt,  a^  aber  derart  bestimmt, 
dass  es  keinen  der  Werte 

erhält,  deren  Anzal  ja  höchstens  n!  und  von  denen  keiner  00  ist 
Der  zweite  Factor  verschwindet  dann  sicher  für  die  getroffene  Wal 
der  «  nicht;  es  müsste  also  Af'  bei  beliebiger  Wal  von  a,,  otj,  ...  an 
Null  werden.    Nun  können  wir  ebenso  wieder  anordnen 

wobei  M"  von  a^  unabhängig  ist.  Walen  wir  ctq^  cx^,  .. .  an  wieder  will- 
kürlich und  nehmen  a^  so  an,  dass  keiner  der  Factoren  iVA^+i^"«, 
verschwindet,  dann  erkennt  man,  dass  schon  M"  für  jede  Wal  von 
«3,  «4,  ...  Null  werden  muss,  u.  s.  w. 
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Da  aber  in  keiner  Differenz  fpn  —  epr  die  Coefficienten  aller  a 
verschwinden  können,  so  kommt  man  schliesslich  auf  ein  3fy,  welches 
eine  Gonstante  und  daher  in  unserem  Falle,  wo  dieselbe  identisch 
verschwinden  soll,  gleich  Null  werden  müsste.    Das  ist  aber  unmöglich. 

Das  Product 

kann  also  nicht  identisch  Null  sein.  Man  kann  daher  stets  Wert- 
systeme fdr  die  a  wälcn,  für  die  alle  n\  möglichen  Werte  von  ^ 
verschieden  sein  werden. 

So  haben  wir  gezeigt: 

Für  jede  Function  giebt  es  eine  Gruppe  von  Substi- 
tutionen, deren  Anwendung  auf  die  Function  den  Aus- 
druck derselben  nicht  ändert. 

Für  jede  Gruppe  von  Substitutionen  giebt  es  Func- 
tionen, die  für  alle  Substitutionen  der  Gruppe  und  nur 
für  diese  ihren  Wert  nicht  ändern. 

Offenbar  giebt  es  unendlich  viele  Functionen,  welche  derselben 
Gruppe  zugeordnet  sind;  z.  B.  werden  alle  rationalen  ganzen  Func^ 
tionen  einer  jeden  dazu  gehören.  Von  dem  algebraischen  Zusammen- 
hange aller  dieser  Functionen  wird  später  die  Rede  sein. 

Uebrigens  liefert  die  hier  gegebene  Ableitung  zwar  stets  die  ge- 
forderten Functionen,  meistens  aber  in  viel  zu  complicirten  Ausdrücken. 
So  würde,  wenn  man  von  der  im  §  3.  aufgestellten  Gruppe 

ausginge,  die  zugehörige  Function  in  der  schwerfälligen  Form  eines 
Productes  von  8  Factoren  u — [aia?«»-|-a2^i»+asiri,  +  a4iPfJ  erscheinen, 
wärend  wir  wissen,  dass  die  Function  q>  ^  x^x^-\-x^^  der  Forde- 
rung bereits  genügt. 

§6. 

Zunächst  wollen  wir,  um  von  dem  eben  dargelegten  Zusammen- 
hange zwischen  Gruppen  und  Functionen  einigen  Vorteil  zu  ziehen, 
mit  seiner  Hülfe  allgemeine  Gruppen  für  eine  beliebige  Gradzahl  n 
bilden. 

1)  Alle  n\  Substitutionen  zwischen  n  Elementen  bil- 
den eine  Gruppe  des  Grades  n  und  der  Ordnung  »!;  sio 
heisst  die  symmetrische  Gruppe.    Die  Existenz  der  Gruppe 
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ist  klar;  die  zn  ihr  gehörigen  Fancüonen  sind  die  symmetrischen. 
Die  Gruppe  ist  transitiv  d.  h.  sie  setzt  alle  Elemente  mit  einander 
in  Verbindung,  ja  sie  ist  sogar  n— Ifach  transitiv,  d.h.  es  giebt 
in  der  Gmppe  Substitutionen,  welche  n— 1  beliebig  gewälte  Elemente 
auf  n — 1  beliebig  gewälte  andere  folgen  lassen. 

2)  Alle  Substitutionen,  die  aus  je  einer  geraden  An- 
zal  von  Transpositionen  bestehen,  bilden  eine  Gruppe 
des  Grades  n  und  der  Ordnung  ^nl;  die  Gruppe  heisst 
die  alternirendo  Gruppe.  Die  Existenz  der  Gruppe  leitet  man 
am  einfachsten  aus  der  Existenz  der  zu  ihr  gehörigen  alternirenden 
Functionen  ab.  Wir  bezeichnen  die  n  Grössen  statt  mit  xx  hier  der 
Einfachheit  halber  mit 

a,     &,     c,     <?,...  Z;,     /, 

und  bilden  das  Product  der  ^n(n— 1)  Differenzen 

(b-a), 

(<?— o),  (<?— J), 


(/-a),  a-5), (Z-Ä:), 


welches  wir  mit  g>  bezeichnen.  Dann  ist  ip  die  verlangte  alternirende 
Function.  In  der  Tat,  sind  a  und  ß  irgend  zwei  der  obigen  n  Grös- 
sen, welche  sich  in  die  Keihc  derselben  wie  folgt  einordnen 

a,  bj  ,.,  fj  a^  g^  . ,.  ky  ßj  i,  ,..  l^ 

so  gehört  die  Differenz  ß  —  a  zu  den  Factoren  von  9.  Die  übrigen 
Factoren  von  ijo,  welche  a  oder  ß  enthalten,  gehören  einer  der  drei 
Reihen  an 


(fl'  —  «)?  •••  (Ä  — «) 
(t  — a),  ...   (l  —  ct) 


iß^a),  ...  (/J-y); 

{ß-9l  ...  (/J-Ä); 
(*-/J),   ...  (/-/J). 


Die  Factoren  jeder  einzelnen  der  drei  Reihen  kann  man  derart  grup- 
piren,  dass  das  Product  derselben  durch  die  Substitution  (aß)  nicht 
geändert  wird,  nämlich  so: 

(«  — a)(/J— a),  ...;     (g—ct)(ß  —  g),  ...;     (*—«)(*— /J),  ...; 

dagegen  wandelt  die  Transposition  (aß)  die  Differenz  (ß—a)  in 
(tt—ß)  um  und  ändert  die  Factoren,  welche  weder  a  noch  ß  ent- 
halten, überhaupt  nicht.  Die  Transposition  (aß)  wandelt  daher  tp  in 
—  q>  am.  Das  Product  zweier  und  daher  auch  jeder  gera- 
den   Anzal   von  Transpositionen    lässt    folglich  <p    un- 


^ 

# 
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geändert    Das  Product  aus  einer  ungeraden  Anzal  von 
Transpositionen  verwandelt  q>  in  —q>. 

Da  ferner  oben  §  2.  gezeigt  ist,  dass  jede  Substitution  in  ein 
Product  von  Transpositionen  zerlegt  werden  kann,  so  folgt,  dass  ip 
überhaupt  nur  die  Werte  +V  und  — (p  hat;  femer  dass,  wenn  eine 
Substitution  einmal  in  ein  Product  aus  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzal  von  Transpositionen  zerlegt  wird,  jede  andere  Zerlegung  der- 
selben wieder  den  gleichen  Charakter  hinsichtlich  der  geraden  resp. 
ungeraden  Anzal  von  Factoren  behält. 

Multiplicirt  man  alle  verschiedenen  Substitutionen,  welche  aas 
einer  geraden  Anzal  von  Transpositionen  zusammengesetzt  sind,  mit 
ein  und  derselben  Transpositiou,  so  erhält  man  ebenso  viele  verschie- 
dene Substitutionen,  welche  aus  einer  ungeraden  Anzal  von  Trans- 
positionen bestehen ;  es  giobt  also  mindestens  ebensoviele  der  zweiten 
als  solche  der  ersten  Art;  umgekehrt  findet  aber  dasselbe  statt:  die 
Anzalen  der  Substitutionen  beider  Arten  sind  also  einander  gleich, 
und  die  Ordnung  r  der  alternirenden  Gruppe  ist  gleich  der  Hälfte 
der  Ordnung  der  symmetrischen  Gruppe,  d.  h. 

Man  erkennt  unmittelbar,  dass  die  Gruppe  n— 2 fach  transitiv  ist. 

3)  Bezeichnet  pf  die  höchste  das  Product  1.2...n  tei- 
lende Potenz  der  Primzal  p^  so  giebt  es  eine  Gruppe 
des  Grades  n  und  der  Ordnung  pf. 

Für  n<C^p^  ist  das  Theorem  klar.  Denn  ist  n^ap'\'b^  (a, b  <Cp)» 
so  sind  aus  den  Zalen  1,  2,  ...  n  nur  p,  2j>,  ...  ap  und  zwar  jede 
durch  die  erste  Potenz  von  p  teilbar;  es  wird  also  f==^a.  Daher 
nimmt  man  aus  den  n  Elementen  a  Systeme  von  je  p  Elementen 
heraus,  bildet  aus  jedem  einen  Cyklus,  (wobei  wir  bequemerer  Be- 
zeichnung wegen  nur  die  Indices  der  x  angeben)  nämlich 

«1  =•  (1,  2,     ...    p); 

«8=  (P  +  h  l>+2,     ...  2p); 

«8=-         (2p  +  l,  2i»-f  2,     ...  3p); 


und  die  Gruppe,  welche  aus  diesen  a  Substitutionen  besteht, 

^  =  [«1»  ««1  •  •  •  «J 
wird  die  verlangte  sein.    Jene  a  Substitutionen  haben  nämlich  kein 
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Element  mit  einauder  gemein;  ihre  Ordnung  ist  also  nach  §  4.  gleich 
dem  Producte  der  einzelnen  Ordnungen,  d.  h.  gleich  p^. 

Ist  aber  n  =^  p\  so   wird  /='i>+l.     Denn  jede   der  ersten 
(p — 1)  Zalen  der  Keihe 

Py  2p,  3p,  ...  (p— l)jp,  p.p 

ist  durch  die  erste  Potenz,  die  letzte  ist  dagegen  durch  die  zweite 
Potenz  von  p  teilbar;/  wird  hier  also  =  p+1,  und  die  Gruppe  der 
P  wie  oben  gebildeten  Substitutionen 

reicht  daher  gemäss  ihrer  Ordnung  pP  nicht  mehr  aus.  Nimmt  man 
aber  zu  ^  noch  die  Substitution 

*j»+i=-(l»P+l5  2p+l,  ...  pp  —  p+1,  2,  p+2,  ...pp— p4-2, 

3,  ...,  p,  2p,  ...  p^) 

hinzu,  welche  alle  p^  Elemente  umfasst  und  die  Elemente  der  ein- 
zelnen p  Cyklen  verbindet,  so  wird 

die  verlangte  Gruppe  sein.  Zuerst  ist  es  ersichtlich,  dass  die  ersten 
p  —  1  Potenzen  von  sp^i  nicht  in  V  vorkommen,  wärend  die  pte 
bereits  in  ^  enthalten  ist;  ferner  dass  alle  p.pP  Substitutionen,  welche 
aus  der  Multiplication  von  sp+i^  («  =  0,  1, ...,  p — 1)  mit  einer  Sub- 
stitution von  ^  entstehen,  von  einander  verschieden  sind;  endlich 
Oberzeugt  man  sich  leicht,  dass 

'i'^jf+i  "^^  ^p+i.«8  und  allgemein  ««.«p+i  ==»  sp^i.sa+i 

ist,  dass  man  also  joden  aus  den  s  gebildeten  Ausdruck  durch  Yer- 
tauschung  nebst  entsprechender  Veränderung  der  Factoren  «a  in  «a+i 
oder,  wenn  «  »  p  ist,  in  s^  auf  die  Form 

Sp^i^s^ßsjf ...  8p^    (a,  /3,  y,  ...  -^  =  0,  1,  ...  p — 1) 

bringen  kann.  <Z>  hat  daher  auch  nicht  mehr  als  p.pl^  Substitutionen 
und  genügt  also  der  aufgestellten  Bedingung. 

Ist  »<<p*,  also  »  =  ap*-f-&p+<?  (o,  h^  c<^p)^  so  wält  man 
a  Systeme  von  je  p^  Elementen  und  h  Systeme  zu  je  p  Elementen, 
bildet  aus  jedem  einzelnen  Systeme  die  entsprechende  Gruppe  und 
multiplicirt  diese  mit  einander.  Die  entstehende  Gruppe  entspricht 
den  Bedingungen.    Denn  das  Product  der  Zalen 

(a  — l)p»+l,  ...  (a  — l)p*+l>,  ...  «p*    (a<p) 

ist  eben  nur  durch  dieselbe  Potenz  von  p  teilbar,  als  dasjenige  von 

X  ,     • .  *  p  ,    ...     P  ' 


240  Netto:  Einleitung  in  die  Theorie 

Ist  dagegen  n  =*  p^^  so  kommt  für 

durch  das  letzte  Glied  eine  neue  Potcn;s  von  j»  dazn,  so  daas  in  diea^a 
Falle  die  Multiplication  der  Teilgruppen  nicht  genügt;  hier  nimmt 
man  aber,  genau  wie  bei  n  =  p^  noch 

»=(li  P+h  "P^—P+h  2,  H-2,  ...  P*— H-2,  ...  p,  2p,  ...  j>*) 

hinzn  und  zeigt  genau  wie  in  jenem  Falle  die  Richtigkeit  des  auf- 
gestellten Satzes. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  angewendeten  Schiasse  allgemeiu 
gültig  sind. 

Im  Falle  dass  n  eine  Potenz  von  p  ist^  wird  die  Gruppe  transitiv, 
sonst  nicht. 

§7. 

Wir  haben  in  §  5.  gesehen,  dass,  wie  zu  jeder  Function 
eine  Gruppe  gehört,  deren  Substitutionen  den  Wert  der 
Function  ungeändert  lassen,  so  auch  zu  jeder  Gruppe 
Functionen  gehören,  deren  Wert  nur  für  die  Snbsti- 
ttt^tionen  der  Gruppe  ungeändert  bleibt;  wir  haben  femer 
im  §  6.  einige  Gruppen  wirklich  gebildet  und  kehren  nun  za  den 
Untersuchungen  des  §  3.  über  die  verschiedenen  Werte  einer  Function 
zurück. 

Wenn  g)(rri,  ...  xn)  keine  symmetrische  Function  ist,  oder  mit 
anderen  Worten,  wenn  die  Substitutionen  s^  »  1,  «j,  ...«r  der  Gruppe 
(I>,  welche  q>  ungeändert  läs&t,  nicht  alle  möglichen  n!  Substitutionen 
erschöpfen,  so  nimmt  q>  durch  Yermittelung  einer  Substitution  <r  noch 
einen  anderen  Wert  (pa  an.  Wendet  mau  auf  <pa  umgekehrt  cr-i  an, 
dann  ein  beliebiges  si  der  Gruppe  ^,  darauf  wieder  <t,  so  geht  q>e 
dadurch  zuerst  in  q>  über,  bleibt  dann  ungeändert  und  verwandelt 
sich  darauf  wieder  in  q>a,  d.  h.  die  Aufeinanderfolge  oder  das  Pro- 
duct  der  Substitutionen  a~^,  sXy  o  lässt  tpa  ungeändert. 

Es  behält  also  q>a  mindestens  für  die  r  SubsUtutionen 

denselben  Wert;  aber  auch  nur  für  diese.  Denn  aus  «p^.r  -»=  9# 
folgt  q>ata~^  ^  Vi,  also  ist  öTcr--^ = «A  nnd  x=^iS'-\c%6-^)c^ir'Uic, 
wie  behauptet  war.  Endlich  sind  alle  Substitutionen  jener  Reihe  von 
einander  verschieden.    Denn  aus  der  Gleichung 

chic  =  chfiO    folgt  unmittelbar    *a  =  v 
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Es  bleibt  daher  g>a  gleichfalls  für  eine  Gruppe  <Z>a  der  Ordnung  r 
ungeftndert. 

Dass  die  neuen  Substitutionen  wieder  eine  Gruppe  bilden,  er- 
giebt  sich  nicht  nur  aus  ihrer  Eigenschaft,  <pa  unverändert  zu  lassen, 
sondern  auch  aus  ihrer  Form.    Das  Product  zweier  von  ihnen 

erscheint  nämlich  in  derselben  charakteristischen  Darstellung,  welche 
jeder  Factor  besass. 

Ebenso  ist  es  leicht  zu  sehen,  dass  alle  Substitutionen  sxo  den 
Ausdruck  <pi  in  (pa  überfUren  und  dass  dies  die  einzigen  sind ;  ferner 
dass  die  2r  Substitutionen  «;.,  sko  (A  =  1,  2,  ...  r)  von  einander  ver- 
schieden sind.  Bei  den  «a  und  a'-hxo  braucht  eine  solche  Verschie- 
denheit nicht  aufzutreten;  es  können  nicht  einmal  sämmtliche  r  Sub- 
stitutionen der  einen  von  denen  der  andern  Art  verschieden  sein, 
da  ja  schon  die  Substitution  «^  =  1  gleichfalls  a-\a  =  1  ergiebt. 

Erschöpfen  die  2r  Substitutionen  «;,  s).a  noch  nicht  alle  n!  mög- 
lichen, so  giebt  es  für  eine  neue  Substitution  t  auch  einen  neuen 
Wert  9>r.  Für  diesen  bleiben  alle  obigen  Schlüsse  in  Kraft,  d.h. 
<Pt  bleibt  für  alle  r  Substitutionen  der  Gruppe  r-hxr  ungeändert; 
fPi  wird  durch  alle  Substitutionen  des  Systems  «;.t  in  (pt  übergefürt; 
alle  3r  Substitutionen  «a,  «A(f,  sxt  (A*=1,  ...  r)  sind  von  einander 
verschieden.  In  derselben  Weise  kann  man  weiter  gehen,  bis  alle 
nl  möglichen  Substitutionen  erschöpft  sind.    Daraus  folgt: 

I.  Die  Ordnung  r  einer  Gruppe  <l^  von  n  Elementen 
ist  ein  Teiler  von  n!. 

n.  Die  Zahl  p  der  Werte  einer  Function  q>  von  wVer- 
änderlichen  ist  ein  Teiler  von  n!. 

ni.  Das  Product  aus  der  Zal  q  der  Werte  einer 
Function  q>  in  die  Ordnung  r  der  zu  g>  gehörigen  Gruppe 
ist  n!. 

IV.  Sind  gj|,  g>2^  ...  g>^  die  q  Werte,  welche  q>  anneh- 
men kann,  und  gehört  zu  q>i  die  Gruppe  <Z>^;  entstehen  fer- 
ner g>^,  9>8)...  9>^  aus  tpi  durch  Anwendung  der  Substitutio- 
nen 6^  =  1,  ^21  •••  ^^t  80  gehören  zu  g?i,  <P8, ...9?(>  die  Gruppen 


1,  ^», ... 

Oq  mit  den  Substitutionen 

*1  "^1»                   *2»    •••             *♦■) 

(Tj-^^ltf,  =  1,  Ci^^^i^i^  .-.    tfg^^Ärtfj; 

^2r\^S  =  ^^   <^«""S<^8>  ..•    ^r^^rQQ\ 

ö^"'^*!^^  ■*  1,  ö()""**j|tf^,  . . .  <y^~^*f  ff^. 

T^QLZII. 

16 
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Diese  Art  der  Ableitung  von  is-'^siö  ans  sx  lieisst  Transfor- 
mation von  8X  durch  (T;  tr-^axa  ist  die  Transformirto  von  9X 
durch  tf.  Wir  wollen  zeigen,  dass  die  Transformirte  ^-'^sxa  mit  n 
in  der  Zal  der  Cyklen  und  der  Zal  der  Elemente  jedes  einzelnen 
Cyklus  übereinstimmt,  so  dass  man  a-^axa  aus  »x  erhält,  indem  man 
jedes  Element  von  8X  durch  dasjenige  ersetzt,  welches  a  darauf  folgen 
lässt,  und  dass  man  also  nach  unserer  ersten  Bezeichnung  schreiben 
könnte 


a-hxa 


C) 


In  der  Tat,  es  mögen  a;^,  or^,  o^,  ...  einen  Cyklus  von  »x  bilden,  und 
es  möge  a  die  Elementenfolgen  x^xk^^  ^^itt  ^s^it,,  ...  enthalten,  wo, 
wenn  z.  B.  x^  nicht  in  a  vorkommt,  k^  =  2  zu  setzen  ist.  Dann  fOLrt 
0-^  das  Element  xk^^  nach  ar^,  a^  fQrt  x^  nach  x^  und  a  fOrt  x^ 
in  xi^  über;  es  tritt  daher  an  Stelle  von  x^x^  jetzt  a-k«  xk^  \l  s.  w. 

In  gleicherweise  wie  von  transformirten  Substitutionen  sprechen 
wir  auch  von  transformirten  Gruppen,  so  dass  z.  B.  O^  die 
Transformirte  von  <l>,  durch  c^  oder  dass  O^  =  a^-^O^a^  ist 

So  sahen  wir,  dass  die  Function 

drei  Werte  habe,  und  dass  ihre  Gruppe  von  der  Ordnung  8  seL  Die 
Substitution  a  =  (x^x^  gehört  nicht  zu  der  Gruppe  O^  von  ^^ 

{x^x^  {XfX^ ;     {x^x^)  (ajjo-ö) ;     (x^x^x^^ ; 

ff  wandelt  (px  ^^  9>a'»^i^4H~^8^s  um;  dasselbe  tun  alle  sxo^  nämlich 

{^iH)\     i:'i^^i)\     i^iH^i)\     (a*iaVB3aJ4); 

Diese  16  Substitutionen  erschöpfen  noch  nicht  alle  41  möglichen; 
T  =>  (x^^  gehört  nicht  zu  denselben;  man  erhält  9r  =  ar^a^s'f'^s^A 
und  die  fehlenden  8  Substitutionen  erhält  man  durch  die  sxti 

(ar^a-a);     {xxX^x^)\    {x^2p^^\     {xiX^4?^)\ 
(arjar^aJi);     {xxX^^x^)\     {x^x^-,     {x^x^x^). 


§  8. 

Die  Beweise  der  soeben  aufgestellten  Sätze  beruhen  darauf,  dass 
wir  alle  überhaupt  möglichen  n!  Substitutionen  durch  die  Complexe 
von  je  r  Substitutionen  ax'i  sx<s^\  8xc^\  ...  (Jl  =»  1,  ...  r)  erschöpften. 
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Derselbe  Schluss  ist  aber  auch  in  dem  allgemeineren  Falle  anwendbar, 
dass  alle  Substitniionon  der  zu  <p  gehörigen  Gruppe  O  in  der  zu 
einer  anderen  Function  t^  gehörigen  Gruppe  W  enthalten  sind,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Gruppe  W  die  Gruppe  O  enthält.  Denn  in 
diesem  Falle  bleiben  zuerst  g?^  ^^^  il^i  für  die  Substitutionen  von  O 
ungeändert.  Enthält  W  ausser  diesen  noch  eine  andere  Substitution 
<f2,  80  wird  für  alle  «xc^  <p  denselben  Wert  (pa^  annehmen  und,  wie 
oben  bewiesen  wurde,  sind  die  2r  Substitutionen  8Xy  sxö^  von  einander 
verschieden.  Bleibt  i^f^  ausser  für  diese  2r  auch  noch  für  eine  neue 
Substitution  a^  ungeändert,  so  erhält  man  dadurch  3r  in  ^onthaltene 
Substitutionen  u.  s.  w.,  bis  alle  Substitutionen  der  Gruppe  W  erschöpft 
sind.    Daraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

I.  Sind  alle  Substitutionen  der  Gruppe  <P  in  der 
Gruppe  ^  enthalten,  so  ist  die  Ordnung  von  <P  ein  Teiler 
der  Ordnung  von  ^. 

IL  Sind  zwei  Functionen  9p  und  i|;  derselben  Ele- 
mente flTi,  ...  Xu  gegeben,  und  behält  tf;  für  alle  Substitu- 
tionen, welche  tp  nicht  ändern,  denselben  Wert,  so  ist 
die  Anzal  der  Werte  von  q>  ein  Vielfaches  der  Anzal 
der  Werte  von  ijk 

Aus  I.  ergiebt  sich  im  Besonderen: 

in.  Enthillt  ^  eine  Substitution  der  Ordnung  A;,  so  ist 
die  Ordnung  r  von  ^Fdurch  k  teilbar. 

rV.  Enthält  W  eine  Gruppe  der  Primzalpotenz-Ord- 
nung  p«,  so  ist  r  durch  p^  teilbar. 

Sind  alle  Substitutionen  von  <P  in  ^  enthalten,  so  kann  man  von 
der  ersteren  Gruppe  zur  letzteren  dadurch  kommen ,  dass  man  zu 
jener  noch  einige  Substitutionen  von  W  dazunimmt.  a^  sei  eine  solche 
in  ^  aber  nicht  in  <P  enthaltene  Substitution;  <Ti*»  die  niedrigste 
Potenz  derselben,  welche  in  <P  vorkommt  Diese  kann  natürlich  auch 
gleich  1  werden.  Ist  nun  m  keine  Primzal,  so  heben  wir  aus  der- 
selben eine  solche  p  heraus,  etwa  m  —  p,tni  und  bilden  0  »«  öfi*">; 
dann  gehört  <s  zw  W  aber  noch  nicht  zu  <P;  die  niedrigste  Potenz 
von  a  jedoch,  die  sich  in  (P  findet,  hat  als  Exponenten  eine  Prim- 
zal. Ist  nun  die  Gruppe  Sl  =  (O^a^)  noch  nicht  mit  W  identisch, 
dann  kann  man  aus  ^  eine  neue  Substitution  r  wählen,  so  dass 
auch  die  niedrigste  Potenz  von  t,  welche  in  Sl  auftritt  vom  Prim- 
zalgrade  ist,  und  so  kann  man  fortfaren,  bis  W  erreicht  ist. 

Stimmen  ferner  die  Gruppen  O  und  W  der  Functionen  q>  und 
^  in  einigen  Substitutionen  überein,  so  folgt  schon  aus  diesem  Be- 

10* 
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griff,  dass  alle  diese  eine  Gruppe  bilden,  die  sowol  in  <2>  als  in  ^ 
enthalten  ist.  Diese  sei  Sl  mit  den  Substitutionen  ti  »  1,  ^2)  •••  ^) 
dann  ist  die  Ordnung  von  <P  wie  die  von  W  ein  Vielfaches  von  r. 

Wir  sahen  in  §  6.,  dass  zu  jeder  Gruppe  Functionen  gebildet 
werden  können.  In  unserem  Falle  lassen  sich  solche  leicht  finden; 
denn  wenn  q>  zvl  O  und  iiß  zu  W  gehört,  dann  stellt 

fttr  willkürliche  Constanten  derartige  Functionen  dar.  Dieselben 
können  nämlich  nur  für  diejenigen  Substitutionen  denselben  Wert 
behalten,  welche  (p  wie  t/;  ungeändert  lassen,  d.  h.  nur  für  die  r  Sub- 
stitutionen <i,  ...  tr  Yon  Sl.    Wir  sehen  also: 

V.  Ist  O  die  zu  90,  ^  die  zu  -^  gehörige  Gruppe,  so 
gehört  zu  ofi^  +  ^j''/'  ^iö  Gruppe  der  O  und  U^  gemein- 
samen Substitutionen. 


§9. 

Es  ist  von  theoretischem  wie  von  praktischem  Interesse  zu  zei- 
gen, dass  der  Satz  §  8,  lY.  eine  Umkehrung  erlaubt. 

Ist  die  Ordnung  r  einer  Gruppe  O  durch  ^«,  die  Potenz 
einer  Primzal  teilbar,  so  enthält  O  Gruppen  der  Ord- 
nung p«. 

Dies  kann  folgendermassen  bewiesen  werden: 

Wenn  q>  die  zur  Gruppe  O  gehörige  Function  ist,  und  wenn  fp 
zu  der  in  §  5.  3)  aufgestellten  Gruppe  W  des  Grades  «  und  der  Ord- 
nung pf  gehört,  wo  also  pf  die  höchste  Potenz  von  p  ist,  welche  n! 
teilt,  so  hat  tf;  im  ganzen  n!:/?/ Werte.  Wir  bilden  jetzt  alle  möglichen 
Ausdrücke 

welche  if;  annehmen  kann.  Unter  diesen  suchen  wir  diejenige  Func- 
tion ipA,  deren  Gruppe  Wi  (welche  eine  Transformirte  von  W  ist) 
mit  der  Gruppe  O  von  9)  möglichst  viele  Substitutionen  gemeinsam 
hat  Es  sei  dies  i(;i;  zu  if^j  gehöre  ^j,  und  die  den  Gruppen  <P=  <Pj 
und  ^1  gemeinsame  Gruppe  Sl^  sei  von  der  Ordnung  pß^.  Diese 
Ordnung  muss  eine  Potenz  von  p  sein,  da  Sl^  in  ^^  enthalten  ist, 
und  daher  nach  §  8.  die  Ordnung  von  Sl^  diejenige  p^  von  W^  teilen 
muss.    Hiernach  wird  unter  den  Ausdrücken 
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keiner  sein,  dessen  Grnppe  Ä^,  «öj, ...  Slg  von  höherer  Ordnung  pß%^ 
pßty  ...  pfiff  ist  als  pßi^  d.  h.  als  die  Ordnung  der  zu 

gehörigen  Gruppe  Sl^. 

Wir  betrachten  jetzt  sämmtlicho  Werte  der  Functionen 

A«.l,  2,  ...  ~;    ^  =  1,  2,  ...^j. 

91  Ml 

Ihre  Anzal  ist  -—«-y;  denn  die  Gruppen  <D,  ^  haben  bezüglich 
die  Ordnung  r,  pf  und  daher  besitzt  nach  §  7.  III.  g)  bezüglich  ^ 
—  bezüglich  -^  Werte.    Ein  Teil  derselben   ist  unter  den  Werten 

enthalten,  welche  rrjcp^-f-^a^/^i  ^^^  gleichzeitiger  Anwendung  aller  nl 
Substitutionen  auf  qi^^  und   i^i  annehmen  kann.     Die  Zal   derselben 

nl 
ist  -ü^»  da,  wie  wir  eben  sahen,  die  Gruppe  der  Function  ai9>i+*^2^i 

von  der  Ordnung  pßt  wird.  Giebt  es  noch  einen  neuen  Wert  von 
^i9^-{-"i^/ji^  d.  h.  einen  solchen,  den  f*t<Pt-\-a2Hfi  nicht  annehmen 
kann,  und  nennen  wir  diesen 

Bo  ist  der  durch  die  Substitution  t^^  aus  ihm  entstehende 

auch  nicht  unter  den  Werten  von  <<i9>i4~(Y8^i  enthalten.  Denn  käme 
•^1^1+ «2^*«""^  unter  denselben  vor,  dann  müsste  auch  der  durch  die 
Substitution  i  daraus  entspringende  a^qft-^a^^k  vorkommen.  «i<Pi+ 
ct^fpit"^  hat  nun  seinerseits  eine  Gruppe  der  Ordnung  pß*^  also 
liefert,  wenn  wir  tptt""^  kurz  mit  t/'a  bezeichnen,  «i^j+agt/zj  im  ganzen 

nl 

—-3-  Werte,  von  denen  keiner  einem  der  Werte  von  «i^^i+ffjt/;!  gleich 

sein  kann.  Wäre  nämlich  der  aus  «i^i-t-cr^t^i  mittels  der  Substi- 
tation  a  abgeleitete  Wert  dem  aus  Oi<;Pi-|~<'2^2  mittels  r  abgelei- 
teten gleich,  so  wäre  gegen  die  Voraussetzung 

9t  '  9ll 

Giebt  es  ausser  den  so  erhaltenen  -^  H — ji  verschiedenen  Aus- 
drücken unter  den  ffi<pA4'^2^/u  ^och  andere,  so  gelten  wieder  die- 
selben Schlüsse.    Es  giebt  dann  eine  neue  Function 
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welche  nicht  in  den  hisherigen  Ausdrücken  vorkommt,  und  diese  liefert 

n! 
ihrerseits  neue  —j-,  Werte,  welche  unter  sich  und  von  allen  früheren 

verschieden  sind.    Man  kann  also  sämmtliche  —  •  — >    Werte,     die 

r     p' 

"i^^-h^i^f*  annehmen  kann  in  dieser  Weise  erhalten.    Daher  ist 

nl   n!        **^  _i_  ^*'     i_  ^-  _i 

r  '  pf  '^  ppi  "^    p?*   '    pß*  "T  •  •  •  • 

Nun  war  ß^  >  oder  =  ft,  ß^^  . . .,  folglich  ist  diese  Summe  ein  Viel- 
faches des  ersten  Summanden,  und  daher  wird 

n !    n I  n\ 

r     pj  pP^ 

oder 

pßi,n\  =  m  »r.pf. 

Die  höchste  Potenz  von  j9,  welche  n\  teilt,  istp/,  folglich  ist  die  linke 
Seite  nur  durch  pf^ßt  teilbar,  also  enthält  r  höchstens  den  Factor 
pßi.  Da  aber  der  Anname  nach  (P  «  (D^  mit  ^^  eine  Gruppe  der 
Ordnung  pßi  gemein  hatte,  so  besitzt  nach  §  8.  lY.  r  auch  minde- 
stens den  Factor  pß* ;  folglich  hat  r  genau  diesen  Factor,  oder  es  ist 

r  =  pßi .  g, 

wo  9  ZU  ;i  relativ  prim  sein  wird. 

Hätte  O  eine  Gruppe  des  Grades  p'^^pß*^  so  wäre  r  durch  p^ 
teilbar,  was  unserer  Gleichung  widerspricht.  Man  sieht  daraus  also 
nicht  nur  die  Warheit  des  obigen  Satzes,"  sondern  auch,  dass  die 
Gruppe  W  der  Ordnung  pf  stets  eine  Gruppe  der  Ord- 
nung 27^1  enthält,  die  zu  einer  beliebigen  Gruppe  dersel- 
ben Ordnung  die  Transformirte  ist,  dass  es  also  keine 
Gruppe  von  n  Elementen  von  der  Ordnung  p^  giebt, 
deren  Typus  nicht  in  der  Gruppe  ^der  Ordnung  pf  vor- 
kommt. 

§  10. 

Nachdem  wir  bisher  die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  Func- 
tionen von  n  Elementen  und  den  zugehörigen  Substitutionsgruppen 
nten  Grades  behandelt  haben,  suchen  wir  jetzt  die  algebraischen  Re- 
lationen zwischen  Functionen  cp  und  tf;,  deren  Gruppen  entweder 
einander  gleich  sind,  oder  bei  denen   die  Gruppe  der   einen  in  der- 
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jenigen  der  andern  enthalten  ist,  oder  bei  denen  endlich  die  zage- 
hörigen Gmppen  gemeinsame  Snbstitutionen  enthalten. 

Wir  sahen,  dass  97(ar„  ...  x»)  für  die  Sabstitationen  einer  ge- 
wissen Gruppe  O  seinen  Wert  nicht  ändert  g?  ist  aber  nicht  die 
einzige  Function,  welche  in  dieser  Weise  zu  (Z>  gehört;  so  wird 
z.  B.  jede  rationale  Function  von  <p  dieselbe  Eigenschaft  besitzen. 

Dieser  Satz  I&sst  sich  auch  umkehren:  Jede  Function  ^, 
deren  zugehörige  Gruppe  mit  der  von  <p  übereinstimmt, 
ist  durch  <p  rational  darstellbar,  derart,  dass  als  Gocf- 
ficienten  des  Ausdrucks  in  q?  nur  die  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  a^,  o^,  ...  an  der  x^^  x^^  ...  xn  auf- 
treten. 

Bevor  wir  aber  zu  diesem  Beweise  kommen  können,  ist  es  nötig 
zu  zeigen,  dass  alle  symmetrischen  ganzen  Functionen  von  x^^  x^^  ... 
Xn'  sich  rational  und  ganz  durch  die  elementaren  l^metrischen 
Functionen  dieser  Grössen,  d.  h.  durch  die  Goefficienten  des  Aus- 
drucks 

darstellen  lassen.    Wenn  wir 

f(x) 

(5)  -^^^-^  =«  «»*-!  —  M'*~^+*2«**"^  —  ...  q:  ^„-1 

setzen,  so  wird 

(6)  h^  «=  a^  —  b^xi  =  «2  — «la^i+^i*; 


Dies  ergiebt  sich,  wenn  man  das  Product  der  rechten  Seite  von  (5) 
mit  (x — a?i)  multiplicirt  der  rechten  Seite  von  (1)  gleichsetzt.  Wüsste 
man  nun  bereits,  dass  jede  ganze  symmetrische  Function  der  n  —  1 
Grössen  arg,  ...  xn  sich  als  ganze  Functionen  der  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  dieser  x,  also  der  Grössen  5^,  b^,  ...  bn-^i 
ausdrücken  lässt  und  könnte  man  daraus  die  Richtigkeit  desselben 
Satzes  für  die  n  Grössen  x^^  ...  xn  ableiten,  so  würde  er  allgemein 
gelten,  da  er  für  n  »  1  richtig  ist. 

Um  diesen  Schluss  von  n — 1  auf  n  zu  machen,  ordnet  man  die 
vorgelegte  symmetrische  ganze  Function  G(xi^  ...  xn)  nach  Potenzen 
von  a^,  so  dass 
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wird,  dann  sind  die  (loefficienten  (?o,  G^^  ...  ganze  Functionen  der  Xy 
da  6r  in  4en  x  ganz  sein  sollte ,  und  zugleich  sind  sie  symmetrisch  in 
^89  rrs,  ...  fl^M.  Denn  macht  man  irgend  eine  Substitution,  welche  x^ 
nicht   ändert,     «  »  (a^)  (.ra^r,-   ...)...,    so  würde  die  Differenz  des 

vorigen  und  des  neuen  Ausdrucks  als  Gleichung  aufgefasst 

eine  Beziehung  zwischen  x^^  a^,  ...  a*M  feststellen,  falls  nicht  eben 
identisch  G^A(a^,  .-.  ««)  =  (?A(a:i„'  ...  ar«  )  wäre,  (r  sollte  aber  sym- 
metrisch sein,  ganz  abgesehen  von  irgend  welchen  Relationen  zwischen 
den  Elementen,  da  der  Begriff  der  Symmetrie  eine  rein  formale  Bil- 
dung für  G  fordert.  Die  Gx  sind  also  talsächlich  in  den  n— 1  Ele- 
menten a:^,  ...  xn  symmetrisch  und  daher  der  Voraussetzung  nach 
ganze  Functionen  der  elementaren  symmetrischen  Functionen  Ton 
a-j,  ...  Xn  d.  h.  von  /-»i,  *2,  ...  hn-\^  folglich  nach  (6)  ganze  Functio- 
nen von  Oj,  ...  «H,  i»  j  •,  deshalb  wird 

G{x^^  ...  Xn)  =»  ar,«(?o'(«i5  •••  «»i  a^i)+«'i*''^^i'(«i»  •••  «n*,  aJi)+--- 
^^x^ßK^^a^y  ...  a»)  +  a'i^-lJ5ri(ai,  ...  an)']r  .>. 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  können  alle  Potenzen  x^^ 
deren  Exponent  A  >  n — 1  ist  mit  Hülfe  von  (1)  weggeschafft  wer- 
den; denn  man  hat,  da  x^  eine  Wurzel  von  f{x)^x^ — a^a^^-i-J- 
ajja;**-2  —  ,  _  «  q  igt 

x^*^  =  Ojari»^!  ■—  a^^~^-\-  . . . ; 

^i"+2=(ai*— aa)^?!**  — («i«2  — «3K""^+ ..• 

=  (V— 20102+ a3)a;i*»-i—  (oi^Oj— o^^+OjO,— a8)aJi*-3_|-  _ . . 

Durch  Substitution  dieser  Werte  erhält  man 

(?(a?i, ...  aj»)  =a;i»»-iiio(oi, ...  o») +a;i»-2jr,i  (oj, ...  o»)-f- ...  +Zw-i  (o^, ...  Om). 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt,  da  G  symmetrisch  ist,  für 
jede  Substitution  der  x  ungeändert;  macht  man  eine  solche,  welche 
a^  umsetzt,  z.  B.  tf  »  (^i^*)y  wo  »  »  2,  3,  . . .  n  sein  kann,  und  sub- 
trahirt  beide  Ausdrücke,  so  ist 

0  =  (a:i«-i — a;,'~-i)Zo  +  {x^""-^  —  Xt»^^)I^  +  •  •  •  +  (a^i  —  a^d^-a. 

Die  rechte  Seite  ist  nach  xi  vom  n — Iten  Grade-,  trotzdem  hat  die 
Gleichung  n  Wurzeln,  nämlich 
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^  ^  ^5  ^fj,  ,,.  Xn^ 

folglicli  ist  die  rechte  Sdte  identisch  Null,  d.  h.  es  ist 

Xo  =  0,  j&i  —  0,  ...  Im~2  =  0 
und  daher  auch 

^(*n  ^  •••  ^)  =-2^-1  («1  ...  ö»). 

Damit  ist  der  Beweis  geliefert,  and  zugleich  ist  der  Ausdruck  von  G 
durch  die  a  hergestellt. 

Da  femer  jede  Function,  welche  für  alle  Substitutionen  unge- 
ändert  bleibt,  sich  in  symmetrischer  Form  darstellen  l&sst,  nämlich 

80  haben  wir  den  Satz: 

Jede  Function,  die  für  alle  Substitutionen  un geän- 
dert bleibt,  ist  symmetrisch;  jede  ganze  symmetrische 
Function  lässt  sich  als  ganze  Function  der  elementaren 
symmetrischen   Functionen   darstellen. 


§  11. 

Wir  können  jetzt  zu  dem  Beweise  des  am  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  Satzes  übergehen. 

Es  mögen  <p  und  if;  zwei  zur  Gruppe  Sl  gehörige  Functionen 
sein;  Sl  habe  den  Grad  n  und  die  Ordnung  r.  Ist  nun  a^  eine  nicht 
zu  Sl  gehörige  Substitution,  so  seien  tp^,  ^g  diejenigen  neuen  Werte, 
welche  aus  g^^,  tf/^  durch  die  Substitution  a^  also  auch  durch  sxo^ 
erlangt  werden,  wenn  s^^  «g,  ...  sr  die  Substitutionen  von  P  sind. 
Giebt  es  dann  ausser  den  si  und  den  8X^2  noch  andere  Substitutionen 
z.  B.  ^3,  so  erhält  mau  9$,  if/j  durch  Anwendung  aller  sx<fs  Q«  &•  ^* 
Es  ist  daher 

eine  ganze  symmetrische  Function  der  x  für  jedes  ganzzalige  A. 
Denn  weudet  man  auf  diesen  Ausdruck  eine  beliebige  Substitution  «' 
an,  so  gehen  für  dieselbe  die  einzelnen  Summanden  in  einander  über, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  so  dass  der  Wert  der  Summe  uugeändert 
bleibt.  Der  Ausdruck  ist  daher  als  ganze  symmetrische  Function 
dnrch  die  a  in  rationaler  ganzer  Form  darstellbar-,  er  sei  gleich  Ax. 

Wir  bilden  nun  für  i  —  0,  1,  2,  ...  ^—1 
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(8)  (pj^rffi  +  <Pj^^,  +  •  •  •  +  9o^C  ==  ^^  i 

dann  ist  die  Determinante  dieses  Systems 

Ml  /        X«0,  1,  2,  <)-l       \ 

von  Null  verschieden.  Das  System  ist  daher  nach  den  ^  Unbekannten 
'4^19  ^99  •••  ^'f  auflösbar,  und  man  hat 

(9)  *i  «  Ä(qPi,  a), 

wenn  B  wie  überall  im  Folgenden  eine  rationale  Function  bedeutet 
Es  könnte  scheinen,  als  ob  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  sämmt- 
liche  Werte  g^^,  g)8,  ...  <pq  aufgenommen  werden  mflssten.  Dies  ist 
aber  nicht  nötig,  wie  die  folgende  wirkliche  Berechnung  von  ^  zeigt. 

MultipHciren  wir  die  Gleichungen  (8)  mit  yx ,  wobei  y^~i  =  1 
sein  soll,  addiren  sie  dann  und  setzen 

der  Abkürzung  wegen,  so  erhalten  wir 

^1  •  x(n)  +  ^t '  x(Vi)  +  •  •  •  +  ^c  •  X(9f ) 

*=  -^yo+-4iyi+ ...  +Aq-2i/q-2+A^'1' 

Um  jetzt  z.  B.  tf/j  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  y  so  zu  be- 
stimmen, dass 

%((Pi)  =  0,  %((p^)  «  0,  ...  x(<p^)  =.  0, 
Xitpi)  von  Null  verschieden 
wird.    Nun  ist  die  Function 

in  den  (px  symmetrisch,  folglich  sind  «],  a^,  ...  a^  ganze  Fnnctionen 
der  a^^  ,,.  on^    Es  werden  daher  in 

die  ßi^  ßiy  ...  /?^~i  genau  so  bestimmt  werden,  wie  die  5  in  §  10. 
(6)  und  daher  ganze  Functionen  der  a^^,  ...  <hi  und  von  9j  sein.  W 
hat  aber  die  Eigenschaft,  welche  für  %  verlangt  wurde,  dass  es  näm- 
lich die  Wurzeln  q>f,  ...  (p^  habe,  während  fp^  keine  Wurzel  sei; 
man  kann  daher  für  %  direct  W  nehmen  und  erhält  für 

Pq^2  —  —  ßu  y(»-8  ===•  4- ft,  . ..  yo  =  ±  ßf-i 
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ganze  Functionen  der  elementaren  symmetrischen  Fnncüonen  oj, ...  a« 
nnd  von  ^j.    Durch  Einsetzung  dieser  Werte  wird  dann 

indem  ivir  in  bekannter  Art  die  Ableitung  von  V  nach  q>  mit  V  be- 
zeichnen.   Die  Gleichung  (9)  geht  über  in 

und  diese  ergiebt  das  obige  Resultat 

(9)  tPi  =  i2((Pi,  fl). 

Diese  ganze  Ableitung  bleibt  bestehen,  auch  wenn  <p  und  ^  nicht 
zu  derselben  Gruppe  gehören,  falls  nur  (p  sich  für  alle  Substitutionen 
ändert,  welche  t^  ändern,  falls  also  die  Gruppe  von  tf;  die  von  <p 
umüasst  Denn  hierbei  tritt  weiter  nichts  Neues  ein,  als  dass  jedes- 
mal mehrere  Werte  ^a»  ip», .-.)  für  welche  die  g>a^  <)P6,  ...  verschieden 
waren,  einander  allenfalls  gleich  werden;  dieser  Umstand  ist  jedoch 
fOr  die  obige  Ableitung  unwesentlich.    Wir  erkennen  daraus: 

I.  Gehören  zwei  Functionen  zu  derselben  Gruppe, 
so  sind  sie  rational  durch  einander  ausdrückbar. 

n.  Sind  zwei  Functionen  rational  durch  einander 
ausdrückbar,  so  gehören  sie  zu  derselben  Gruppe. 

in.  Bleibt  eincFunction  für  dieGruppe  einer  zwei- 
ten ungeändert,  so  kann  sie  rational  durch  diesezweite 
ausgedrückt  werden. 

Durch  die  Sätze  I.  und  II.  wird  ein  Zusammenhang  algebraischer 
Art  zwischen  allen  Functionen  constituirt,  die  zu  derselben  Gruppe 
gehören.  Wir  wollen  solche  gegenseitig  durch  einander  rational  aus- 
drückbare Functionen  äquivalent  nennen  oder  sagen,  sie  gehören 
derselben  Classe  an. 

§  12. 

Kach  den  angewendeten  Methoden  lässt  sich  gleichfalls  der  Zu- 
sammenhang zwischen  einer  Function  ^  und  einer  anderen  (p  ableiten, 
wenn  die  Gruppe  von  ^  in  der  von  <p  enthalten  ist  Wir  sahen  §  8., 
dass  dabei  die  Anzal  der  Werte  von  t^  ein  Vielfaches  der  Anzal 
der  Werte  von  q>  ist.    Sind 

'^ly  ^2»  1^81  •••  ^<» 

alle  Werte,  welche  i/;  für  die  Substitutionen  der  Gruppe  von  tp  an- 
nimmt, so  dass  alle  diese  dem  einen  Werte  ^^  zugeorchiet  erscheinen. 
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dann  wird  eine  jede  symmetrische  Function  dieser  er  Werte  Ükr  die 
zu  q>  gehörige  Gruppe  <9  ungeftndert  bleiben.  Hiemach  hat  man 
gemäss  §  11.  fOr  jede  ganze,  symmetrische  Function  S  der  a  Werte 
1^1,  -..  if^a  die  Gleichung 

Nimmt  man  nun  für  S  insbesondere  die  elementaren  symmetrischen 
Functionen  der  t/^j,  ...  '^a,  so  wird 


und  daher  sind  i^i,  1/^2,  ...  ^a  Wurzeln  der  Gleichung 
(10)  r— ^(Vi,  a).ij;— i+Äa(g>i,  a).^«-^- ...  -  0; 

o  ist  der  Quotient  aus  den  Ordnungszalen  der  Gruppen  von  t^  und 
(p.  Ebenso  liefert  die  Gleichung  (10)  bei  Anwendung  der  Substitution 
<s  als  Wurzeln  von 

(10')  tf;«  —  i?i  ((pe,  a) .  ^-^ + R^  ((fa^  a) .  i|;«-2  _...«=  0 

die  cf  Werte  von  tf»,  welche  die  Substitutionen  der  Gruppe  <Pir,  die 
aus  der  Gruppe  0  von  tp  durch  Transformation  mit  tf  entsteht,  nn- 
ge&ndert  lassen. 

Ist  q>  selbst  einwertig,  seine  Gruppe  <Z>  also  symmetrisch,  so 
werden  die  R^^  i?2)  •  •  *  rational  durch  die  a  ausdrückbar,  und  daraus 
folgt,  dass  alle  Werte  einer  Function  i/^  deren  Gruppe  von  der  Ord- 
nung r  ist,  als  Wurzeln  einer  Gleichung  des  Grades  «!:r«  g  be- 
trachtet werden  können.  Die  J^,  Äj,  ...  werden  ganze  Func- 
tionen, wie  sich  dies  aus  §  10.  ergiebt. 

Wir  nehmen  endlich  an,  dass  die  zu  <p  und  if;  gehörigen  Grup- 
pen einige  Substitutionen  gemeinsam  haben.  <P  die  Gruppe  von  ^ 
habe  die  Ordnung  ^n,  ^  die  Gruppe  von  tf;  die  Ordnung  t.v,  wo  t 
die  Ordnung  der  Gruppe  Sl  ist,  welche  alle  O  und  W  gemeinsamen 
Substitutionen  umfasst.  Sl  ist  dann  die  zu  einer  Function  ctg>'{'ß^ 
gehörige  Gruppe. 

Femer  sind  nach  den  obigen  Ableitungen  q>  wie  t^  einerseits 
rational  durch  aq^-^ßtif  darstellbar,  da  tp  wie  1^  für  Sl  ungeändert 
bleiben;  andererseits  ist  a^-f"/^^  ^^s  Wurzel  einer  Gleichung  v  resp. 
ttten  Grades  durch  tf;  resp.  g>  darstellbar,  also  auch  <p  durch  ^  als 
Wurzel  einer  Gleichung  vten  Grades  und  ebenso  1^  durch  tp  als  Wur- 
zel einer  Gleichung  uten  Grades  darstellbar.    Wir  sehen  daher : 
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I.  Jede  p-wertige  Fnnction  ist  Wurzel  einer  Glei- 
chung Qten  Grades,  deren  Goefficienten  ganze  Func- 
tionen der  elementaren  symmetrischen  Functionen  der 
Elemente  sind. 

n.  Enthält  die  Gruppe  O  derFunction  q>  dieGruppe 
7  der  Fnnction  if;,  so  ist  tf;  Wurzel  einer  Gleichung, 
deren  Goefficienten  rationale  Functionen  von  q>  und 
den  a  sind,  und  deren  Ordnung  gleich  dem  Quotienten 
der  Ordnungen  von  <P  und  ^  ist 

III.  Haben  die  Gruppen  derselben  Elemente,  welche 
zu  zwei  Functionen  gehören,  die  Substitutionen  einer 
dritten  Gruppe  gemeinsam,  so  ist  jede  der  beiden  Func- 
tionen als  Wurzel  einer  Gleichung  darstellbar,  deren 
Goefficienten  aus  der  anderen  Function  und  den  Ele- 
mentaren symmetrischen  Functionen  sämmtlicher  Ele- 
mente rational  zusammengesetzt  ist.  Der  Grad  dieser 
Gleichung  ist  der  Quotient  aus  den  Ordnungen  der 
fremden  und  der  gemeinsamen  Gruppe. 

§  13. 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  folgt  unmittelbar: 

I.  Jede  Function  der  n  Grössen  or^,  ...  xn  lässt  sich 
durch  die  jenige  Function  der  selben  Grössen  ausdrücken, 
welche  n!  Werte  hat,  also  durch  eine  Function  der  Form 

Denn  die  Gruppe  einer  solchen  Function  kann  nach  §  5.  gleich 
1  gemacht  werden,  und  für  diese  eine  Substitution  1  bleibt  jede  an- 
dere Function  ungeändert.  Kann  man  also  auf  irgend  eine  Weise 
den  Wert  von  X  berechnen,  so  kann  der  Wert  jeder  andern  Function 
der  n  Elemente  x^^  ...  xn  als  bekannt  angesehen  werden.  Speciell 
bei  der  Auflösung  der  Gleichung 

(1)  fix)  «  0 

kann  jede  Wurzel  xx  als  rationale  Function  von  X  dargestellt  wer- 
den ;  die  Auflösung  von  (1)  hängt  also  allein  von  jener  Function  ab. 
X  soll  daher  die  resolvirende  Function  heissen. 

n.  Es  giebt  stets  eine  Function,  durch  welche  be- 
liebig viele  andere  gegebene  rational  ausgedrücktwer"* 
den  können. 
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Denn  sind  fpi^  g>2,  g>s^  ...  die  gegebenen  Functionen,  so  hat  filr 
die  willkürlichen  aber  allgemeinen  Gonstanten  cc  die  Function 

als  zugehörige  Gruppe  die  grösste,  welche  zugleich  in  allen  den  Grup- 
pen, welche  zu  q)^,  <p2^  ^si  •••  gehören,  enthalten  ist.  Jedes  q>  bleibt 
daher  für  die  Gruppe  der  obigen  Summe  unxeräudert  und  ist  folglich 
rational  durch  sie  darstellbar.  Haben  die  Gruppen  keine  anderen 
gemeinsamen  Substitutionen,  so  doch  immer  wenigstens  die  Einheit; 
in  diesem  Falle  würde  of;  die  resolvirende  Function  der  Elemente 
werden. 

III.  Jede  alternirend*e  Function  9  ist  in  der  Form 

g>  -  B^+Vr^ 

darstellbar,  wo  B^  und  B^  rationale  Functionen  der 
symmetrischen  elementaren  Functionen  der  x  sind. 

Denn  wenn  q>i  und  <P2  die  beiden  Werte  von  q>  sind,  and  man 
setzt 

^Pi+^'a  =  2i2i,        <Pi.92  =  B'y 

so  wird  i?i  wie  B'  symmetrisch.    Ausserdem  ist 

9 s 

(p  «  e^+Vb^^^b'  =  b^+Vb^. 

Nun  bestehen  nach  §  6. 11.  wirklich  Functionen  <p  die  nur  zweiwertig 
sind,  und  daher  giebt  es  auch  stets  zweiwertige  Functionen 
(p — i?i  der  Ä*!,  ...0*»,  deren  Quadrate  symmetrisch  in  den 
X  werden,  und  deren  beide  Werte  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  unterscheiden.  Die  einfachste  dieser  Functionen 
ist   das  in  §  6.  II.    gebildete  Product    aus    den  Wurzeldifferenzen 

IV.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  es  vielleicht  noch  andere 
Functionen  g>(xi^ . . .  a^n)  ausser  den  eben  angeführten  giebt,  welche  in 
den  n  Elementen  a-],  ...  x»  nicht  symmetrisch  sind,  bei  denen  aber 
eine  Primzalpotenz  q>P(xij,..XH)  symmetrisch  in  den  x  wird. 

In  diesem  Falle  hätte  man 

(pf(Xiy  «j,   ...  Xh)  =  C?(ai,  ...  On) 

also 

p ' 

9(ajj,  iCj,  ...  ic»)  «  yC?(a„  ...  o»). 
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Da  nmi  tp  nicht  symmetrisch  ist,  muss  es  sich  fflr  irgend  eine  Trans- 
position z.  B.  {xjx^)  ändern;  trotzdem  ist  auch  hier 

9^(a^  Xiy  ...  Xn)  "=  G(ai,  ...  On) 
also 

p 

wo  die  Wurzeln  in  beiden  Fällen  dieselben  Werte  bezeichnen  und  s 
eine  von  1  verschiedene  i^te  Wurzel  der  Einheit  sein  soll.  Dann  ist 
also 

Diese  Relation  ist,  wegen  der  Unabhängigkeit  der  x  Ton  einander 
identisch,  so  dass  man  auch  hat 

V(aJi»  a^sj  •••  ^n)  =  «9(^«i  ^i>  •••  ^)> 

indem  man  auf  die  erstere  die  Transposition  (x^x^)  anwendet  Beide 
ergeben  durch  Multiplication 

9(a?i,  0-2,  ...  Xn)  =  eV(jri,  ar„  ...  Xn)y 

also  ist 
und 

d.  h.  ausser  'gewissen  alternirenden  Functionen  giebt 
es  keine  anderen,  von  denen  eine  Primzalpotenz  sym- 
metrisch würde,  one  dass  sie  selbst  schon  symme- 
trisch sind. 

§  14. 

Dieselbe  Methode  der  Untersuchung  fürt  auch  zur  Lösung  der 
allgemeineren  Frage:  Unter  welchen  Bedingungen  hat  eine 
Primzalpotenz  9^(0?],  ...  orn)  der  ^.p-wertigen  Function 
q)  nur  Q  Werte? 

Die  zu  q>  gehörige  Gruppe  sei  <Z>,  die  zu  ipP  gehörige  in  O  ent- 
haltene sei  U^;  tf;  sei  eine  zu  W  gehörige  Function;  dann  ist  nach 
§  11. 

(fP(Xiy  ...  Xn)  =  B(%lf(Xiy  ...  Xn)). 

Aus  ^  wälen  wir,  was  nach  §  8.  möglich  ist,  eine  Substitution  tf 
derart,  dass  die  niedrigste  Potenz  von  <r,  welche  in  O  vorkommt,  von 
einer  Primzalordnung  ^  >- 1  sei.  Wenden  wir  6  auf  die  beiden 
Seiten  der  obigen  Gleichung  an,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite  nicht, 
da  c  zur  Gruppe  von  i|;  gehört    Es  ist  daher 

q>P(xxy  ...  Xn)  =»  9'(«<F„  ...  xaj 
oder 
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WO  s  eine  von  1  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung  aP «  1  ist 
Diese  Gleichung  zwischen  den  n  von  einander  unabhängigen  Elemen- 
ten x^,  ...  xn  ist,  wie  alle  unsere  früheren  eine  Identität  Sie  bleibt 
also  bestehen,  wenn  man  in  ihr  die  Substitution  a  noch  einmal  aus- 
fart;  es  ist  also  auch 

und  daher  in  gleicher  Weise 

69  gehört  der  Anname  nach  zu  <2>,  folglich  bleibt  tp  für  die  Substi- 
tution 0«  ungeändert  und  es  ist 

<Paq  =  9»!  =  ««<3Pi; 

E  ist  eine  pta  Eiuheitsworzel,  q  ist  einePrimzal;  folglich  wird  q==^p 
sein  müssen;  op  ist  die  niedrigste  Potenz  von  er,  welche  in  O  vor- 
kommt; die  aus  O  und  a  gebildete  Gruppe  enthält  daher  mindestens 
pmsl  soviele  Substitutionen  als  (P.  Sie  ist  aber  auch  in  W  enthalten, 
und  dies  hat  genau  pmsl  mehr  Substitutionen  als  <1>;  folglich  ist 

w  =  [a>,  öl 

Nach  den  Ausfürungen  von  §  4.  ist  dies  nur  möglich,  wenn  ftr 
alle  Substitutionen  «i,  ...  sr  von  O 


wenn  also 


d.  h.  wenn  a  zu  <1>  permutabel  ist  Nun  bleiben  die  Werte,  welche 
^«91  überhaupt  annehmen  kann, 

bezüglich  für  die  Gruppen 

ungeändert;  diese  sind  sämmtlich  gleich  O.  Es  bleiben  folglich 
alle  Werte  tpiy  ...  g>ap-i  für  dieselbe  Gruppe  O  ungeändert  und  daher 
lassen  sie  sich  sämmtlich  als  rationale  Functionen  von  <p  darstellen. 

Als  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  die  />te  Potenz  einer  Firne* 
tion  fp  von  p.g  Werten  nur  ^- wertig  sei,  haben  wir  also  gefondeOf 
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es  müsse  die  Gruppe  W  aus  <D  durch  Hinzuname  einer  zu  <Z>  per- 
mutabeln  Substitution  a  ableitbar  sein,  wo  gp  die  niedrigste  Potenz 
von  a  ist,  welche  in  O  auftritt. 

Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend,  so  dass,  wenn  es 
zwei  Gruppen  <P  und  ^^  =  [<I>,  a]  der  angegebenen  Eigenschaft  giebt, 
eine  zu  <Z>  gehörige  Function  gebildet  werden  kann,  die  selbst  p.Q- 
wertig,  deren  ^^te  Potenz  jedoch  nur  p-wertig  ist.  Denn  wenn  g> 
irgend  eine  zu  <2>  gehörige  Function  ist,  so  gehört,  wie  wir  gesehen 
haben,  zu  jeder  der  p  Functionen 

dieselbe  Gruppe  d>.  Bedeutet  daher  e  irgend  eine  von  1  verschiedene 
pto  Einheitswurzol,  so  bleibt  auch 

für  alle  Substitutionen  von  0  ungcändert;  für  a  geht  der  Ausdruck 
dagegen  in 

über.    Es  ist  daher 

und  XP  ändert  sich  also  für  keine  Substitution  tf#A  der  Gruppe 
5^  =  [<2),  c].    FolgUch  genügt  X^^  R(<p)  der  Gleichung 

XP  «  SM 

und  es  ist  Xp  in  der  Tat  nur  ^-wertig.  Rational  ist  X^R(g)) 
natürlich  nur  in  Beziehung  auf  die  o-,  rcsp.,  um  die  in  den  einleiten- 
den Worten  des  ersten  §  angewendete  Bezeichnung  zu  benutzen,  nur 
in  Beziehung  auf  z-y  die  irrationale  Grösse  b  ändert  daran  nichts. 

Es  ist  klar,  dass  nicht  jede  zur  Gruppe  <2>  gehörige  Function  g> 
dieselbe  Eigenschaft  wie  X  hat;  aber  da  auch  <p  «=  Ri(X)  ist,  so 
kann  doch  q>  mit  Hülfe  von  ptan  Wurzeln  aus  rationalen  Functionen 
von  t^  dargestellt  werden.  Die  Gleichung,  welche  zwischen 
zwei  beliebigen  Functionen  (p  und  t/;  der  Gruppen  <Z> 
resp.  5^=[<P,  <y]  besteht,  und  welche  nach  q>  vom  pten 
Grade  ist,  lässt  sich  durch  j9te  Wurzeln  lösen. 

Durch  die  letzten  Ausfürungen  ist  zugleich  der  Weg  angedeutet, 
den  eine  weitere  Untersuchung  zu  nehmen  hat.  Es  wird  sich  darum 
handeln,  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  welchen  eine  mehrwertige 
Function  (p  mit  Hülfe  von  Wurzeln  aus  wenigerwertigen  Functionen 
abgeleitet  werden  kann.  Auch  der  Begriff  der  Wurzeln  müsste  noch 
erweitert  werden.     Denn  das  Symbol  derselben  bezweckt  ja  nichts 

T»a  LZIL  17 


f^"^ 
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anderes,  als  die  AndcutuDg,  dass  ia  die  Betrachti 
nommea  werden,  welche  der  binomischen  Gleichun 

z«  =  F 

genfigen.  Statt  dieser  Gloicliuog,  welche  sich  Icd: 
ilere  Einfachheit  der  Form  aaszoicbuet,  könnten  an 
der  Betrachtung  gezogen  werden,  so  dass  die  allgem 
wOrde:  Unter  welchen  Bedingungen  lässt 
wortige  Function  O  mit  Hülfe  der  als  hol 
nen  Wurzeln  einer  beliebig  gegebenen  G 
wenigerwertige  Functionen  darstellen? 
dadurch  einer  grossen  Vereinfachnng  f^hig,  daas 
drnck  von  ip  iu  den  £lemeut«n  x  stetK  rational  bl< 
die  gcsammte  Irrationalität  iu  den  Cocfßcienten  i 
Wurzeln  dta-  gchenencn  adjuiigirten  Gleichnng 
lediglich  zu  dou  elementaren  symmetrischen  Fun< 
mente  x^,  ...  j-»  als  gleichberechtigt  hinzu. 

Berlin  25.  April  1878. 
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XV. 


Ableitung  der  Centralprojection  aus  einer 
cotirten  Orthogonalprojeetion. 


Von 

Emanuel  Czuber 

in  Prng. 


I.  Man  denke  sich  ein  aus  dem  Punkte  O  central  anf  eine  Ebene 
E  zu  projicireudcs  Gebilde  anf  jene  Ebene  zunächst  ortbogonal  pro- 
jicirt.  Diese  eine  Projection  reicht  zur  Bestimmung  des  Gebildes 
nicht  hin,  sie  werde  aber  dadurch  ergänzt,  dass  man  zu  den  Pro- 
jectionen  der  einzelnen  Punkte  Zahlen  hinzuschreibt,  welche  ihre  in 
einer  bestimmten  Einheit  ausgedrückten  Abstände  von  der  Ebene  E 
(die  Längen  der  projicireuden  Normalen)  angeben  und  positiv  oder 
negativ  sind,  je  nachdem  die  betreffenden  Punkte  mit  0  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  E  liegen.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  eine  sogenannte  „cotirte  Projection^^  des  Gebildes.  Des- 
gleichen beziehe  man  den  Punkt  O  orthogonal  auf  üJ,  wodurch  man 
den  Punkt  O,  d.  i.  den  Hauptpunkt  der  Centralprojection  erhält;  die 
Gerade  00,  ist  der  Hauptstral,  die  Strecke  00^  =  6  die  Augdistanz. 

Der  Punkt  a^  Fig.  1.  sei  die  orthogonale  Projection  eines  Punktes 
a,  dessen  Cote  a  ist.  Beschreibt  man  aus  O^  mit  dem  Kadius  d  und 
aas  a'  mit  dem  Halbmesser  a  einen  Kreis  in  U,  so  ist  die  Central- 
projection a'  von  a  der  äussere  oder  innere  Aehnlichkeitspunkt 
der  beiden  Kreise,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  war.  Die 
Centrallinie  O^a^  ist  die  Orthogonalprojeetion  des  Strales  Oa. 
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Hat  man  ein  ganzes  System  von  Punkten  ahc..,^  denen  die 
Orthogonalprojectionen  afi,c,  ...  und  die  Cotcn  aßy  ...  zukommen, 
und  verfährt  man  mit  allen  auf  dieselbe  Weise,  so  sind  ihre  Central- 
projectionen  ab'c'  ...  Aehnlichkeitspuukte  der  aus  afi^c^  ...  mit  den 
Kadien  aßy  ...  beschriebenen  Kreise  in  Bezug  auf  den  festen,  mit  6 
aus  Of  beschriebenen  Distanzkreis. 

Der  innere  Aehnlichkeitspunkt  zweier  Kreise  liegt  stets  im  End- 
lichen, also  liegen  auch  die  Centralprojectionen  von  Punkten,  welche 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Bildebene  bezüglich  O  sich  be- 
finden, immer  im  Endlichen.  Dagegen  fällt  der  äussere  Aehnlich- 
keitspunkt zweier  gleicher  Kreise  in's  Unendliche,  Punkte  also,  welche 
mit  O  auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegend  auch  denselben  Ab- 
stand haben,  haben  ihre  Perspective  in  unendlicher  Ferne. 

Angenommen,  der  numerische  Wert  der  Coto  eines  Punktes,  dessen 
Orthogonalprojection  a^  ist  Fig.  2.,  wäre  a ;  man  hat  den  Distanzkreis 
und  aus  a^  den  Kreis  vom  Halbmesser  a  beschrieben  und  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  Oj'  sowie  den  äusseren  a^'  beider  Kreise  be- 
stimmt; dann  ist  a^  das  Bild  eines  um  er  unter  (oder  hinter)  der 
Bildebene  liegenden  Punktes  a^,  a^'  eines  um  die  gleiche  Strecke 
über  (oder  vor)  der  Bildebene  liegenden  Punktes  a^.  Beide  Punkte, 
da  sie  dieselbe  Orthogonalprojection  haben,  liegen  zur  Bildebene  sym- 
metrisch. Nun  wird  aber  bekanntlich  die  Strecke  O^a^  durch  die 
beiden  Aehnlichkeitspunkte  harmonisch  geteilt;  demnach: 

Die  (gemeinschaftliche)  Orthogonalprojection  zweier  zur 
Bildebene  symmetrischer  Punkte  wird  durch  deren  Central- 
projectionen vom  Augpunkte  harmonisch  getrennt 

Denkt  man  sich  ein  Raumgebilde,  welches  durch  die  Bildebene 
symmetrisch  geteilt  wird,  so  dass  jedem  Punkte  diesseits  ein  eben- 
soweit abliegender  jenseits  derselben  entspricht,  dann  geben  je  zwei 
solche  zugeordnete  Punkte  pi  und  P2  eine  einzige  Orthogonalprojection 
2?3  und  ihre  perspectivischen  Bilder  trennen  O^  von  p^  harmonisch. 
Werden  aus  den  Orthogonalprojectionen  die  mehrerwähnten  Kreise 
beschrieben  und  ihre  Aehnlichkeitspuukte  bezüglich  des  festen  Distanz- 
kreises coustruirt;  dann  geben  die  äusseren  die  Centralprojection 
des  über,  die  inncrn  jene  des  unter  der  Bildebene  gelegenen  Teiles. 
Wäre  (neben  der  Orthogonalprojection)  die  Perspective  des  einen 
Teiles  gegeben,  so  liesse  sich  die  des  andern  durch  hai*monischc  Tei- 
lung leicht  finden. 

Bei  gegebenem  O^  und  S  bestimmen  die  Orthogonalprojection  a 
und  die  Perspective  a',  welche  beide  auf  einem  Strale  durch  O,  liegen, 
0en  Punkt  a,  d.  h.  es  lässt  sich  seine  Cote  quantitativ  and  qualitativ 


.y 


aus  einer  coiirten  Orthogonalprojection,  261 

ermitteln.  Führt  mau  Dämlich  von  a'  eine  Tangente  au  den  Distanz- 
kreis und  fällt  auf  diese  eine  Normale  aus  a^,  so  gibt  diese  das  ge- 
suchte «;  über  das  Vorzeichen  cutscheidet  die  gegenseitige  Lage  von 
0,,  a^  und  a*  in  bekannter  Weise.  Uebrigeus  kann  man  sich  die 
Tangentenconstruction  ersparen,  indem  man  zu  einem  beliebigen  Halb- 
messer des  Distanzkreises  eine  Parallele  durch  a^  fahrt  und  den  End- 
punkt jenes  Halbmessers  aus  a'  auf  diese  projicirt 

n.  Wir  betrachten  die  beiden  Punkte  a,  und  b^  Fig.  3.  mit  den 
Goten  n  und  ß\  die  erste  derselben  sei  positiv,  die  zweite  negativ, 
dann  ist  die  Centralprojection  a'  von  a  der  äussere,  b'  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  der  betreffenden  Kreise.  Die  Gerade  afi,  ist  die 
Orthogonal-,  die  Gerade  a'ft'  die  Centralprojection  der  Geraden  ab. 
Es  ist  aber  geometrisch  a*b'  eine  der  Aehnlichkeitsaxen  der  drei 
Kreise  O^,  a^,  &^,  geht  nach  bekannten  Beziehungen  durch  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  d  der  beiden  Kreise  a, ,  b,  und  es  stellt  jener 
Punkt  den  Durchstosspunkt  von  ab  mit  der  Bildebene  vor.  Für  an- 
dere Lagen  der  Punkte  a  und  b  lässt  sich  die  Untersuchung  leicht 
führen  und  ergibt,  dass  der  Durchstosspunkt  innerer  oder  äusserer 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  a^  und  b,  ist,  je  nachdem  a  und  b  auf 
entgegengesetzten  Selten  liegen  oder  nicht. 

Führt  man  den  Stral  aus  O  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte 
von  aJ,  dessen  Orthogonalprojection  parallel  ausfällt  zu  «,&,,  so  trifft 
letztere  a'b*  in  der  Centralprojection  des  unendlich  fernen  Punktes 
von  ab^  d.  i.  in  dem  Fluchtpunkte  der  Geraden,  welchen  wir  mit 
/'  bezeichnen  wollen.  Die  Figur  führt  nun  leicht  zu  den  bekannten 
Beziehungen : 
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und  da  das  Verhältniss  -g-  die  Neigung  der  Geraden  ab  gegen  die 
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Bildebene  bestimmt,  so  bleibt  O^f'  so  lange  constant,  als  es  die 
Neigung  bleibt,  d.  h. 

Die  Fluchtpunkte  gegen  die  Bildebene  gleichgeneigter  Gre- 
raden  sind  vom  Augpunkte  gleich  weit  entfernt,  liegen  also 
auf  einem  aus  dem  Augpunkte  beschriebenen  Kreise. 

Ein  einfacher  Schluss  führt  nun  dazu,  dass  parallele  Geraden 
einen  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  haben. 

So  oft  der  innere  (immer  im  Endlichen  liegende)  Aehnlichkeits- 
punkt  als  Durchstosspunkt  füngirt,  wird  a'b'  auch  von  den  durch  O^ 
parallel  zu  afi^  geführten  Geraden  getrofifen,  d.  h. 

Hat  eine  Gerade  den  Durchstosspunkt  im  Endlichen,  so 
liegt  auch  der  Fluchtpunkt  in  endlicher  Entfernung. 

Ist  aber  der  Durchstosspunkt  ein  äusserer  Aehnlichkeitspunkt,  liegen 
also  die  zu  seiner  Construction  verwendeten  Punkte  zur  selben  Seite 
der  Bildebene  und  haben  sie  überdiefis  gleiche  Goten,  so  fällt  er  un- 
endlich weit;  es  ist  aber  in  diesem  Falle  die  Gerade  ad  zur  Bildebene 
parallel  und  es  wird  a'b'  nicht  allein  von  afi^^  sondern  auch  von  der 
aus  Oj  hiezu  parallel  geführten  Geraden  unendlich  weit  getrofifen,  d.  h. 

Durchstosspunkt  und  Fluchtpunkt  fallen  gleichzeitig  in's  Un- 
endliche u.  z.  bei  Geraden,  welche  zur  Bildebene  parallel 
liegen. 

Wird  durch  O^  ein  Parallelstral  zu  a'b'  geführt,  so  trifiTt  derselbe  «/, 
in  der  Orthogonalprojection  g^  jenes  Punktes,  dessen  Centralprojecüon 
g'  im  Unendlichen  sich  befindet.  Es  soll  g^  der  Gegenpunkt  von 
ab  heissen.  Nach  einer  früher  gemachten  Bemerkung  ist  die  Cote 
von  g  gleich  und  gleich  bezeichnet  mit  d,  es  liegt  dieser  Punkt  in  der 
durch  O  zur  Bildebene  parallel  gelegten  Ebene. 

Ist  O,  mit  8  und  die  Centralprojection  l',  Fig.  3.,  einer  Geraden 
mit  dem  Durchstosspunkt  d  und  dem  Fluchtpunkt/'  gegeben,  so  ist 
dadurch  die  Gerade  l  bestimmt,  man  kann  ihre  Orthogonalprojection 
ermitteln  und  cotiren.  Bei  gegebenem  Durchstosspunkt  genügt  die 
Cotirung  eines  Punktes.  Führt  man  nämlich  durch  deino  Parallele 
zu  0^/',  so  stellt  diese  schon  Z,  vor;  zieht  man  aus  O,  einen  belie- 
bigen Stral,  so  schneidet  derselbe  auf  l^  und  l'  zwei  zugeordnete 
Punkte  a,  und  a'  aus  und  es  ist  die  Goto  von  a  auf  Grund  des  auter 
I.  Gesagten  leicht  zu  ermitteln. 

Fassen  wir  a^,  Fig.  4.,  als  Projection  der  beiden  symmetrischen 
Punkte  a(+  «)  und  a(-—  er),  ebenso  b^  als  Projection  der  Punkte  d(-f-ft 
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und  Ä(— /?)  auf,  so  dcckon  sich  in  afi^i^L^)  die  Projectionen  von 
vier  Geraden,  nämlich: 

o(~-«),    K—ß)  •    •    •  'a» 
«(-«),    K+ß).    .    .^3, 

welche  paarweise  (l^  mit  Zg  un<l  ^3  ™it  '4)  symmetrisch  zur  Bildebene 
liegen.  Nach  den  vorausgeschickten  Betrachtungen  sind  die  Central- 
projectionen  lil^lfll^'  dieser  vier  Geraden  die  vier  Aehnlichkeitsaxeu 
der  drei  Kreise  ö,(Rad.d),  a,(R.«),  ä,(R.|S).  Der  äussere  Aehnlich- 
keitspunkt  d^^  ^^^  Kreise  a,  und  b,  gibt  den  Durchstosspunkt  von 
l^  und  ^2,  der  innere  ^^34  den  Durchstosspunkt  von  ^3  und  l^  mit  der 
Bildebene. 

In  den  beiden  Geradenpaaren  2^,  l^  und  Z^,  l^  haben  wir  zwei 
gegen  die  Bildebene  symmetrische  Gebilde,  wie  sie  unter  I.  besprochen 
wurden.  Mithin  wird  nach  dem  dort  Gesagten  jeder  dnrch  O,  ge- 
fahrte Stral  in  diesem  Punkte  und  in  den  Schnittpunkten  mit  l^Lf^ 
einerseits  und  l^L*l^  audererseits  harmonische  Punkte  ergeben.  In 
jedem  solchen  Stralo  liegen  also  zwei  Systeme  harmonischer  Punkte, 
welche  ein  Paar  zugeordneter  Punkte  gemein  haben.  Dass  hierin  die 
harmonischen  Eigenschafteu  des  voUständigen  Yierseits,  welches  hier 
von  den  Geraden  l^Ul^ll  gebildet  wird,  mit  inbegriffen  sind,  lehrt 
ein  Blick  auf  die  Zeichnung.  Sielbstverständlich  gilt  letztere  Betrach- 
tung nicht  allein  für  Stralen  aus  O^,  sondern  auch  für  jene  aus  a^ 
und  &„  da  man  auch  diese  Punkte  als  Augpunkte  (mit  den  Aug- 
distanzen a  bezw.  ß)  auffassen  kann. 

Der  durch  O^  zu  X^  parallel  geführte  Stral  A  gibt  in  seinen 
Schnittpunkten  mit  h%%'h'  die  Fluchtpunkte  ///i'/s'/i'  den  be- 
treffenden Geraden.  Da  wieder  die  Schnittpunkte  von  X  mit  l^'  und 
Zi',  d.  i. /a'  und//  von  O^  und  dem  Schnittpunkt  l,L,  harmonisch 
getrennt  werden  und  da  letztgenannter  Punkt  unendlich  weit  liegt,  so 
befindet  sich  O^  in  der  Mitte  zwischen  f^'  und  /,',  ein  bekanntes 
Resultat,  welches  nichts  weiter  besagt,  als  dass  gegen  die  Bildebene 
symmetrisch  gelegene  Gerade  ihre  Fluchtpunkte  gleich  weit  vom  Aug- 
punkt entfernt  haben.    Aehnlich  lässt  es  sich  von  /i'  und  /i'  zeigen. 

III.  Eine  Ebene  sei  gegeben  durch  ihre  Traco  auf  der  Bildebene 
und  einen  ihrer  Punkte.  Ist  die  Trace  ;S,  Fig.  5.,  und  ein  Punkt  a 
durch  Orthogonalprojection  a^  und  Coto  a  gegeben,  so  lässt  sich  die 
Cote  eines  jeden  andern  durch  seine  Orthogonalprojection  angenom- 
inenen  Punktes  der  Ebene,  somit  auch  seine  Geutralprojection  er- 
mitteln. 
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Es  stelle  l^  die  Orthogonalprojection  einer  durch  den  Pnnkt  a  in 
der  Ebene  gezogenen  Geraden  dar,  dann  ist  der  Schnittpunkt  d  von  // 
mit  iS  bereits  ihr  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  und  die  Ver- 
bindungsgerade  V  von  d  mit  a'  die  Perspective  von  l.  Hierin  ist 
zugleich  die  Lösung  der  letzt  angedeuteten  Aufgabe  enthalten.  Ffihrt 
man  einen  Parallelenstral  zu  l^  aus  O^^  so  trifft  er  V  im  Flucht- 
punkte /'  von  Z.  Denkt  man  sich  a  als  Mittelpunkt  eines  in  der 
Ebene  liegenden  Stralenbüschels ,  so  hat  jeder  einzelne  Stral  seinen 

ad         a'a.        a 
Fluchtpunkt,  wegen  der  Constanz  des  Verhältnisses  —rp  =  -Tq  =  ¥ 

liegen  aber  alle  diese  Punkte  auf  einer  zu  S  parallelen  Geraden  F\ 
der  Fluchttrace  der  Ebene,  welche  als  Perspective  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  Ebene  (der  unendlich  fernen  Geraden  derselben) 
aufzufassen  ist.  —  Der  Parallelenstral  zu  V  aus  0,  trifft  /,  in  jenem 
Punkte  g^^  dessen  zugehörige  Centralprojection  in's  Unendliche  fällte 

Bemerkt  man  wieder,  da.8  das  Verhältniss  ?-^  =  ^  =  ^  con- 

stant  bleibt,  so  folgt,  dass  auch  die  Punkte  g^  aller  Stralen  des  oben 
berQlirten  Büschels  auf  einer  zu  5  parallelen  Geraden  (r^,  der  Ge- 
gentrace  der  Ebene,  liegen.  Ein  Blick  auf  die  Zeichnung  lehrt  zu- 
gleich, dass  F'  von  B  ebensoweit  absteht  wie  G^  von  O^,  nur  sind 
die  Abstände  in  entgegengesetzter  Richtung  gelegen.  —  Es  bedarf 
keiner  besonderen  Erklärung,  wie  bei  gegebenem  Ä  und  F*  oder  5 
und  Gf  (nebst  0^  und  d)  die  Coten  und  Centralprojectionen  beliebiger 
durch  Orthogonalprojection  gegebener  Punkte  der  Ebene  bestimmt 
werden. 

Sind  drei  Punkte  a/^n)^  ^jiß)-,  c^y)  gegeben,  so  bestimmen  die- 
selben eine  Ebene,  deren  Bildtrace  eine  der  Aehnlichkeitsaxen  der 
drei  Kreise  afi^c,  ist,  je  nach  den  Vorzeichen  von  er,  ß^  y.  Lässt 
man  diese  unbestimmt,  so  rcpräsentiren  die  vier  Aehnlichkeitsaxen 
genannter  Kreise  die  Tracen  von  acht  Ebenen,  welche  in  vier  zur 
Bildebene  symmetrische  Paare  zerfallen.  Zu  jedem  solchen  Paare 
gehören  zwei  gegen  den  Augpuukt  symmetrische  Fluchttracen  und 
zwei  zur  betreffenden  Bildtrace  symmetrische  Gegentracen. 

IV.  Durch  seine  Orthogonalprojection,  die  Bildtrace  seiner  Ebene 
und  einen  cotirten  Punkt  der  letzteren  ist  ein  ebenes  Gebilde  be- 
stimmt; die  Perspective  desselben  ist  dann  leicht  zu  construiren.  Ist 
«,  Fig.  6.,  die  Spur  ,der  Ebene,  und  a^  mit  der  (positiven)  Cote  « 
gegeben,  dann  ist  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  O,  und 
Oj  die  Centralprojection  von  a.  Um  nun  die  Perspective  eines  andern 
Punktes  b  aus  dem  ebenen  System  zu  finden,  ziehe  man  zunächst 
den  Stral  Ofi^^  welcher  dieselbe  enthalten  wird,  weiters  die  Grerade 
b^a^j  welche  im  Schnittpunkte  d  mit  s  den  Durchstosspunkt  der  6e- 
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raden  ha  liefert,  deren  Centralprojoction  durch  Verbindaog  von  d  mit 
a*  folgt:  wo  diese  den  Stral  Ofi^  trifft,  ist  das  gesuchte  b\  In  glei- 
cher Weise  ist  mit  allen  andern  Punkten  zu  verfahren.  Man  erkennt 
sofort,  dass  die  Orthogonalprojection  und  die  Perspective 
coUineare  und  collinear  liegende  Gebilde  sind.  Die  Yer- 
bindungsgeraden  von  je  zwei  zugeordneten  Punkten  (a^  und  a\  h^  und 
h')  gehen  durch  einen  festen  Punkt  (9^,  das  CoUineationscentrum, 
und  je  zwei  zugehörige  Gerade  {a,b^  und  a'h')  schneiden  sich  in 
Punkten  einer  festen  Geraden  «,  der  Collineationsaxe. 

Insbesondere  sei  das  zu  projicirende  Gebilde  ein  Kegelschnitt, 
von  welchem  die  Orthogonalprojection  K.^  Fig.  7.,  die  Trace  S  seiner 
Ebene,  die  Orthogonalprojection  a,  nebst  Cote  a  eines  Punktes  a  der 
letzteren  gegeben  ist  Man  könnte  durch  das  vorhin  angegebene  Ver- 
fahren beliebig  viele  Punkte  der  Centralprojection  K'  ermitteln.  Die 
folgende  Betrachtung  wird  zur  Auffindung  der  Axen  von 
K'  führen*). 

Verschafft  man  sich  mit  Hilfe  von  a  die  Gegentrace  (r,,  denkt 
sich  von  den  Punkten  derselben  an  K,  Tangentenpaare  geführt,  so 
gehen  deren  Berührungssehnen  durch  den  Pol  o^  von  (r,  in  Bezug 
auf  Kf,  In  der  Perspective  wird  jedes  solche  Tangentenpaar  parallel, 
seine  Bertihrungssehne  mithin  zu  einem  Durchmesser,  die  Perspective 
o*  von  o,  also  zum  Mittelpunkt  von  K\  Ist  x,  ein  Punkt  von  (r^, 
so  gibt  der  Stral  0,x^  die  Richtung  der  in  Perspective  gesetzten  Tan- 
genten xm  und  xn  an  Ä,  der  Stral  0,i,  die  Richtung  der  Perspective 
ihrer  Berührungssehne  mn^  d.  h.  die  Stralen  O^x,  und  O,^^  stellen 
die  Richtungen  zweier  conjugirter  Diameter  von  K'  vor.  Da  nun  x^ 
und  j,  zwei  conjugirto  Punkte  der  Involution  sind,  welche  der  Gera- 
den G,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K'  zukommt,  O^x^  und  O^j^ 
zwei  conjugirte  Stralen  der  diese  aus  O,  projicirenden  Straleninvolu. 
tion,  so  lässt  sich  folgender  Satz  aussprechen: 

Je  zwei  zugeordnete  Stralen  der  Straleninvolution,  welche 
die  in  G^  befindliche  Punktinvolution  aus  O^  projicirt,  geben 
die  Richtungen  fftr  ein  Paar  conjugirter  Diameter  von  E!\ 
insbesondere  liefern  die  Axen  jener  Straleninvolution  die 
Axenrichtung  von  K\ 

Die   Axenermittelung  von  K'  fällt  daher  mit  der  Construction  der 
Axen  des  Stralensystems  bei  O^  zusammen. 


*)  Vcrgl.  Dr.  Gast.  A.  V.  Peschka,  directe  Axcnbestimnmng  der  pcr- 
Bpectivischen  Bilder  des  Kreises.  Zeitschr.  des  österr.  Ingenieur-  und  Archi- 
tekten-Vereins.    1874.     XIV. 
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Wir  unterscheiden  folgende  Fälle: 

1)  Die  Pnnktinvolution  in  G^  sei  elliptisch,  dann  ist 
auch  K^  eine  Ellipse.  Um  ihre  Axen  zu  finden,  verschaffe  man 
sich  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  in  G^,  Fig.  7.,  x,  und  je,,  y^ 
und  ^,,  beschreibe  über  x^^c,  und  y^^^  als  Durchmesser  Kreise,  so 
schneiden  sich  diese  in  zwei  Punkten  P  und  Q.  Der  durch  P,  Q  und 
Of  gelegte  Kreis  trifft  G^  in  zwei  Punkten  X^  und  F^,  welche  mit 
O,  verbunden  die  Richtungen  der  Axen  von  K'  geben.  Was  die 
Längen  derselben  anlangt,  so  ergeben  sich  dieselben  leicht,  wenn  man 
durch  0,  Sehnen  zieht,  welche  nach  X^  und  Y^  verlaufen;  die  Per- 
spectiven der  Endpunkte  dieser  Sehnen  geben  die  Scheitel  von  K\ 

2)  Das  Punktsystem  in  G,  sei  hyperbolisch,  dann  ist 
auch  K'  eine  Hyperbel.  Die  in  den  Asymptotenpunkten  u^  nndr,, 
Fig.  8.,  an  K^  geführten  Tangenten  geben  in  der  Perspective  die 
Asymptoten  von  K'^  ihr  Schnittpunkt  o^,  zugleich  Pol  von  G^  in 
Bezug  auf  K,^  den  Mittelpunkt.  Die  Axenconstruction  reducirt  sich 
wieder  auf  die  Ermittelung  der  rechtwinklig  zugeordneten  Straten  der 
Involution  in  O,,  welche  das  Punktsystem  in  G,  projicirt.  Wenn 
man  Aber  u^v,  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreibt,  so  hat  man, 
um  jene  Stralen  zu  finden,  denjenigen  Orthogonalkreis  der  eben  er- 
wähnten Kreise  zu  verzeichnen,  der  durch  O^  gehend  sein  Centrum 
Gj  hat  Beachtet  man  aber,  dass  die  Stralen  O^u^  und  O^v^  durch 
jedes  andere  Paar  conjugirter  Stralen,  also  auch  durch  die  gesuchten 
0,Xf  und  OjYj  harmonisch  getrennt  werden,  nur  dass  letztere  einen 
rechten  Winkel  einschliessen ,  so  erkennt  man,  dass  die  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  von  O^X^  und  0,Y,  halbirt  werden.  Damit 
ist  die  Construction  der  Punkte  X^  und  Y^  sehr  erleichtert.  Von 
einem  derselben  gehen  reelle,  von  dem  andern  imaginäre  Tangenten 
an  iT,;  die  durch  den  ersten  von  beiden  durch  O,  geführte  Sehne 
(zugleich  Bertthrungssehne  der  vom  letzten  gezogenen  Tangeuten) 
führt  zur  Längenbestimmung  der  reellen  Axe. 

3)  Ist  endlich  die  Punktreihe  in  G^  parabolisch,  dann 
ist  auch  die  Perspective  von  K  eine  Parabel.  Diessmal  hat  man 
behufs  Axenconstruction  durch  den  Mittelpunkt  M^  der  parabolischen 
Involution,  Fig.  9.,  und  den  Punkt  O^  einen  Kreis  zu  führen,  welcher 
sein  Centrum  in  G^  hat;  dieser  schneidet  letztere  Gerade  ausser  in 
M,  noch  in  einem  Punkte  F,,  von  welchem  au  K^  ausser  G,  noch 
eine  zweite  Tangente  Y^A^  geht.  Es  gibt  dann  die  Perspective  von 
A  den  Scheitel,  der  Stral  O^M,  die  Eichung  der  Axe,  jener  O,  Y,  die 
Richtung  der  Scheiteltangente  der  Parabel.  Wird  z.  B.  noch  eiue 
weitere  beliebige  Taugente  «^  an  K^  geführt  und  in  Perspective  ge- 
setzt, was  leicht  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  Y^A,  und  M^A,  oder 
einen  dieser  Schnittpunkte  und  den  Schnittpunkt  mit  S  geschehen 
kann,  so  kann  auch  der  Brennpunkt  (F)  leicht  ermittelt  werden. 
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XVI. 


Vergleichung  zweier  Annahmen 
über  die  moralische  Bedeutung  von  Greldsummen. 


Von 

Emanuel  Czuber. 


So  lange  man  bei  einer  Geldsumme  auf  die  Verhältnisse  der 
Person,  welche  in  den  Besitz  derselben  gelangen  oder  sie  verlieren 
soll,  keine  Rücksicht  nimmt,  zieht  man  die  Summe  mit  ihrem  abso- 
luten Betrage  in  Rechnung  und  spricht  von  einem  objectiven  oder 
physischen  Werte  derselben.  Es  hat  aber  ohne  Zweifel  ein  und 
derselbe  Geldbetrag  für  verschiedene  Personen  je  nach  den  Umstän- 
den, unter  denen  sie  sich  befinden,  verschiedene  Bedeutung,  und 
nimmt  man  hierauf  Rücksicht,  so  kann  von  einem  subjcctivon 
oder  moralischen  Werte  der  Geldsumme  gesprochen  werden.  Es 
erscheint  auf  den  ersten  Blick  unmöglich,  für  diesen  bei  den  mannig- 
fachen, der  Rechnung  meist  unzugänglichen  Interessen  ein  auf  alle 
Fälle  passendes  Mass  aufzustellen;  lässt  man  jedoch  alle  andern 
BQcksichten  bei  Seite  und  beachtet  blos  das  hierbei  sehr  in's  Gewicht 
fallende  physische  Vermögen  der  Person,  welche  der  Gewinn  oder 
Verlust  betrifft,  co  wird  sich  eine  Annahme  über  die  moralische  Be- 
deutung desselben  treffen  lassen.  Biese  Annahme  muss  zwei  durch 
den  gemeinen  Verstand  gestellten  Forderungen  genügen:  die  mora- 
lische Bedeutung  einer  Summe  muss  sich  kleiner  ergeben, 
vrenn  sie  Gewinn  als  wenn  sie  Verlust  bedeutet,  und  um 
80  kleiner  ausfallen,  je  höher  der  Betrag  des  physischen 
Vermögens  der  Person  ist. 

Eine  der  einfachsten  Annahmen,  welche  dies  leistet,  besteht  darin, 
dass  man   die   moralische   Bedeutung   einer  Vermögens- 
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änderung  proportional  setzt  dem  YerhältDisse  ans  ihrem 
absoluten  Betrage  und  dem  durch  sie  geänderten  ur- 
sprünglichen Vermögen-. 

Ist  B  der  Betrag  der  Vermögensänderung,  K  das  ursprüngliche 
Vermögen,  so  verwandelt  sich  dasselbe  in  K-^B  oder  K—B^  je- 
nachdem  B  einen  Gewinn  oder  Verlust  bedeutet;  nach  obiger  An- 
nahme wird  nun  die  moralische  Bedeutung  des  ersteren  der  Grösse 


I)  F,= 


B 

K  V 


K+B       ^    ,   B       1+v' 


die  moralische  Bedeutung  des  letzteren  der  Grösse 


11)  r, 


B 
K 


K—B  B       1— V 

^      K 


proportional  angenommen;  darin  bedeutet  jetzt  v  das  Verhältniss 
zwischen  Vermögensändcruug  und  ursprünglichem  Vermögen.  Für 
einen  sehr  kleinen  Wert  von  v,  also  eine  sehr  geringe  Vcrmögeiis- 
änderung  dB  kann  man  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  des 

Verhältnisses  "^  ■="  ^ 

dB 
1)  Fl  «  Tj  -  -^  =  V 

setzen. 

Teilweise  abweichend  hiervon  setzt  Oettinger*)  mit  Lacroix**) 
(nach  Buffon's  Hypothese)  die  moralische  Bedeutung  des  Gewinnes 

^^  ^       K+B      1  +  v 

dagegen  die  eines  Verlustes  einfach 

n')  r«|^v. 

Der  Gleichungen  I)  und' II)  hat  sich  zuerst  Fries***)  bedient. 


*)  Oettinger,  Wahrscheinlichkcitsrechnungt   pag.  229. 

*♦)  Lacroix,    Trait^    ^l€mentaire    du    calcul   de«  probabilitcs ,    pag,   127. 
(Deutsche  Uebersclzung  von  Unger,  pag.   144.) 

♦♦•)  J.  F.  Fries,   Versuch   einer  Kritik  d.  Princ.  d.  Wahrsch.-R.     1842, 
pag.  118. 


'1?'  '■^'~  %<^'iisi|H^^^^^np[iirif!F-^s^'^^^~ 
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Die  Bernoalli'sche  Annahme  ttber  die  Beurteilnng  der  mo- 
ralischen Bedeutung  eiiler  Geldsamme,  welcher  sich  auch  J^aplace*) 
und  nach  ihm  andere  Mathematiker  angeschlossen  haben,  setzt  eine 
unendlich  kleine  Yermögensänderung  voraus  und  auf  diese  wird  die 
Gleichung  1)  angewendet-,  ihre  moralische  Bedeutung  näm- 
lich wird,  gleichgiltig  ob  sie  Gewinn  oder  Verlust  be- 
deutet, dem  Verhältnisse  aus  ihrem  absoluten  Betrage 
und  dem  urspranglichen  Vermögen  proportional  ange- 
nommen. Eine  Vermögensänderung  von  endlichem  Betrage  wird 
als  Summe  solcher  unendlich  kleiner  Beträge  angesehen  und  ihre 
moralische  Bedeutung  durch  Summirung  der  moi*alischen  Bedeutungen 
dieser  erhalten. 

.  Bezeichnet  demnach  K  das  ursprüngliche  Vermögen  einer  Person 

und  ist  dasselbe  auf  dem  eben  angegebenen  Wege  zu  dem  Betrage 

^-^x  angewachsen,  so  hat  das  nächste  Increment  dx  die  Bedeutung 

<Jx 
^  »      und  eine  Vergrösserung  im  Gesammtbetrage  B  die  Wichtigkeit 

B 


IH) 


/•  dx  E±B 


hat  sich  dagegen  das  Stammvermögen  bis  zum  Betrage  K — x  ver- 

dx 

mindert,  so  hat  der  nächste  Verlust  «te  die  Bedeutung  -^ und 

der  ganze  Verlust  B  die  moralische  Bedeutung 

B 
,^  /•  dx  K—B 

0 

Bei  Oettinger'^*)  ist  die  Ableitung  dieses  zweiten  Ausdruckes 
unklar.   (Man  vergleiche  daselbst  Gl.  4  mit  3.)  Er  findet  T  -=  l     ^    » 

wonach    die   moralische   Bedeutung    eines   Verlustes   negativ   wäre. 
Uebrigens  ist  dies  auch  bei  Lacroix***)  der  Fall. 

Unsere  Ableitung  lässt  sich  mit  der  von  Laplace,  welcher  nicht 
dlrect  die  moralische  Bedeutung  einer  Vermögensänderung,  sondern 
die  einer  physischen  Summe  tlberhaupt  betrachtet,  in  Einklang  bringen. 


*)  Laplace,   Tbdoric  anal,  des  probabilit^s  und  Elssai  philos.  d.  prob. 
**)  Oettinger,  Dio  WahrschctnlichkeitsrechuuDg.     18  52,  pag.  233. 
)  Lacroix,  I.  c,  pag.  130. 
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Bedeutet  nämlich  —  um  bei  nuserer  E 
K  das  aufänglicho  Vermögen  einer  Person,  i 
moralische  Bedeutung 

y  =  klK+lk, 

wobei  k  eine  für  die  in  Betracbt  stehende  ] 
willkürliche  Constante  bedentet,  «eiche  Ictat 
zusEimmengohÖriger  Werte  von  y  und  K  in 
noD  das  Vermögen  der  Person  um  B  veri 
moralische  Bedeutung  um  einen  gewissen 
dieser  stellt  offenbar  die  moralische  Bedeut 
es  ist  wieder 

zieht  mau  von  dieser  Gleichung  die  Torherg 

Ist  dagegen  das  VcnnCgcn  um  B  gesunken. 
Bedeutung  einen  Betrag  Tg'  GiogebOsst,  so 

y-r,'^kl(K—B)-\ 

beträgt,  und  es  ist  T^'  die  Bedeutung  des  ^ 
Gleichung  von  der  ersten  ah,  so  findet  man 


und  es  stimmen  V,'  und  T,  mit  Kg  und  7 
flherein,  die  wir  unterdrttclit  habeu,  weil  i 
stclleuden  Relationen  ohnehin  verschwindet 

Wir  wollen  zunächst  die  drei  durch  d 
I')  II'),  111)  IV)  ausgesprochenen  Arten  der 
Bedeutung  einer  Vermdgensändcrung  vergle 
den  Weg  der  geometrischea  Darstellung. 

1)  Darstellung  von  V^  und  T,.  ' 
willkürlich  gewählten  Einheit  als  Abscisso 
Ordinate  (i/)  auf,  so  hat  man  die  Gleichung 

»-r^-     »-1- 

oder 

{l-\-x)y^x,        (!-«] 

zu  constmiren;  indem  man  bei  der  ersten  n 
ricbtnngen  den  Ursprung  nach  dem  Punkte 


r--  fr^" 


über  die  titortdische  Bedeutung  von  Geldsummen.  271 

Figur,  bei  der  zweiten  nach  dem  Punkte  O^i-^-l^  —1)  verlegt,  er- 
hält man  die  auf  diese  neuen  Coordinatensysteme  X^O^Y^  resp.  X^O^Y^ 
bezogenen  Gleichungen 

«y  =^  Ij         xy^l, 

welche  gleichzeitige  Hyperbeln  vorsteUen,  die  die  betreffenden  Coor- 
dinatenaxen  zu  Asymptoten  haben;  von  diesen  Hyperbeln  kommen 
für  unseren  Fall  nur  die  in  den  ersten  Quadranten  XOFdes  Haupt- 
coordinatensystems  fallenden  Zweige  L^  und  L^  zur  Geltung,  welche 
durch  den  Ursprung  O  gehen  und  daselbst  eine  unter  45^  geneigte 
gemeinschaftliche  Tangente  G  besitzen. 

Nach  dieser  Darstellung  wächst  die  moi*alischo  Bedeutung  einer 
Yermögensvergrösserung  mit  dem  absoluten  Betrage  derselben  von  0 
bis  1;  crsteren  Wert  nimmt  sie  an,  wenn  jene  Vergrösserung  gleich 
Null  ist,  letzteren  Wort  erlangt  sie,  wenn  die  Vermehrung  dem  ur- 
spranglichen  Vermögen  gegenüber  unendlich  gross  ist.  Der  mora- 
lische Wert  einer  Vermögensabnahme  wächst  gleichfalls  mit  ihrem 
physischen  Betrage,  ist  Null,  wenn  dieser  Betrag  Null,  und  wird  un- 
endlich gross,  wenn  die  Verminderung  dem  ganzen  Vermögen  gleich 
kommt. 

2)  Darstellung  der  Gleichungen  V)  und  TV), 

Die  Gleichung  V)  wird  durch  dieselbe  Hyperbel  L^  repräsentirt, 
welche  der  Gleichung  I)  entspricht,  die  Gleichung  H')  dagegen  durch 
die  im  Ursprünge  O  an  jene  Hyperbel  geführte  Tangente  G, 

Dieser  Auffassung  gemäss  hat  jeder  Verlust,  selbst  wenn  er  über 
das  Vermögen  der  betreffenden  Person  hinausgeht,  eine  endliche  und 
reelle  moralische  Bedeutung;  und  doch  muss  man  annehmen  —  und 
auch  Oettinger  tat  es  (1.  c.  pag.  233)  —  dass  eine  Person  nicht  mehr 
"wagt  und  also  auch  nicht  mehr  verlieren  kann,  als  ihr  Vermögen 
beträgt.  Aus  diesem  Grunde  schon  halten  wir  die  durch  das  Glei- 
chungspaar I')  n')  angegebene  Art  der  Beurteilung  des  moralischen 
Wertes  für  unrichtig. 

3)  Darstellung  der  Gleichungen  HI)  und  IV)  oder 

y  =  /(!  +  «),         y  =  -i(l— a;). 

Verlegt  man  in  der  ersten  den  Ursprung  mit  Belassung  der  Axen- 
richtungen  in  den  Punkt  OsC — 1,  0),  in  der  zweiten  nach  dem  Punkte 
^^(-f-l)  0)  und  verwechselt  in  letzterer  überdies  die  negativen  Hälften 
der  Coordinatenaxcn  mit  den  positiven,  so  lauten  die  auf  die  neuen 
Systeme  X^O^Y^  und  X^O^Y^  transformirten  Gleichungen 
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nnd  stellen  logarithmische  Linien  vor,  von  denen  wieder  nur  die  in 
den  Quadranten  XOY  fallenden  Teile  L^  und  L^  zur  Geltung  kom- 
men ;  beide  gehen  wieder  durch  den  Ursprung  des  Hauptcoordinaten- 
systcms  XOY^  haben  daselbst  eine  den^  Coordinatenwinkel  halbirende 
gemeinsame  Tangente  G-^  die  zweite  hat  überdies  die  ihr  zugehörige 
Ordinatenaxe  Y^  zur  Asymptote. 

Die  moralische  Bedeutung  einer  Yermögensänderung  wächst  nach 
dieser  Annahme  ebenfalls  mit  der  Grösse  derselbeu,  wird  jedoch,  im 
Unterschied  zu  den  früheren  zwei  Fällen,  für  einen  unendlich  grossen 
Gewinn  ebenfalls  unendlich  gross ;  die  moralische  Bedeutung  des  gan- 
zen Vermögensverlustes  erscheint  wieder  unendlich  gross  wie  im  ersten 
Falle.  Ueberhaupt  zeigt  die  erste  Annahme  mit  der  dritten  eine  grosse 
Uebereinstimmung;  nur  wächst  nach  der  ersten  die  Bedeutung  des 
Verlustes,  nach  der  zweiten  jene  des  Gewinnes  rascher.  Das  folgende 
wird  zeigen,  dass  die  Rechnung,  auf  diese  beiden  Annahmen  gestützt, 
dem  Wesen  nach  übereinstimmende  Resultate  liefert 

Unterschied  zwischen  der  moralischen  Bedeutung 
eines  Verlustes  und  der  eines  dem  absoluten  Werte  nach 
gleichen  Gewinnes.  Weil  hier  für  Gewinn  und  Verlust  v  das- 
selbe ist,  hat  man 

und  wenn  der  Quotient  unter  der  nötigen  Voraussetzung  v  <;  1  in 
eine  Reihe  verwandelt  wird, 

Nach  der  anderen  Annahme  ist 

B')  7'2—  Fi  «  — Z(l  — v)  — /(1+v)  «  — Z(l  — v«) 

oder  durch  Reihenentwickelung  unter  der  nämlichen  Bedingung  wie 
vorhin 

4')  T,-V,=^v>{l+^+~+..y, 

der  erwähnte  Unterschied  ist  demnach  der  ersten  Annahme  zufolge 
grösser  und  zwar  in  um  so  höheren  Masse,  je  bedeutender  v  wird. 

Ein  mit  einem  gegebenen  Verlust  moralisch  äquiva- 
lenter Gewinn  und  umgekehrt.  Es  sei  v  das  Verhältniss  des 
gegebenen  Verlustes  und  x  jenes  des  unbekannten  Gewinnes  zum  an- 
fänglichen Vermögen,  so  ist  ar^  aus  der  Gleichung 

l-j-iTj  ^  1  —  V 
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ZQ  berechnen  nnd  man  findet 

mithin  »i  >  v,  wie  Toransznsehen  war. 

Ebenso  findet  man  den  einem  gegebenen  Gewinn  v  äquivalenten 
Verlust  li  aus  der  Gleichung 

_$i v_. 

welche 

V 


ergibt;  es  ist  also  J^  <  v. 

Hiernach  erscheint  der  Verlust  von  einem  Zehnteil  des  Ver- 
mögens gleichbedeutend  mit  dem  Gewinn  von  einem  Achtel  desselben 
und  andererseits  der  Gewinn  von  einem  Zehnteil  äquivalent  mit  dem 
Verluste  von  einem  Zwölftel. 

Nach  der  anderen  Annahme  hat  man  zur  Lösung  derselben  Auf- 
gabe die  Gleichungen 

und 

-/(l-|,)==7(l+i;), 
welche 

5')  a^  =  :p^ 

»        1 — V 

nnd 

6')  *  J«  = 


1+v 

ergeben.  Hier  sind  die  Differenzen  nicht  so  bedeutend;  der  Verlust 
von  einem  Zehnteil  und  der  Gewinn  von  einem  Neuntel  einerseits, 
der  Gewinn  von  einem  Zehnteil  und  der  Verlust  von  einem  Eilftel 
andererseits  sind  moralisch  äquivalent. 

Moralischer  Wert  ungewisser  Summen.  Wenn  auf  die 
Verhältnisse  der  Person,  welche  eine  von  einem  ungewissen  Ereig- 
nisse abhängige  Geldsumme  gewinnen  oder  verlieren  soll,  keine  Rück- 
sicht genommen  wird,  so  bringt  man  an  Stelle  des  physischen  Wertes 
der  Summe  ihr  Product  mit  der  Wahrscheinlichkeit  des  sie  bedin- 
genden Ereignisses  in  Rechnung  und  nennt  dieses  die  mathema- 
tische Erwartung  (Hoffnung  oder  Furcht,  jenachdem  die  Summe 
gewonnen  oder  verloren  werden  soll)  der  Person. 

Wenn  aber  das  Vermögen,  in  dessen  Besitz  sich  die  Person  vor 
dem  Gewinn  oder  Verlust  befindet,  beachtet  werden  soll,  dann  wird 
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man  in  jenem  Producte  den  physischen  Wert  der  fraglichen  Geld- 
summe durch  den  moralischen  ersetzen  und  es  sodann  die  mora- 
lische Erwartung  nennen;  aus  dem  Betrage  dieser  kann  wieder 
die  entsprechende  physische  Greldsumme  berechnet  werden.  Erwartet 
z.  B.  jemand  den  Gewinn  einer  Summe  v  (sein  Vermögen  als  Einheit 
angenommen)  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w^  so  ist  der  mathematische 

Wert  seiner  Erwartung 

E  =  vir, 

der  moralische  dagegen 

wird  die  dieser  Erwartung  entsprechende  physische  Geldsumme  mit 
x^  bezeichnet,  so  liat  man  zu  ihrer  Bestimmung  die  Gleichung 

Xt  VW 


1+0^1       1-f-v' 
woraus 

VW 

^^  ^^  "^  l  +  v(l-w) 

folgt,  ein  Betrag,  der  kleiner  ist  als  die  mathematische  Erwartung. 
Nach  dieser  Formel  entspricht  der  moralischen  Erwartung,  wenn  eine 
dem  halben  Vermögen  gleichkommende  Summe  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit \  gewonnen  werden  soll,  ^  =  02  des  Vermögens  als  phy- 
sische Summe. 

Nach  der  zweiten  Art  ist  unter  den  gleichen  Verhältnissen  die 
moraüsche  Hoffnung 

T)  H^  =  wHX  -f  v)  =  z  (1  -f-  vy 

und  die  correspondirende  physische  Summe  wird  aus  der  Gleichung 

l{l-\-x^)^l{l-\-vr 
gefunden,  welche 

8')  a:8  =  (l-f  v)«'  — 1 

ergibt;  auf  das  vorige  Beispiel  angewendet,  gibt  diese  Formel 
rcj  =  0-22474. 

Eine  ähnliche  Rechnung  ist  anzulegen,  wenn  die  ungewisse 
Summe  Verlust  bedeutet.  Wenn  dann  li  die  der  moralischen  Furcht 
im  einen,  Jj  im  anderen  Falle  entsprechende  physische  Summe  be- 
deutet, so  folgt  aus  den  Gleichungen 

.w 


1  —  1,       1-v 
-l{l—li)=-wl(X-v) 
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der  erste  Wert 
9) 

der  zweite 

9')  l8--{(l-i'V*-ll. 


VW 

«1=  1— v(l  — i^t)' 


Für  V  =  i  und  m?  =  ^  ergibt  die  Rechnung 

li  =  0-33333 
Jjj  «  0-29289. 

Für  v  =  l  geben  beide  Formeln  ebne  Kücksicht  auf  die  Grösse  von 
w  den  Wert  1,  wonach  also  dem  mit  noch  so  geringer  Wahr- 
scheinlichkeit bevorstehenden  Verluste  des  ganzen  Ver- 
mögens als  physischer  Betrag  wieder  das  ganze  Ver- 
mögen gegenübersteht. 

Hat  eine  Person  den  Gewinn,  resp.  Verlust  mehrerer  Summen 
VjVgVg  . . .  mit  den  Wahrscheinlichkeiten  wjWiWs  ...  zu  erwarten,  wo- 
bei vorausgesetzt  wird,  dass  «•i  +  trj-l-irg-l-.-.^^l  ist,  so  findet  man 
den  Gesammtbetrag  ihrer  moralischen  Hoffnung,  wenn  man  die  alge- 
braische Summe  der  einzelnen  Erwartungen  bildet,  wobei  die  auf 
Gewinn  bezüglichen  positiv,  die  die  Verluste  betreffenden  negativ  in 
Rechnung  gezogen  werden.  Für  die  Summe  Vr  hat  man  also  den 
Betrag 

einzustellen,  wenn  sie  Gewinn,  und 

Vr 


.*<'r, 


1  —  Vr 

Vr 

wenn  sie  Verlust  bedeutet,  daher  allgemein  r-^r — .«v,  wenn  man  den 

Grundsatz  befolgt,  dass  Vr  für  einen  Gewinn  positiv,  für  einen  Verlust 
negativ  genommen  wird.  Nach  dieser  Bemerkung  hat  man  also  für 
die  moralische  Hoffnung  den  Wert 

Nach  der  zweiten  Annahme  wäre  für  Vr,  sofern  es  Gewinn  bedeutet, 

'\'Wrlil  +  Vr\ 

and 

—  (— irr/(l  —  Vr))      Odor     -\-Wrl(l  —  Vr) 

einzusetzen,  wenn  es  Verlust  vorstellt;  daher  kann  wieder,  wenn  man 

18* 


"X^ 
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dem  oben  berührten  Grundsatze  folgt,  allgemein  ?rr/(l  +  Vr)  geschrie- 
ben werden,  und  damit  ergibt  sich 

oder 

10')        H,  =-  i{(i+v^r^.(i+v,r^.(i+v^r*...\. 

Den  physischen  Betrag  V51,  welcher  der  moralischen  Hoffnung 
im  ersten  Falle  entspricht,  findet  man  aus  der  Gleichung 

die  Auflösung  ergibt  unter  Berücksichtigung  der  Relation  ^Ci-^-^P'^-}- 
ir3-f-...=.  1 

hiemach  erscheint  vg^  als  ein  Mittelwert  der  Beträge  r^,  V2,  Vg*.., 
wenn  diesen  die  Quotienten  z~ — »  rT^~»  ^  .^  ...  als  Gewichte 
beigelegt  werden. 

Nach  der  anderen  Annahme  folgt  V52  aus  der  Gleichung 

^(l  +  v52)  =  n(l+ViV^'.(l  +  ''2r*.(l  +  v3K...}, 
welche  dafür  den  Wert 

11')  n«  =  (1  +  vi)*^» .  (1  +  v^r^ .  (1  +  va)«^. ...  - 1 

liefert. 

Anwendungen  der  gewonnenen  Formeln. 

o)  Wagt  jemand  die  Hälfte  seines  Vermögens  und  ist  i  die  Wahr- 
scheinlichkeit, selbe  zu  verlieren,  und  i  die  Wahrscheinlichkeit,  eine 
gleich  grosse  Summe  zu  gewinnen,  so  ist  der  seiner  moralischen 
Hoffnung  entsprechende  physische  Betrag 

JL.  j i_..^ 

»'S!  =  ^ ^ i  =-:-0-25. 


Vm 


=  (l+i)*(l-i)4-l  =-(l-¥) ^■^^' 


«6fr  die  moralisdie  Bedeutung  von   Gtldsummt«. 

die  moraliBche  Hoffanng  übergeht  hier  iu  die  Furcht,  (y 
seines  Vermögens  zu  verlieren. 

ß)  Betrachtet  man  irgend  ein  Spiel,  bei  welchem 
nach  den  Regeln  der  mathematischen  Hoffnung  geordnet 
also  mathematisch  gleich  ist,  so  kann  leicht  erv 
dasa  es  fUr  jeden  der  Mitspielenden  moralisch  nachteili 

Gesetzt,  v  sei  der  Einsatz  eines  Spielers  A,  ic  die 
lichkeit  fiür  ihn,  zn  gewinnen,  also  1 — w  jene  fttr  das 
ist der  rechtmässige  Einsatz  des  Gegners  B 

winn,  welchen  A  zu  erwarten  hat.    Die  moralische  H 
ist,  der  ersten  Annahme  zufolge, 


1  + 


vd—"')       i-v 


also  negativ,  übergeht  daher  in  Fnrcht  und  der  dieser 
physische  Geldbetrag  ist 


Nach  der  anderen  Annahme  ergibt  die  Rechnung  t 
Hoffnung  im  Betrage 


j(l  +  t(l__!£>)4.(l_„.,i(l_,) 


0  1  + 

also  gleichfalls  negativ,  weil  der  Wert  des  Integrals  unt 
guDg  v<;  1  positiv  bleibt;  der  entsprecbenne  physisch« 


-(»-('+=^T<'-"'-")- 


y)  Wagt  jemand  einen  Betrag  v,  nm  im  günstige: 
gleich  grossen  zn  gewinnen,  nnd  ist  w,  die  Wahrschei 
er  für  das  Gewinnen,  icj'  jene,  die  er  für  das  Verlierei 
findet  er  sich  moralisch  weder  im  Vor-  noch  im  Nac 
»bj  ^  0,  d.  h.  wenn 
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VtTj  VtPj' 


i+-    i-j:  =  o 


V 


^1'     I     ^1 


oder 


vw^         vw^ 


l  +  v       1  —  v' 
hieraus  ergibt  sich  unter  Beachtung  der  Bedingung  w^-^w^^  1 

V 


12) 


iri'«i--s' 


Nach  der  anderen  Annahme,  wenn  wir  dort  die  Wahrscheinlich- 
keiten mit  1^2  und  w^  bezeichnen,  wird  erfordert,  dass 

werde  und  daraus  berechnet  sich 


12') 

^  +  y+3+4+-j. 

die  Entwickclung  zeigt,   dass  man  für  genügend  kleine  Werte  von  v 


12") 


setzen  könne. 


«^8  =  4+1 


V 


Beide  Annahmen  fahren  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Gewinnes  in  Gewissheit  übergehen  müsse,  wenn  die  ge- 
wagte Summe  das  ganze  Vermögen  ausmacht,  was  mit  einer  früher 
gemachten  Bemerkung  im  Einklänge  steht. 

^  Steht  ein  Gewinn  v  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w  und  ein 
Verlust  Vj  mit  der  Gegenwahrscheinlichkeit  ?(?'=«  1  — «?  zu  erwarten. 


aber  die  moralische  Bedeuhiag  ron  Geldsummen. 

SO  rcdncirt  sich  die  moralischo  Erwartni^  der  betreffenden  Pe 
auf  die  Nulle,  wenn 


aus  dieser  Relation  kann  bei  gegebenem  i 
10  und  !□'  berechnet  werden;  man  findet 


während  also  fUr  das  Verschwinden  der  mathematischen  Erwar 

licfakeit  des  Gewinnens  fällt  grösser,  jeno  des  Verlierens  kleiner 
als  dort. 

Die  Gleichung  kann  auch  dazu  verwendet  werden,  bei  gcgebi 
Wahrscheinlichkeiten  Beziehungen  zwischen  Gewinn  nnd  Verlust 
zustellen;  dieselben  lautou: 


1  +  i? 


in  diesen  ÄnsdrOcken  sind  -^-  und  — ■  die  durch  die  Parität 
mathematischen  Erwartungen  geforderten  Beträge  und  man  crk( 
dass  für  den  gegenwärtigen  Fall  der  Gewinn  grösser,  der  Ve: 
kleiner  gefordert  wird  als  dort. 

Legt  man  die  andere  Annahme  zu  Grunde,  so  findet  man  d 
Lösung  der  Gleichung 

in  analoger  Weise  wie  vorhin: 

—iq—v,) 

"^      Hi-\-v)-ni-n) 
13') 
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ttf 


W) 


oder 


U") 


v=(l  — Vj)    «— 1 


w 


V, {(1  +  v)    "'-1} 


b)  Wir  wollen  ferner  das  von  Laplace  angeführte  Beispiel  über 
den  moralischen  Vor-  oder  Nachteil  einer  Assecuranz  nach  beiden 
Annahmen  behandeln.    Ein  Kaufmann  hat  über  See  Waaren  im  Werte 

V  (bezogen  auf  sein  Vermögen  als  Einheit)  zu  erwarten,  und  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Schiff  der  betreffenden  Gattung  glücklich 
in  den  Hafen  einläuft,  sei  der  Erfahrung  gemäss  t^.  Assecurirt  der 
Kaufmann  nicht,  so  hat  er  eine  Yermögensyergrösserung  im  Betrage 

V  mit  der  Wahrschoinliqhkeit  w  zu  erwarten,  der  Wert  seiner 
moralischen  Hoffnung  ist 

VW 

assecurirt  er  die  Waare,  so  ist  der  rechtmässige  an  die  Gesellschaft 
zu  zahlende  Betrag  v{l  —  w)  und  sein  Vermögen  vergrössert  sich  mit 
Gewissheit  um  v  —  v(l  —  w)='vw^  der  Wert  seiner  moralischen 
Hoffnung  ist  jetzt 

VW 


also  grösser  als  im  vorigen  Falle,  wie  man  aus  einem  Blick  auf  die 
Nenner  erkennt;  das  Assecuriren  ist  daher  für  ihn  von  moralischem 
Vorteil.  Erst  wenn  er  einen  Betrag  ct^  über  die  rechtmässige  Gebühr 
v{l — w)  erlegt,  der  seine  Vermögenserhöhung  auf  vm? — a^  herabbringt 
und  aus  der  Gleichung 

VW  VW  —  «1 

1+v  1+VM7  —  «1 

ZU  berechnen  ist,  hat  er  von  der  Assecuranz  weder  Vor-  noch  Nach- 
teil; es  ergibt  sich 

15)  a.  =  v(l  —  w) .  7-1 — TZ r- 

Aus  obiger  Gleichung  könnte  auch  bei  bekanntem  w  und  ot^  das  nötige 
V  und  aus  diesem  wieder  jenes  Vermögen,  welches  der  Kaufmann  be- 
sitzen muss,  damit  er  trotz  der  Ueberzahlung  keinen  Nachteil  erleide, 
berechnet  werden. 


^ 
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Legt  man  dieselbe  Rechnung  nach  der  zweiten  Annahme  an,  so 
findet  man  als  Wert  der  moralischen  Hoffnung  bei  Unterlassung  des 
Assecurirens : 


und  für  den  Fall,  dass  der  Kaufmann  assecurirt: 


V 


die  Yergleichung  der  Integrale  lässt  sofort  erkennen,  dass  die  mora- 
lische Hoffiiung  im  zweiten  Falle  grösser  ist  als  im  ersten.  Die  er- 
laubte Ueberzahlung  a^  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

Z(1  +  VM?  —  ct^  =  trZ(l-{-v), 
welche 

150  «2  =  1+vi^  — (1+to)« 

liefert.    Für  v  =  ^  und  w  «=»  ^  erhält  man 

«1  =  O-OOOllS  oder  00474  der  rechtmässigen  Gebühr, 
«2  =  0-000061      „    0-0244    „  „  „ 

£)  Laplace  knüpft  hieran  weiter  die  Frage,  ob  es  für  den  Kauf- 
mann moralisch  vorteühaffc  sei,  die  Waare,  statt  sie  einem  Schiffe 
anzuvertrauen,  auf  r  Schiffe  gleichmässig  zu  verteilen,  welche  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  w  des  unversehrten  Ankommens  haben. 

Wenn  sich  die  ganze  Waare  auf  einem  Schiffe  befindet,  so  ha- 
ben wir  für  die  moralische  Hoffiiung  den  Wert 

16)  H,^    '^ 


1  +  v 


Bei  der  erwähnten  Verteilung  kann  das  Vermögen  des  Kauf- 
mannes um 

r— 1  r— 2  1 

V       V       V   ...  -V      0 

r  r  r 

sich  vermehren,  jenachdem  von  den  Schiffen  alle,  r  —  l,  r  — 2,  . 
eines  oder  keines  ankömmt,  und  für  diese  Ereignisse  sind 

die  Wahrscheinlichkeiten;  die  moralische  Hoffnung  des  Kaufmannes 
ist  daher 
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r--l 

'       r 
r— 2  1 

IJ y  1  +  -V 

Zur  Vergleichung  von  H^  und  fl^'  fügen  wir  der  ersteren  Grösse 
den  Factor  1  in  Form  der  Reihe 


+  t-.2)^'(l-«')^-'  +  (;!-0^^~"^^'""^ 


zu  und  schreiben: 


Nun  lautet  das  «te  Glied  aus  H^' 

r — 8 


V 

9 


Ow'-»(l— tr)» . 

1  H V 

'      r 

jenes  aus  dem  Ausdrucke  fOr  H^ 

und  die  Differenz  der  abweichenden  Factoren  dieser  Glieder  ist 

V  vHr — B)  - 

r  V  r 

r.  — —-r—(r—8)  T-j— .  = 


also  immer  positiv ;  nur  für  »  =  0  verschwindet  sie.    Demnach  ist, 
da  alle  Glieder  von  Hi   grösser  sind  als  die  correspondirenden  von 


ITi,  auch 


ffi  >  Ih 

und  die  Verteilung  erscheint  als  moralisch  vorteilhafter. 


-j»^   "-wm 
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Legt  man  die  zweite  Annahme  zu  Grande,  so  ist  ohne  Verteilung 
der  Waare 
16')  JJ8  =  trZ(l+v), 

und  wenn  die  Wafure  verteilt  wird,  die  moralische  Hoffiiung 
170    ^s'  =  «?''«l+i')+(j)«^''-Hl-tr)z(l  +^v) 

verfährt  man  mit  H^  in  derselben  Weise  wie  oben,  so  kann 

+  (*^^)tr»-2(l~tr)«/(l+i;)  + ...  +  (^Zj)«^(l-t^)''-^  Kl+v) 

geschrieben  werden.     Der  Unterschied  der  abweichenden   Factoron 
correspondirender  Glieder  ist  jetzt 


V  V 


rl{l  +  !y v)-(r-.)Kl+v)  =  (»— )  r-^  -  (♦•- >/iT^ 


V 


ebenfalls  durchwegs  positiv;  mithin  ist  wie  im  vorigen  Falle 


Die  geführten  Betrachtungen  haben  gezeigt,  dassalle  allgemei- 
nen Resultate,  welche  die  Einführung  des  Begriffes  der  moralischen 
Bedeutung  einer  Goldsumme  und  der  moralischen  Hoffnung  in  die 
Idathematik  geliefert  hat,  auch  ohne  die  BemouUi'sche  Hypothese  der 
conitinuirlichen  Yermögensänderung  abgeleitet  werden  kön- 
nen-, und  diese  allgemeinen  Eesultate  sind  es,  welche  Anspruch 
auf  Berechtigung  erheben  dürfen,  indem  sie  mit  den  Eingebungen  des 
gesunden  Menschenverstandes  im  Einklänge  stehen,  während  doch  den 
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speciellen  Zablenergebnissen,  ob  nach  dieser  oder  jener  Annahme  ge- 
rechnet, nur  geringere  Wichtigkeit,  namentlich  für  den  einzelnen  Fall, 
zugesprochen  werden  kann.  Die  nähere  Vergleichung  zeigt,  dass  die 
Annahme  der  plötzlichen  Yermögensänderung  —  die  übrigens 
in  manchen  Fällen,  so  bei  Wetten  und  Spielen,  nicht  ganz  unbegründet 
sein  dürfte  —  die  Verhältnisse  strenger  beurteilt,  den  Gewinn  weniger 
wichtig,  dagegen  den  Verlust  bedeutender  erscheinen  lässt  als  6er- 
nonlli's  Hypothese. 

Zur  Ableitung  der  allgemeinen  Resultate  sind  also  beide  Annah- 
men gleich  dienlich,  die  erste  hat  den  Vorteil,  dass  sie  einen  ein- 
facheren Rechnungsmechanismus  erfordert. 


s 
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xvn. 


Propri^t^s  relatives  des  polyddres  r^guliers, 
qui  sont  conjugu^s  entre  eux. 


Par 

Georges  Doetor. 


1.  Dans  le  TomeLIX,  1876,  de  ces  Archives,  nous  avons  fait 
connaitre  quelques  propri^t^s  nouYelles  des  polyedres  r^gnliers  (pages 
50  ä  58),  qui  reposent  sur  rintroduction,  dans  les  calculs,  du  rayon 
de  la  sph^^e  tangente  aux  aretes. 

A'  la  fin  de  notre  article  (pages  57  et  58)  nous  avons  trouv6 
quo,  si  deux  polyedres  r^guliers  conjugu^s  sont  inscrits 
dans  la  memo  Sphäre,  leurs  volumes  sont  entre  eux  comme 
les  rayons  des  deux  sph^res,  qui  sont  tangentes  aux 
aretes  de  nos  deux  polyedres. 

Nous  avons  ^t6  conduit  ^  ce  r6sultat  par  la  comparaison  des 
valenrs  num^riques,  que  nous  avons  obtenues  pour  ces  volumes  et 
pour  les  rayons  des  deux  sph^res. 

Or  cette  proposition  n'est  que  la  cons6quence  d'un  thöor^me 
g^n^ral  qui  s'applique  aussi  aux  polyedres  r^guliers  coigugu^s,  lors- 
que  ceux-ci  sont  6toil6s. 

Pour  ^tablir  ce  th^or^me  et  Tappliquer  aux  volumes,  nous  con- 
serverons  les  notations  de  Tartide  cit6  et  nous  ferons  usage  de  la 
m^me  figure,  que  le  lecteur  est  pri^  de  construire. 

2.  Th^ordme  g^neral.  Lorsque  deux  polyedres  r^gnliers, 
conyexes    ou   6toil6s,    sont    conjugu^s    entre   eux,    les 
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cotangentes  des  demi-inclinaisons  mutnelles  des  faces 
adjacentes  sont  entre  eux  comme  les  cosinns  des  demi- 
angles  au  centre  de  ces  faces. 

Gonsid^rons  nn  polyedre  r^golier^  dont  les  faces  soient  des  poly- 
gones  de  n  cöt^s  et  de  Tespece  ^,  et  dont  les  angles  solides  aient 
m  faces  et  soient  de  Tesp^ce  p. 

La  demi-inclinaison  mutaelle  I  des  faces  ao^acentes  du  polyedre 
sera  donn6e  par  la  formale 

cos^— 
m 

(1)  smi-» 

^  '  .    qn 

sm  — 
n 

Le  polyedre  regulier,  conjugu^  du  pr^c6dent,  isera  termin^.  par 
des  polygones  de  m  cöt^s  et  de  Tesp^ce  />,  et  par  des  angles  solides 
de  n  faces  et  de  Tespöce  q,  La  demi-inclinaison  mntuelle  /'  des 
faces  adjacentes  de  ce  second  polyedre  sera 

an 
cos  "^ 

(2)  sin/'  = —' 

^  ^  .    pn 

sin^— 
Puisqu'on  a,  en  g^n^ral, 

cot^  «  cos6c*x  —  1  =  -7-^ — 1, 

les  formules  (1)  et  (2)  nous  donnent 


cot«/  = 

sin*^- 

n 

-1 

- 

sin« 

qit 
n 

-COS«— 

m 

COS«^ 
m 

COS 

m 

cot»/'  = 

sm«^-- 

97» 

-1 

= 

sin* 

pn 
m 

^qn 

-COS« 

n 

cos«^^ 

n 

COS 

^qn 

n 

d'oü 

on 

tire 

cot«/,  cos*  — 

m 

« 

sin 

2«^ 

n 

^pn 

—  COS«^^  . 
m 

cot«/'.  COS«—  =  sin«^ cos«—" 


n  ffh  n 


Mais  les  seconds  membres  de  ces  ^galit^s  sont  4gaax,  en  vertu  de  la 
relation 


Hf 


■ICtTH 
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1  =  sin«^ + eo8»2!?  ^  sin«  ^  +  cos»^ ; 
donc  les  premiers  le  sont  aussi,  et  il  vient 

cot/.  COS ^—  «  cot/',  cos-^» 
d'oü  Ton  tire  la  proportion 

cos  ^- 

^^  cot/'  pn; 

cos^-- 
m 

qu'il  fallait  etablir. 

Si  les  poly^dres  r^goliers  sont  convexes,  on  aara 

et  par  snite 

cos  — 

(H)  ^^  ==  — ^• 

^"^  cot/'  inc 

cos  - 

m 

3.  Volume  d'nn  poly^dre  regulier  convexe  en  yaleur 
des  rayons  des  trois  sphdres.  Seit  a  Färbte  d'nn  poly^dre 
regulier  convexe  de  F  faces  ayant  chacune  n  cöt^s  et  s  le  rayon  de 
la  Sphäre  inscrite.  Nons  avons  tronY6  (page  56^  loc.  cit),  qne  le 
volame  V  du  polyödre  est 

(IH)  V^^^nFa^  cot-' 

Bepr^sentons  par  R  le  rayon  de  la  Sphäre  circonscrite,  par  q  celui 
de  la  Sphäre  tangente  aux  aretes,  nous  avons  (memo  page) 

a  =  2ä  cot -cot/, 

7t 
COS  — 

a  =  2o cot/, 

COS  — 
n 

oü  m  d^signe  le  nombre  des  aretes  issues  de  chaque  sommet  et  /  la 
demi-inclinaison  mutuelle  des  faces  adjacentes. 

Le  produit  de  ces  deux  valeurs  de  a  sera 
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COS*— 

o«  «=  4ä^  ^—  cot*/. 

Sin— cos  — 

m        n 

Mettant  cette  valeur  de  a*  dans  Texpression  (lü),  nons  obüendrons 
ponr  le  volume  la  nouvelle  expression 

cos*  — 

(IV)  V  «  \nFRrQ . ^- .  COt* J. 

sin-sin— 
m       n 

4.  Rapport  des  volumes  de  dcux  poly^dres  r^gnlicrs 
conJQgu^s,  qui  sont  inscrits  dans  la  meme  sphdro.  Lors- 
que  deux  polyMres  r^gnliers  conjugnös  sont  inscrits  dans  la  meme 
Sphäre,  on  sait  qn'ils  sont  aussi  circonscrits  h  la  m@ma  Donc  si  R 
a  la  mSme  valeur  pour  los  deux  poly^dres,  il  en  sera  de  meme  de  r 

7t  7t 

et  de  meme  aussi  du  produit  sin-sin-*     D*ailleurs   le  produit  nF 

aura  aussi  meme  valeur  pour  les  deux  poly^dros:  car  s'il  est  4. 6 «=24 
pour  rhexa^dre,  il  sera  3.8  =  24  pour  Tocta^dre;  de  meme,  s'il  est 
5 .  12  «  60  pour  le  dodocaödre,  il  sera  3 .  20  =  60  pour  TicosaÄdre. 

Cela  pos6 ,  soient  V  et  V*  les  volumes  de  deux  poly^drcs  r6gu- 
liers  coiyugu^s  qui  sont  inscrits  dans  la  meme  sph^re  de  rayon  2?; 
r  le  rayon  commun  de  la  sph^re  inscrite;  q  et  q'  les  rayons  des  deux 
sphöres  tangentes  aux  ar^tes;  /et  /'  les  demi-inclinaisons  mutuelles 
des  faces  acljacentes;  n  et  m  les  nombres  de  cöt^s  de  leurs  faces;  F 
et  F'  les  nombres  de  ces  faces.    Nons  avons,  d'apr^s  (IV), 

cos*— cot*/ 

^  ^      .    7t   .    7t 

Sin -sin - 

m       n 

7t 

COS*  —  cot*/' 

V  =  hnF'Rro' . 

sm— sm— 
n       m 

Divisant  membre  ti  membre  et  observant  que  nF  «=  mF\  il  vient 

cos*  —  cot*/ 


^'      ^    COS* -cot*/' 

n 


Mais  r6galit6  (11)  donne 
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COS       cot/ =  COS        Ot/; 

Donc  il  reste 

(V,  !;,-|-. 

Ainsi,  Lorsi]uc  ticux  polyedres  regulicrs  sont  coii- 
jagu^s,  s'üs  sc  trouvciit  inscrits  daas  nno  memo  spht'- 
rc,  leurs  vaicurs  serout  entrc  eux  commo  les  rayons 
dos  splitTPS  tangentes  aux  ari'tcs. 

II  s'ensuit  <|uc  Icuia  siirfaccs  sont  dans  lo  memo  rap- 
port. 

Paris.  10  uovembre  1877. 


Noiivftlle  Methode  pour  determiner  lea  fbyers 
des  Coiirbea  du  second  degre. 


Georges  Dostor. 


1.  Dans  cettc  methodc,  oii  a  besoin  de  connaitre  les  Con- 
ditions  nccessaires  et  Buffisantca  pour  (ju'un  polynömc 
cQtier  du   second  degre  i\  deux  variables  soit  ua  carre. 

Considerona  d'abord  lo  polynömc 

(1)  ««-f  26x^,4- V4-2.&+2ei,+  l 

daus  le<|ucl  le  tcrme  coustant  est  4gal  k  l'uuite.    Pour  ([uc  co  poly- 
nömc soit  nu  carr£,  il  faut  et  il  auffit  que  sa  raciue  aoit  de  la  forme 
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Nous  devons  donc  avoir,  quels  qne  soient  x  et  ^, 

Cctte  identit6  ne  saurait  avoir  lieu,  qne  si 

EHminant  les  deux  ind^termin^es  m  et  n  entre  cos  cinq  egalites,  nous 
obtenons  les  trois  relations  de  condition 

(1)  d*— a  =  0,     e^—c  =  0,     de—h  =  0. 

Ces  conditions  (I)  sont  donc  n^cessaires.  Elles  sont  d'aillears 
Süffisantes:  car,  si  elles  sont  remplies,  lo  polynöme  (1)  sera  evideni- 
ment  le  carr6  du  trindmo  dx-\-ey-\'l, 

Prenons  maintenant  un  polynöme 

(2)  Ax^-^2Dxy'\^Cy^'\-2Dx-{-2Ey-\-  F, 
dans  lequel  le  terme  constant  F  est  quelconqne. 

Ce  polynöme  pouvant  s'6crire 

^(l^*+2f  x^  +  |y*  +2  ^z  +  2  f  y  +  l) . 

on  voit,  d'apr^s  (I),  que  la  partie  entre  parenth^ses  sera  un  carr^, 
si  Ton  a 


pt      jj» "~  ^'       pt       jp       ^y       2^2 


Ott,  Sl 


(II)  D^—AF—O,     E^—CF^O,    DE=BF=0. 

Donc,  Pour  que  le  polynöme  du  second  degrc  (2),  h 
deux  variables  x  et  ^,  seit  un  carr^,  a  un  facteur  cou- 
staut  pr^Sy  il  faut  et  il  suffit  que  ses  coefficients  satis- 
fassent  aux  trois  relations  de  condition  (II). 

2.  Systeme  des  deux  6quations,  qui  donneut  les 
foyers  des  courbes  du  second  degre.  Supposons  que  T^quatiou 

(3)  f{x,  y)  =  Ax^-{-2Dxy+Cy'^+2Dx  +  2Ey'\'F=  0 

repr6sente  une  conique  quelconque.   Transportons  Toriginc  en  un  poiut 
quelconqne  du  plan,  dont  les  coordonn^es  soient  a  et  ß, 

L'^quation  de  la  courbe,  rapportee  ä  la  nouvolle  origine,  sera 
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(4)  Ax^+2Bxy  +  Cy^^-\^xfa'^^^yfß'+f{a,  ß)  =  0. 

Sapposons  que  la  nonvellc  origine  des  coordonnöes  soit  un  foyer. 
Dans  ce-cas  la  distance  ä  cetto  origine 

ö  ^  Vx'^y^ 

d'un  point  quclconque  (x,  y)  de  la  conique  (4)  devra  etro  une  fonction 
rationnellc  et  lin^aire  des  coordonn^s  x  et  y  de  cc  point. 

Or,  si  nous  appelous  A  an  facteur  arbitraire,  FC^quation  (4)  donne 

(5)  ;d«  =  A(:r«  +  y2) 

=  (^l  +  A)x^+2i5xy+(6'+A)?/2+x/«'+y//+/(a,  ß). 

Nous  voyons  ainsi  que  la  nouvollc  origine  sera  un  foyer  de  la 
conique  (3),  si  les  coordonnees  a  et  /?  de  cette  origine  sout  telles  que 
le  second  membre  de  Ftquation  (5)  est,  ä  un  facteur  constant  prös, 
un  carre  parfait  Cette  condition  sera  evidemment  remplie,  si  les 
trois  relations,  qui  correspondent  ä  (II),  sont  satisfaites. 

II  faut  et  il  sufßt  donc  que  Ton  ait 

(6)  lfa^-{A  +  X)f(ti,ß)  =  b, 

(7)  i/-/^-(^+A)/(«,i?)  =  0, 

(8)  i/«y/-i^/*(«,i3)  =  0. 

Ces  trois  cquations  ont  lieu  eutre  les  coefficients  de  T^quation 
(3)  de  la  conique  donu6e,  entro  les  coordonn^es  a  et  jS  du  foyer  rap- 
porte  b.  la  meine  origine  quo  la  conique  (3)  et  entre  le  facteur  arbi- 
traire  A,  qui  n'entre  quo  dans  les  deux  equations  (6)  et  (7). 

Si  nous  retranchons  (7)  de  (6),  nous  eliininerons  A,  et  nous  ob- 
tiendrons  Tequation 

W  ifa''-i//'-iA-C)f(a,ß)  =  0, 

Les  deux  ^qua^ions  qui  determinent  les  coordonn^es  a  et  ß  des 
foyers  sont  donc 

(III)  lA7/-i^/-K^)  =  o, 

(IV)  l/«'--i//--(^-C')/(fM3)  =  0. 

Cette  methode,  si  simple  et  si  Elegante,  a  6te  exposee  tout  re- 
cemment  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathömatiques; 
2«me  Serie,  tome  XVII,  pagc  26,  par  M.  E,  G.,  ancien  61evedu  lyc^es 
de  Reims.  L'auteur  so  borne  a  r^tablissement  des  deux  6quation 
(III)  et  (IV).  Nous  verrons  au  n^  4  que  Tune  de  ces  Cquations  peut 
Stre  remplacee  par  l'equation  aux  axes  de  la  conique,  ^quation 
qui  n'est  qn'une  cons^quence  du  Systeme  pr^c^dent. 

19» 
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3.  D^veloppemcnt  du  aystttme  des  k<\ 
foyers.    L'^uatioii  (3)  nons  donne 

ifß'{«,ß)  -Ba^Cß+E. 

Si  nons  substitnons  coa  cxprcssious  däus  Ics  h 
(IV),  ellea  devieudrout,  apr^s  reductions, 

(V)  (AC~  B*)aß-{~{AE—  BD)a-\-(CD—BE)ß-\-D 

(VI)  (AC  —  B^)((,^—ß^)+2(CD-~BK)a~2(AE  —  B 

-\-(D^~-AF)—(E^  —  CP)  = 

Si  Ton  suppose  que  n  et  |3  cxpriment  dos  coordc 
ces  deux  äquations  (V)  et  (VI)  roprt^seDteroiit  deux 
les  quatre  points  d'intersectiou  scront  ics  quatrc  foyc 
du  sccond  dcgr^  (3). 

AdmettoDS  que  la  couiquc  donn^c  (3)  soit  uno  c 
Le  coefßcient  AC — B^  sera  dans  cc  cas  diff^rent  de 
les  deux  coniques  (V)  et  (VI)  serout  aussi  k  centrc. 
D^es  do  leur  centro  ätant  doiin^es  par  lo  systSmc  des 

(AC~  B^)ß+(AE~-BD)  =  0, 
(AC—B^)a+(,CD—BE)  =  0, 

OD  voit  que  les  deux  couiquea  (V)  et  (VI)  out  mein 
courbc  donuee  (3)  du  sccond  degre. 

■  II  est  aise  do  voir  d'aillciirs  que  roqaation  (V) 
hyperbolc,  dout  les  asymptotes  saut  paralleles  aux  a^ 
D^es;  et  que  l'equatiou  (\'t)  est  uno  hypcrbole  equii 
axes  sont  paralleles  aux  axes  do  coordonudcs.  Ccs  ( 
sc  conpcnt  eii  quatro  points,  deux  rfcls  et  deux  iinngi 
precisemeut  les  foyers  de  la  coniquo  donnec  (3). 

Si  la  couiquc  donnc  (3)  est  unc  parabolo  l'cxpr 
sera  nulle,  et  les  equatious  aux  foyers  se  röduirout  au: 

(AE—BD)a-\~(CD—BI-:)ß-i-DE—BF  = 
2(CD—Bh')a—2{AE-BD)ß-\-(,D*-  AF)-{E^- 

qui  sont  du  premicr  dogre.   Cclles-ei  detcrmineut  Ic  fc 
bole  (3). 

Puisqiio  ß^  —  AC'  =  0,   on  a  B  = +YÄC.    Si 


'-t•3^ 
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soit  positif.  Si  nous  remplagons  B  par  VJc,  les  dcux  öquations 
pr^cedentes  so  r^duiront  ä 

qui  represcütciit  dcux  droites  rcctangulaircs ,  dont  riutersection  sera 
precis^ment  le  foyer  de  notre  parabolo  (3). 

4.  Multiplions  les  equations  (III)  et  (IV)  respectivement  par 
A — C  et  -ö,  et  retranchons  le  premier  produit  du  second;  nous  aurons 
elimine  /(<v,(3),  et  Töquation  resultante  sera 

(YII)  Bfa'^^{A  -  C)fa\fß'-  Df^'  =  0. 

Si,  daus  cette  equation,  nous  regardons  «  et  j3  commo  les  coordon- 
nees  courautes,  eile  reprcsentera  uue  conique  qui  passe  par  les  foyers 
de  la  courbe  du  second  degre  (3). 

Mais  cette  equation  (VII)  est  precisement  l'^quation  aux  axcs  do 
la  conique  (3).    Donc 

Les  foyers  d'uno  courbe  du  second  degre  sont  situ^s 
sur  les  axes  de  la  courbe. 

5.  Determination  de  T^quation  aux  axes  des  cour- 
bos  du  second  degre,  rapportees  k  des  coordonneos 
rectaugulaires.    II  est  facile  de  faire  voir  que  l'equation 

(VIII)  nur'  -  (^1  ~  C)  fx'f,;-  Bf„  =  0 

fouruit  les  deux  axes  de  la  conique  (3). 

Soient  cn  cffet  m  et  m^  les  coeflicients  augulaii'es  de  dcux  dia- 
metres  conjugues  de  la  conique  (3).  Le  diametrc  conjugu6  ä  la  di- 
rcction  m  etant 

(10)  fx'+  mf,'  =  0, 

ou 


il  Tient 


Ax-{-  B7j'{'  D'\-m{Bx']-  Cy-\'E)  =  0, 

A-\'mB 


Tfh    = 


B-^-inC 

Ou  a  donc,  cntre  m  et  m',  la  relation 
(11)  yl  +  jö(7rt+m')  +  C^wiw'=  0. 
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Si  DOS  deux  diam^tres  coDjugu^s  sont  les  axes  do  la  courbc  (3),  on 

aura  mm!z=z —  1,  ou  m'  = ,  ce  qui  transformo  la  rclatiou  prece- 

dente  dans  requation  da  second  degre  en  m, 

(12)  Bm^-{-{A  —  C)m—B  =  0. 

Resolvant  cette  ^quation  et  sabstituant  dans  (10)  les  valcurs  ob- 
teunes  pour  m,  on  obtiendra  les  ^quations  des  deux  axes  de  notre 
conique  (3). 

Si  Ton  avait  ^limine  directement  m  entre  (10)  et  (12),  on  aorait 
obtenu  l'^qnation  du  second  degr^,  qui  donne  les  deux  axes  de  la 
conique.    Cette  6qaation  est  precisement  T^quatiou  (VIII). 

Pour  resondre  T^quation  (VIII),  on  posera 

olle  devient 

nz^  —  (A—C)z  —  B^O, 
et  donno  

—  ^ — ^  ±  V^i?^ — (^ — c)^ 

^~"  2B 

ou 

Ax-\-By+D       A~C  ±i'iB^—(A-'C)^ 


(IX) 


Bx'{-Cy'\-E  2B 


On  a  ainsi  deux  ^quations  du  premier  degre  en  x  et  y,  En  ac- 
couplant  chacune  de  ces  deux  equations  avec  Tune  ou  Tautro  des 
^quations  du  second  dogr6  (III)  et  (IV),  on  d^terminera  aisöment  les 
foyers  de  la  conique  (3). 

6.  Determination  de  Tequation  aux  axes  des  courbes 
du  second  degr6,  rapportecs  ^  des  coordonnöes  obliques. 
Si  les  axes  de  coordonn6es  comprennent  entre  eux  un  angle  Ö,  les 
coefficients  angulaires  m  et  m'  des  deux  axes  de  la  conique  (8)  satis- 
fönt  k  la  fois  aux  deux  relations 

(13)  ^+i?(m+m')  +  C'm77i'=  0, 

(14)  1  +  cos  e{m + m')  +  m  w!  =  0, 

dont  la  preniiöre  exprime  quo  les  deux  axes  do  la  courbc  sout  des 
diara^tres  conjugu^s,  et  la  seconde  que  ces  deux  diam^tres  sont  rcctan- 
gulaircs. 

Si  Ic  second  de  uos  axes  est  represente  par  requation 

(15)  .A'+m'/y'  =  0, 
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nous  poarroDS  ^liminer  d'abord  m'  cutrc  Ics  6qaatioDS  (13),  (14)  et 
(15),  cc  qui  nous  fournit  les  deux  ^quations 

m(//— COSÖ//)  =/y'— C08Ö/x', 

qu'il  suf^t  de  diviser  membre  k  meiubro  pour  avoir  T^quation  aux 
axcs 

fy'—  cos  e'fx'      /*'—  cos  Bftf' ' 
ou 

(X)       (iy— C'cos(9)/r'»— (^-COA/*/— (/?-^C086)A«  -=  0. 
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XIX. 


Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Stabes. 


Von 

R.  Hoppe. 


Ein  Faden,  d.  i.  eine  gewichtlose,  undchnbare  Gerade,  sei  im 
einen  Eckpunkt  fest  und  trage  am  andern  einen  Stab,  d.  i.  eine  starre 
Gerade  mit  beliebig  verteilter  Masse.  Der  ßefestigungspunkt  am  Stabe 
sei  beliebig,  nur  soll  er  nicht  dessen  Schwerpunkt  sein.  Auf  den  Stab 
wirke  allein  die  Schwere.  Im  Folgenden  sollen  einige  Fragen  in  Be- 
treff seiner  Bewegung  untersucht  werden. 

§.  1.    Allgemeine  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Der  feste  Endpunkt  O  des  Fadens  OE  =  a  sei  Anfang  der  recht- 
winkligen a-ys,  die  x  vertical  nach  unten  gerichtet ,  das  andre  Ende  K 
Anfang  der  Abscissen  ?t  längs  dem  Stabe,  positiv  nach  dem  Schwer- 
punkt F  hin.    Ist  Sm  ein  Element  der  Masse  m  im  Punkte  w,  so 

möge  sein 

fudni  =  7)m\    fu^dm  =  bcm 

die  Integrale  über  den  ganzen  Stab  ausgedehnt 

Für  die  Folge  wird  die  Bemerkung  notwendig  sein,  dass  stets 

ist.    Dies  erhellt  leicht,  wenn  man  die  Massenelemente  mj,  »/i^?  ^'^a?  — 
in  unendlich  nahen  Punkten  u^,  u^^  %,  . . .  concentrirt  denkt  Dann  ist 

hm  =  hEmk  ==  £ukink 
bcm  =  bcSrnjc  ^=  Euihnu 
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daher 

b(c  —  b)m^  =  Sink  Suk^  mit  —  (^w*  »i*)* 

—  {Zu}ihni?-\'  2E2ukUhni\mk) 

=  2£(uk  —  uhYmkmh  >  0. 
w.  z.  b.  w. 

Sind  x^y^z^  die  Richtungscosinus  des  Fadens,  x^y^z^  die  des  Sta- 
bes, so  sind  die  Coordinaten  des  Stabelemeuts 

y  =  öyi+«*y9 

Von  den  Bcwegungsgleichungcn  sind  zwei  Integrale  bekannt,  die 
Gleichung  der  constanten  Flächengeschwindigkeitsprojection 

f{yz^-zy')dm  =  Hm 

und  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

f{x'^+y'^+z'^)dm  —  2gfxdm  =  2Km  (1) 

wo  der  Accent  die  Differentiation  nach  der  Zeit  ausdrückt. 

Aus  der  letztem  lassen  sich  leicht  die  4  unabhängigen  Differen- 
tialgleichungen 2.  Ordnung  durch  partielle  Differentiation  ableiten,  die 
ans  den  6  Bewegungsgleichungen  eines  starren  Systems  auszusondern 
eine  sehr  umständliche  Rechnung  erfordern  würde. 

Setzt  man 

a-j  =»  COSqp  0*2  =  COSA 

yi  =  sin  q>  cos  i/;  2/2='  sin  A  cos  ft 

«j  =»  8ing)sim/;  ^j^  «=  sinAsinfi 

so  sind  (p,  tf;,  A,  jia  die  4  unabhängig  variirenden  topischen   Grössen, 
80  dass,  wenn  man  das  Differential  der  Gl.  (1)  in  der  Form 

darstellt,  und  zwar  nach  Anleitung  des  Alembert'schen  Princips 

setzt, 

die  4  unabhängigen  Gleichungen  sind,  die  9>,  i/;,  A,  ^  bestimmen.   Mau 
:6udet,  wenn  zur  Abkürzung  tp  —  ^  «  d'  gesetzt  wird: 
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+  ^(siii  <p  cos  X — cos  gp  sin  X  cos  d)i'* — i»tt'*co8  9>  sin  i  cos  6 
+*cos^sin^(2XV'cosA+M"sinJL)+<7smg>} 

^^  ==  a{a(2<pVcosip+t//"sin(p)— />[rcosA-'(r2+fi'»)8inA]8ina 
+ ^  cos  d(2i  V'cos  X  +  p,"  sin  X)  \  sin  (p 

>i==  &{a(sin98inA-|-cosq[7COSilcos4)r]p'' 
+a(co8<)PsinA--sin^coSilcosJ)9'* — a(p''sing7CosAcosd 
—  acos  ilsin  d(29'i/;'co8  ^ + Vß'm  9>)  -f-  «^('t" —  ^'*  sin  A  cos  X)  -^-g  sin  X\ 

M  =-  Z»{a8in6[^"cos<p  —  (<)t)'*+tp'*)singpJ  +  acos5(29)V'co8^-f-i|;"8inqE») 
+ c(2  A>'co8  A + p!'2.m  X)\%\nX 

so  wie  die  2  Integrale 

/f  ==  od  sin  4(9'cos  9?  sin  A  —  A'sin  q>  cos  A)  (3) 

-f"  a  sin  9(a  sin  g) -}"  *  8'*^ '^  ^ös  ^)i/;'-|- ^  sin  A(c  sin  A  4"  o  sin  g)  cos  d),tt' 

2Jir=  a*(^'*+^'*sinV)  +  2«i{(sin9>sinA+cos9COsAcos^9'A' 
+  sin  ^(^'ft'cos  go  sin  A — A'tp'sin  cos  A) 
+'/'Vsiö 98in Acos^ }-f-M^'*4" f*'*8in^^)  —  2g(acos tp  +ä cos A)    (4) 

§.  2.    Permanente  Rotation. 

Man  könnte  zunächst  fragen,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen 
der  Stab  (oder  seine  Verlängerung)  beständig  durch  die  Verticale  gehen 
kann,  so  dass  die  Ebene  zwischen  Faden  uud  Stab  vertical  bleibt. 
In  diesem  Falle  müsste  Bind  =  0  sein.    Dies  gäbe: 

y  =  rt[a(29?V'cosg)+|Li"sinq>) +  />(2A'fi'cosA+|Li"sinA)}sin<p  =  0 
M—  i{c(2AVcosA  +  |it"8inA)ia(29'fi'cos9?-j-|it"sin9)}8inA  =  0 

oder,  da  c  nicht  =  b  sein  kann: 

2gp'fi'cosgo4-f*"8iß<P  =  0 
2AycosA  +  ^"sinA«0 

und  nach  Integration  entweder 

^        sin^       sin^A 
oder 

fp  =  const ;    A  ==»  const. ;    fi'  =  const  (*) 

Die  crsterc  Lösung  reducirt  die  topischen  Variabein  auf  eine,  in  Be- 
zug auf  welche  dann  die  Gleichungen  <P  «=^  0  und  A  =  0  identisch 
werden  müssen.    Das  Integral  H  =  const  zeigt  sich  als  bedingungslos 


r»"jS-  -,; 
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erfüllt,  kann  aber  keine  der  2  Gleichnngen  ersetzen.  Die  Unter- 
suchung erfordert  eine  langwierige  Rechnung;  da  diese  bloss  crgiebt, 
dass  die  Gleichungen  nur  für  a  -=»  b  =  c  identisch  werden  würden, 
dass  folglich  die  in  Rede  stehende  Bewegung  unmöglich  ist,  so  lasse 
ich  die  Frage  fallen  und  wende  mich  zur  Lösnng  (*).  Für  diese 
braucht  jedoch  nicht  sind  =  0  vorausgesetzt  zu  werden;  ich  stelle 
vielmehr  hier  die  Frage  so  auf: 

Unter  welchen  Bedingungen  findet  eine  permanente  Rotation  um 
die  Verticalo  statt? 

Die  permanente  Rotation  erfordert,  dass  9,  X  und  d  constant 
sind.    Unter  dieser  Voraussetzung  wird 

W  «=  a{(asin9  +  ÄsinAcos^)^"+ift'^sinAsinÄ}sin9  =  0 
JVf  «  Ä  {(c  sin  A + a  sin  (p  cos  5)f4" —  a^'*  sin  tp  sin  ö]  sin  A  =  0 
^+M=={(asin<p-f*sinAcos^)2+i>sin»A(<j— Äco8«6)}fi"=0 

Da  der  Coefficient  von  fi"  stets  >>0  ist,  so  folgt  fi"=^0,  und  die 
Gleichungen  geben  übereinstimmend: 

abiA^^  sin  q>  sin  A  sin  tf  =  0 

Wenn  also,  wie  wir  annehmen,  fi',  9,  A  nicht  null  sind,  so  muss 
sin  d  =  0  sein. 

Eine  permanente  Rotation  kann  also  nur  in  einer  Rotation  der 
beständig  verticalen  Ebene  zwischen  Faden  und  Stab  mit  constanter 
Geschwindigkeit  bestehen. 

Die  Gleichung  sind  =  0  lässt  die  2  Fälle  zu,  wo  d  =  0  und  wo 
d  ^  2R  ist.  Ihnen  entsprechend  werden  die  2  allein  noch  zu  erfül- 
lenden Gleichungen  <I>  =  0  und  ^  =  0: 


osin9  i^^sinA  =  -i^tg(p 


(5) 


9 

woraus: 


csiuA  +  asiny  ==-,~^tgA 


gsiuA  4:asiny  ^  ^  A  _ 
asin^  +  ^sinA  "^  tgqp  """^ 

Die  Grössen  <p,  A,  jii'  sind  demnach  durch  eine  jede  von  ihnen 
bestimmt,  doch  erfordert  die  explicite  Darstellung  die  Auflösung  einer 
Gleichung  6.  Grades.  Diese  vermeiden  wir,  indem  wir  alle  drei  in  p 
ausdrücken,  wodurch  allerdings  eine  Untersuchung  des  von  p  zu  durch- 
laufenden Intervalls  nötig  wird. 


300  Hoppe   Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Sfabes. 

Die  Bedingung  c>5  sei  erfüllt  durch 

c  =  Ä(l-fÄ2)  (7) 

Ausserdem  sei  durch 

a^^{hk  +  l)(h—k)  (8) 

a  ohne  Beschränkung  seiner  Werte  auf  k  zurückgeführt;   es  braucht 
dann  /•;  nur  von  0  bis  /t  variiren.    Zur  Abkürzung  sei 

dann  wird  nach  (6) 

sing?  =  q&ink 

woraus : 


q^  tg^k  p^q^  tg2(p p^^  si  n  V 


sin  <p  -  j_j_  ^2  ;t  ^  1  +p'  tg V  ^  1  +  (i''  - 1;  sin  V 
also 

sinV  -  yz::Y '   ^^^'"^  ^  -^'p^^ i 

.    2,  _      ^?.^"Zl-  21 l~q^\ 

Nach  (5)  ist 


(10) 


ff  1,1*^'^ 

7=  a  cos  g>  +  Ä»  cos  A . 

fi'^  ^  —  tg(p 


,jj  —  acosg>  +  ^►cosA^^^^  =  acoS(pih^>'2?cosA,  (11) 


Jetzt  sind  die  2  oben  bezeichneten  Fälle  zu  trennen. 

I.    8  =  0. 

Hier  divergirt  EF  ge^cn  die  x  Axo.  Das  obere  Zeichen  ist  gül- 
tig. Variirt  p  von  0  bis  x ,  so  wechselt  q  zweimal  sein  Vorzeichen, 
erst  bei  /?  =  1,  dann  bei  p  =-=  l^-/i^  im  mittleren  Intervall  ist  es 
positiv.  Da  letzteres  bereits  alle  Werte  von  <p,  A,  ft'  umfasst,  so 
können  wir  festsetzen,  dass 

l<P<l+h'\    q>0 

sei.    Dann  werden  siny,  sinA,  co8<jf>,  cosA  reell  sein,  wenn  </;>  >  1? 
q  <  1,  also 

-<<Z<1 

ist,  und  zwar  variiren  gleichzeitig  g>  und  A  von  0  bis  R,  wenn  </  von 

-  bis  1  variirt.    Da 
P 
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'^    ii>k+i){k—h)\p—i    V 


ist,  Eo  erhellt,  dass  q  und  pq  beständig  abnehmen,  wenn  p  wächst; 
gleichzeitig  muss  dann  anch  sin^^  beständig  abnehmen;  datier  ent- 
sprieht  jedem  gi  nur  eiu  p,  und  es  genügt,  die  üussersten  Werte  von 
p,  bestimmt  durch 

pa  =  1  (9  =  0),    2  =  1  (V  =  E) 

zu  entwickeln.    Diese  Gleichungeu  lauten  nach  (9)  (oberes  Zeichen); 

l-pU'^-hi  -p)  =  (M-+l){A-i-)(p-l)  (grösstes  p) 
i(A8+l_,,)  =  (Äi+l)(A-i)(p-l) 
oder 

{„._,.+,.i-i)'=(,i+-'7 

(Ät+l— P)p  =  Afc+l 
Die  erste  hat  nur  eine  positive  Wurzel: 

=  M-fl     fUr     9>  =  0  (12) 

(13) 


(14) 
(15) 


die 
Der 

andere  giebt: 

M+1 

n  entsprechen  die  Werte: 

für 

9  = 

1 

1-kk-\-l 

für    qj 

=  0 

1 
/it  +  1 

für 

ferner  nach  (11)  (oberes  Zeichen): 

J-,  _  „+sp  _^(H+l)(;,_i)+/,().j.+l) 

—  M— +J    für    »-0 
%  =  0    für    9  =  R 


i^'-ViurU'"' 


0);    ^'-»(.p-K) 
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IL    d^2R. 

Hier  convergirt  EF  gegeu  die  x  Axe  und  schneidet  sie.  Das 
untere  Zeichen  gilt,  daher  ist  q  von  selbst  beständig  positiv.     Es  ist 

also  nimmt  q  ab,  und  wächst  pq  bei  wachsendem  /?,  und  in  den  Aus- 
drücken (10)  wachsen  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig,  so  dass  nicht 
zu  ersehen,  ob  die  sin  oder  die  cos  wachsen,  mithin  die  Entwickelung 
der  Endwerte  nicht  ausreichend  ist. 

Die  Bedingungen  pq^  1,  ^  -<  1  geben: 

kp(h^+l+p)  >  (hk+l)(h^k)(p  +  l) 

k(h^+l+p)<:(hk  +  l)(h-^k)(p^l) 
oder 

{(ÄÄ:-fl)(A— Ä;)~/.•}(p+l)>Ä2^• 
Die  erste  Bedingung  lässt  die  2  Fälle  zu : 

— /j(/>+l)>M'8    und    Hp  +  l)>h 
da  ersterer  unmöglich  ist,  so  folgt  ausschliesslich: 

^  h  —  k 
P>   -j~  07) 

Die  zweite  Bedingung  verlangt,  dass  der  Coefficientvon  p-\-l  positiv, 
dass  also  a^h  sei.    Dies  vorausgesetzt  mnss  ferner 

p>'(ijr+i)(h^k)-k~^  ^^^^ 

sein. 

Von  diesen  2  untern  Grenzen  der  p^  welche  den  Werten  qo  =  0 
und  (p  =  'R  entsprechen,  kann  nur  die  grössere  annähernd  erreicht 
werden,  während  die  kleinere  durch  ein  endliches  Intervall  abgesperrt 
ist.  Von  der  grösseren  an  variirt  p  bis  oo ,  und  hiermit  gleichzeitig 
k  bzhw.  von  0  oder  R  bis  R,  während  g?  bzhw.  von  0  oder  R  bis  zu 
einem  Werte  g?o»  bestimmt  durch 

variirt. 
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Vergleicht  man  die  untern  Grenzen  (17)  (18),  so  ergiebt  sich: 
h—h       f  h^k \ A(A;fc+l)(A-~2/g) 

h    ~"  \{M-+i)(A— ^•)~-^'"~  /  ""  /j{(Äi+i)(Ä— Ä?)— jt} 

Hiernach  wird  jp  durch  (17)  oder  (18)  begrenzt,  jenachdem  h  <  oder 
>|A  ist.    Diese  2  Fälle  sind  zu  trennen. 

1)    Ä?<iÄ. 

Die  Bedingung  a  >  5,  das  ist 

{hk^\){1i  —  h)—k  =  (M'-f  1)(A— 2ik)+ÄZ;»>0 

ist  ohne  Weiteres  erfüllt;  q>  variirt  von  0  bis  <Po,  ^  von  0  bis  R. 
Der  Wert  ^0  wird  jedoch  schon  erreicht  und  überschritten,  ehep  =  oo 
wird. 

Stellt  man  nämlich  den  Ausdruck  (10)  in  der  Form 

"»V  =  {(,,+iH,_r) }  '(l+P)  =  sinVodH-  P) 
dar,  so  ist  die  Grösse 


2äV 


s 


K,-Tl)-S+' 


für  <)P=0,  das  ist  für  das  kleinste  ^,  ==  —  1,  dagegen  wird  für  p  =00 
der  Zähler  ~  oc;  folglich  muss,  für  irgend  ein  i>  =»2)1,  P  verschwinden 
und  für  hinreichend  grosse  p  positiv  werden.    Es  folgt  dann,  dass 

sing)  ==  singjo  ^^  P  ^  Pi  und  für  2?  «  00 
und 

sin  q>  >  sin  «Po  ^ör  p  >  irgend  ein  pa  ^  jPi 

hieraus  wieder,  dass  sin 9  für  irgend  einen  Wert  p  =P2>Po  ^^^ 
Maximum  hat. 

Die  Gleichungen,  welche  pj,  pq,  p^  bestimmen,  sind  vom  3.  Grade; 
nämlich  jede  Wurzel  der  Gleichung 


AV(22>+2  +  Ä«)~(^^-l)(p  +  l)2  =  0 


(20) 


innerhalb  der  Grenzen  der  p  ist  ein  Wert  von  p^ ,   die  grösste  unter 
ihnen  ist  =po-    Ferner  ergiebt  die  Differentiation  von  (10): 

wo 
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Q=f2(P+i)^-(P  +  ^-\-h^)[p  +  l-\-hHp^-p-]-l)-]         (21) 

gesetzt  ist    An  der  untern  Grenze  ;>  =  r  —  1  wird,  wie  auch  selbst- 
verständlich,  da  sinV  von  0  an  nicht  abnehmen  kann, 

A.' 

für  2>  =  ^  hingegen  «<  0. 

Hat  nun  die  Gleichung  Q  =  0  nur  1  reelle  Wurzel ,  so  ist  diese 
=  2^2  9  sie  ist  >  Po  =^  Pit  "^^  bestimmt  den  absolut  grössten  Wert 
von  q>.    Das  gleiche  findet  statt,   wenn  von  3  reellen  Wurzeln  nur 

eine  >  r— 1  ist. 

Ausser  diesem  Falle  bleibt  nur  möglich ,  dass  3  reelle  Wurzeln 
]>  7 — 1  existiren.  Dann  hat  q>  zwei  Maxima  tp^^  93  und  ein  Mini- 
mum  g>4,  entsprechend  p2^  ps  und  p^^  so  dass 

h 

t'-1<P3<Pa<Piu     9>s>9>o\    <P2>9\\    ^ii>VA 

ist.    Es  entstehen  nun  folgende  Fragen. 

1)  Ist  9?4  >  oder  <;  9)0  ? 

Für  9^4  >  <Po  würde  p^  =  jh  <iVfi  s^^^»  ^i^  Gl.  (20)  würde  2 
imaginäre  Wurzeln  haben,  angezeigt  durch  das  Minimum  tp^.  Die 
Frage  wird  daher  am  leichtesten  aus  Gl.  (20)  entschieden. 

2)  Ist  g?g  >  oder  <C  ^'2?  Oder,  welchen  absolut  grössten  Wert 
erreicht  g)? 

Wenn  9)4  <<  qpo»  so  hat  die  Gl.  (20)  3  reelle  Wurzeln,  ;)„  p^\  p^ 
so  dass 

-^  —  1  <Pi<P3  <Pi<2h<Po<Pi 
wird. 

Die  obigen  2  Fragen  entscheiden  sich  verschieden  für  verscbio- 
dene  A,  ^\  Die  Grenzen  werden  durch  hohe  Gleichungen  bestimmt, 
die  die  allgemeine  Untersuchung  schwierig  machen.  Es  mag  daher 
der  Gegenstand  der  Specialrcchnung  für  numerisch  gegebene  A,  k 
tiberlassen  bleiben. 


Um  noch  fi'  zu  bestimmen,  so  hat  man: 


Hoppe:  Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Siahes,  305 

COSQP 
COßil  « 

daher  nach  Gl.  (11) 


=J^^ 


cos  9 
das  ist  fQr  9)  =  0: 


^^^  ^  (22) 


f^      r  a    U'        r  ftÄ(Ä— ik) 


(23) 


Von  da  an  wächst  ft'  beständig  mit  p ,  soweit  tp  kein  Maximum  über- 
schreitet, und  kann  auch  darüber  hinaus  nie  seinen  Anfangswert  wie- 
der erreichen.  Daher  ist  dieser  der  absolut  kleinste,  bei  dem  eine 
permanente  Bewegung  möglich  ist. 

2)    i7*<Ä:<Ä. 

Die  Bedingung  «>>&  beschränkt  die  obere  Grenze  noch  weiter; 
denn  nach  ihr  ist 

(ÄÄ?+l)(/i— &)—^'>0    oder 
(2ÄÄ;-f  2  — ä2)»<  4+ 7i*    daher 

*<i(V4+Äi-2+Ä«) 

Diese  obere  Grenze  ist  <[*;  denn  VJ+Ä*  ist  <2+ä*',  daher 
werden  die  Grenzen: 


ih<k<^AV^  +  h^-2  +  h^ 


2k 
Jetzt  hat  man: 

^^ {hk^l){h-k)  —  h      ^  ""Ä^A:— A(it2— 1)— 2^•"■^" 

Während  p  von  hier  an  bis  oo  wächst,  variirt  q»  von  R  bis  gj©?  ^^^ 
X  von  E  bis  R. 

Im  Anfang  kann  q>  nur  abnehmen;  da  für  hinreichend  grosso 
endliche  p  die  Grösse  P  (s.  Gl.  (19))  positiv,  also  <p  >  <Po  ist,  so 
kann  9  auch  am  Ende  seines  Intervalls  nur  abnehmen,  folglich  kann 
es  nur  entweder  beständig  abnehmen  oder  erst  ein  Minimum,  dann 
ein  Maximum  haben.  Das  Minimum  ist  dann  >*  0,  das  Maximum 
R;   ersteres,   weil  der  einzige  Wert  von  p^  für  welchen  pq=^l 

Teil  XUl.  20 


306  Hoppe:  Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Stabes. 

wird,  <Ci>6  ist;  letzteres,  weil  die  Gleichung  g  =  1  linear  in  p  ist, 
daher  allein  durch  p  =  p^  erfüllt  wird. 

Demnach  ist  nur  zu  untersuchen,  oh  (p  ein  Minimum  hat,  und 
oh  dasselbe  ]>  oder  <i  (Po  ist.  Nur  im  letzten  Falle  würde  q)Q  nicht 
der  kleinste  Wert  von  g>  sein. 

Da  X  anfänglich  abnimmt,  zuletzt  wächst,  so  kann  es  nur  entweder 
1  Minimum  oder  2  Minima  und  1  Maximum  haben. 

Für  ^'  gilt  noch  der  Ausdruck  (22);  es  ist  anfänglich  und  zu- 
letzt « OD,  ist  also  in  Betreff  der  Maxima  in  gleichem  Falle  mit  X. 

3)    Ä;  =  jÄ. 
In  diesem  Grenzfalle  wird 

l=i+jA-  «=i_^|^;  (24) 

daher 


l.«  =  H-(l  +  2^)f+l  (25) 


(26) 


daher 

sin^X-     ^g+^     fl  +  -^-V    cos«A  =  -^^^ ^  +  g 

Dies  differentiirt  giebt: 

Demnach  nimmt  beständig  q)  ab ,  und  wächst  X  bei  wachsendem  p. 
Die  Anfangswerte  sind 

p  =  1;    <z  ==•  1 ;    sinV  =  »in^A  =  4247^  ^^^^ 

die  Endwerte 

2  /    2     \* 

FHT  p  =  l  wird  nach  (22) 
fürp=»oo  wird  fi'  =  oo. 


/ 
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Differentiirt  man  61.  (22),  so  kommt: 


2(2+Ä2)ya(|}+l)*co8Vy(/>+l+Ä»)cosq) 
wo 

5«(4+Ä«)(2)~l)8+(16+7Ä*)[(jp-l)«+^,-l]— ä«(7+3ä«)  (30) 

# 

Hieraas  ersieht  man,  dass  fi'  im  Anfang  bis  zu  einem  Minimum  ab- 
nimmt, dann  beständig  wächst. 


§.  3.    Stabilität  der  vertlealen  Lage. 

Seien  9,  ;,  unendlich  klein,  <p\  A',  ö'  anfönglich  null,  seien  also 
Faden  und  Stab  unendlich  wenig  aus  der  verticalen  Lage  gerückt, 
ohne  einen  andern  Anstoss  als  den  einer  Rotation;  dann  werden  die 
4  Bewegungsgleichungen  nach  Weglassung  aller  unendlich  kleinen 
Terme  höherer  Ordnung: 

^  =  0  =  «(g>"-9V2)+Kr— Af4'«)cosa+afi"8ind+^9) 

^  =  0  =  —  &(A"—  A^'«)  sinÄ+  a<ptf;"+  ^fi^cosd 


=-  0  =  ö(<p"—  <pV;'«)  cos  d+ba  +  Ä«)  (r-  A.u'2)  -  a(pi;;"sin  d+gX 


A 

h 

M 

—  =  0  «  a(9"— g)i|i'*)8in^+ag>^"co8«+i»(l+Ä«)V' 

woraus : 


^cosd 


(31) 


„  ,  ösintf       ,  „  öSinÄ  ,^^^ 

Sind  <p',  k'  nicht  absolut  null,  sondern  unendlich  klein,  so  treten  nur 
gii|>"+2<p>',  Afi"+2A>'  an  die  Stelle  der  linken  Seiten  der  2  letzten 
Gleichungen.  Die  2  ersten,  welche  dabei  unverändert  bleiben,  kann 
man  ebendeshalb  solange  fortgelten  lassen,  als  g),  1,  (p\  X  unendliche 
kleine  Grenzen  nicht  überschreiten.  In  denselben  Gl.  (31)  sind  femer 
^'^,  fi'^,  cosd  als  Constante  zu  betrachten,  weil  ihre  Variation  den 
Wert  der  rechten  Seite  nur  in  2.  Ordnung  beeinflusst.  Aus  gleichem 
Grunde  ist  die  Differenz  ij;'— fi'=  i'  zu  vernachlässigen,  also  '^'=fi' 
zu  setzen. 

20* 
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Integrirt  man  die  in  diesem  Sinne  irgend  eine  Zeitlang  dauernden 
Gl.  (31),  so  sind  die  Integrale  von  der  Form: 

(p  —  Z^c«';    X  «  ZBif^^ 

Nach  Einsetzung  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  a  die  2  Gleichnngen: 

woraus  nach  Elimination  von  A^  B: 

Setzt  man 

2A;sind    I /« 

so  ergiebt  die  Auflösung: 

_  2hk+l^k*±(l+k^cosf} 

^        ^        y         2hh{Kk+l){h-'k) 
Da 

2    _  {A(l— A?8) -2ifc>}»+4fc(Afc  +  l)(A— Jk)cos^J 
cos  ^  —  Ä»(l+Ä«)« 

so  ist  ri  stets  reell;  folglich  sind  von  den  4  Wurzeln  a  entweder  2 
positiv  und  2  negativ  oder  1  positiv  und  1  negativ  reell  oder  keine 
reell.  In  den  ersten  beiden  Fällen  haben  €p  und  l  Terme,  welche 
beständig  wachsen,  im  letzten  sind  alle  Terme  periodisch,  so  dass  ^ 
und  X,  wenn  sie  anfänglich  unendlich  klein  waren ,  es  beständig  blei- 
ben. Der  letzte  Fall  ist  es  also,  in  welchem  die  verticale  Lage  sta- 
bil ist. 

Demnach  lautet  für  gegebenes  d  die  Bedingung  der  Stabilität: 

,8^     2(A~fc)fc+(l+^-g)(l  — cosiy) 
^    ^3  2bh{hk-{-l){Jk'-k) 

Da  aber  d  willkürlich  ist,  so  findet  die  Stabilität  erst  statt,  wenn  die 
Bedingung  für  alle  i;,  das  ist  für  i;  =»  0,  entsprechend  sind  ==  0  er- 
füllt ist,  wo  sie  lautet: 

Nach  §.  2.  war  die  Bedingung  permanenter  Rotation  um  die  Yerti- 
cale  für  g>  >>  0  bei  divergirendem  Stabe 


:  Btwtgung  tinti  am  Faden  hängenden  Slabaa, 


bei  coDYergircudem  Stabe 

i'">üi=ry  '>'■  <«) 

Daher  beginnt  bei  divergireodem  Slabo  die  Möglichkeit  permanenter 
Rotation  genau  da,  wo  die  Stabilität  der  verticalen  Lage  anfhört.  Bei 
convci^irendem  Stabe  hingegen  bleibt  das  Intervall 


K'+9 


-  iA(/i— t) 


flbrig,  wo  weder  die  verticale  Lage  stabil  igt,  noch  eine  permanente 
Rotation  stattfinden  kann.  Es  ist  also  nur  denkbar,  dass  wenn  der 
Stab  bei  vermehrter  Rotation  tlber  die  Grenze  (33)  hinaus  ans  der 
verticalen  Lage  in  eine  convergente  übergeht,  dies  durch  Vermittelnng 
einer  windschiefen  Lage,  wo  d  nicht  null  ist,  geschieht. 

Die  An&tDgswerte  von  9,  d  scheinen  hiernach  dem  Zufall  Über- 
lassen. Dass,  wie  es,  wenigstens  für  a'^h,  der  Erfahrung  gemäss 
ist,  der  hinreichend  schnell  rotirende  verticale  Stab  nie  in  die  diver- 
gente Lage  ausweicht,  sondern  nach  äasserst  kurzer  Zeit  in  conver- 
genter  Lage,  anscheinend  pennanent,  rotirt,  wird  durch  die  vorste- 
hende, bloss  statische  Untersuchung  nicht  erklärt  und  ISsst  sich  offenbar 
auf  statischem  Wege  nicht  erklären. 
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XX. 


Die  geschlossene  Form  der  periodischen 

Kettenbrüche. 

Von 

Hen-n  K.  E.  Hoffmann, 

Gymnasiallehrer  in   Zweibrücken. 


Im  55ten  Teil  (Abhandl.  XXXIII.)  dieser  Zeitschrift  hat  Herr 
Günther  die  Darstellung  eines  zweigliederig  periodischen  Kettenbraches 
in  geschlossener  Form  dadurch  gegeben,  dass  er  denselben  auf  einen 
einfach  periodischen  reducirte,  dessen  geschlossene  Form  bereits  be- 
kannt war. 

Im  Folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  sich  jeder  periodische 
Kettenbruch  auf  einen  einfach  periodischen  zurückführen  und  folglich 
in  geschlossener  Form  angeben  lässt. 

Ehe  wir  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  gehen,  wollen  wir  noch 
einige  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  sogenannten  Kettenbrach- 
dctcrminante  angeben.    Bezeichnet  mau  die  Determinante 


— 1 
0     — 1 


1     0 
^    1 


0 


— 1     Zn 


mit  Z)i,n,  wobei  also  die  Indices  von  D  den  ersten  und  letzten  Index 
der  Glieder  der  Diagonalreihe  angeben,  so  ist  bekanntlich  der  Ketten- 
bruch: 


^RPVm^H^VHHR«^^- 
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1  +  1+     +1=:^. 

Durch  Entwickelung  der  Determinante  nach  Elementen  der  ersten  and 
letzten  Beihe  ergeben  sich  zunächst  die  Recursionsfonneln: 

1)  A.n  =  ZiD2,n-\-D3,H 

2)  Di,n  =  Zn  Dl,„-1  +  Zh,„-2 ; 

ferner  durch  Zerlegung  der  Determinante  in  Producte  von  partialen 
Determinanten  «ten  und  (n  — «)ten  Grades: 

femer  mittelst  wiederholter  Anwendung  der  1) 

das  bekannte  Gesetz,  welchem  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
werte eines  Kettenbruches  genügen. 

Endlich  wollen  wir  noch  angeben,  welchen  Wert  Di,n  annimmt, 
wenn  sämmtliche  Elemente  der  Diagonalreihe  einander  gleich  (*==  z) 
werden;  wir  setzen  in  diesem  Falle  die  Determinante  =  Dn  und  er- 
halten aus  1) 

Dn  =  «I>n-l  +  Ai-2; 

setzt  man  nun  Dn  =  «>»,  so  folgt  nach  Division  mit  «»-^ 
und  daraus:  

bezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  mit  x^  und  x^, 
wobei  die  Quadratwurzel  in  x^  das  positive  Zeichen  haben  soll,  so  ist 
die  vollständige  Lösung: 

Die  Constanten  c^  und  cg  bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen 
2>o  =  1»  A  =  ^;  ™ft'i  findet: 

^1  ===  ,/-ö-r-r    ">^d    <^  =  — 


22+4       ^      y^+4 

folglich: 
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Dn'^ 


ys'*+4 


.  [{'+Vf+if-'-  (i:=V^)"+]..) 


Dies  vorausgesetzt,  gehen  wir  nun  zur  Lösung  der  Aufgabe,  einen 
Kettenbruch  von  r  Perioden  (»iz^  ...  zn)  auf  einen  einfach  periodi- 
schen zu  reduciren. 

Mau  erhält  aus  2) 

-P2,n         gnI>2,H->l-f- A>,n~2  . 
Ih,n         ««Z>l,M-l  +  X>l,n-2' 

bezeichnet  man  nun  mit  Zr  und  Nr  resp.  Zähler  und  Nenner  des 
Kettenbruches   von   r   Perioden   und   setzt   man   in   dieser  Formel 

zn  +  j7—  an  die  Stelle  von  ««,   so  erhält  man  links  ~;  folglich: 

_  Nr^l  {znD2,n-\  4-  i^,H~2)  +  Zr^llh,n-^l 
■~  iVr-l(2»Z>i,n-l  +  Xh,n-2)+-Zr-lZ?i,n-l 

oder  nach  2): 

Zr  _  iVr~lI>2,i«  +  ^r+lZ>2,H~l . 

Da  diese  Brüche  irreductibel  sind,  kann  mau  ihre  Zähler  ubd  ihre 
Nenner  einander  gleichsetzen  und  erhält  so: 

7)  Zr  =  iV,-.lZ>i,„  +  Zr-.lZ>2.n-l      UUd 

8)  Nr  =  iVr-l£h,H+  Zr-lZ>i,n-l ; 

aus  7)  und  8)  ergeben  sich  dann  unter  Berücksichtigung  von  4)  nach 
leichter  Umformung  die  Recursionsformeln: 

9)  Zr+l  =  Zr(Dl,H  +  ^,n-l)  +  (—  1)"-^Ä-1      UUd 

10)  Nr^l  -  JVr(2>l,H+  />2.n-l)  +  (—1)"-"^-^»  -1 

d.  h.  für  Zähler  und  Nenner  dieselbe  Formel;  zugleich  ersieht  man. 


*)  Es  ist  dies  genau  dasselbe  Verfaliren,  durch  welches  Nachreincr  (Be- 
ziehungen zwischen  Determinanten  und  Kettenbrüchen,  München  1871)  die 
Anzahl  der  Glieder  des  Nenners  eines  regelmässigen  Kettenbruches  heskinimt 
hat;  setzt  man  n&mlich  s=  1,  so  erh&lt  man  für  diese  Anzahl 

1      r/l+T/5\"+i      /l--V5V»+il 
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das8  Zr  und  Nr  nach  demselben  BikLungsgeaetz  wie  Zähler  und  Nenner 
eines  Kettenbraches  entstehen^  dies  ergibt  mit  Berücksichtigung  von 
Zj  =  D2,n  und  Ni  =  Z)i,H 


—  1  \»-l 


(-1) 


'    (Di,n+ D2,H'l)  +  /r^       I    r>r" 


(z>i,H+i^,«-i)4-... 


... + 


(7>l,H+-Öa,H-.l).(r  — 1) 


Dieser  Eettenbruch  ist  aber  vom  zweiten  Glied  an  ein&ch  periodisch 
und  lässt  sich  daher  sofort  in  geschlossener  Form  angeben.  Bezeichnet 
man  nämlich  die  Determinante 


0  (— i)»«-^ 


0 

1 


(— 1)»-1      (Z>l^-fl>2.n-l) 


ir) 


mit  Ar^  so  erhält  man 

Zr 

Nr 


Ih^H 


ßl.n+(-l) 


_ix»-i  4r=B 


•Ar-1 


oder,  indem  man  in  ganz  analoger  Weise  wie  oben  Dn  in  5)  anch 
Ar  berechnet: 


Nr 


12) 
Dz,» 


A.H+(-l) 


_l'»»-i 


( 


öi,»+^»-i+V(Di.«4-^.«-i)«+(— 1)"-^'4\''"' 


2 


)■ 


{ 


Di,»+-i>8.»-i+y(Di.»+^,»-i)M-(— 1)*-*'* 


)■ 


_  /'di.»+^.»-i— y'(i)i.»4-^.«-i)»-K— i)"-i.4V"* 


( 


)■ 


-( 


Ih,n+Di.»-l-V(t>l,H+Di.n-l)*+(—l)*-Ki 


■ 


und  dies  ist  der  gesuchte  Ausdruck. 


Die  Formeln  7)  und  8)  lassen  sich  auch  mit  Hilfe  der  3)  ab- 
leiten; schreibt  man  nämlich  Zähler  und  Nenner  des  periodischen 
Kettenbruches  in  Determiuantenform,  so  kann  man  setzen: 
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13)  Zr  =  D2,nr      Und      Nr  =  2>l,nr ; 

Zerlegt  man  nun  Ih^nr  und  2>i,Nr  in  Producto  von  partialen  Deter- 
minanten nten  und  n{r — l)ten  Grades,  so  findet  man  nach  3) 

•  I>2,nr  =  I>2,HDn+l,Hr'{-D2,n-lDH+2,nr 

Ih,nr  =  I>l,n-DH-|-l,nr+  Xh,H-lö»+2,nr 

oder,  da  zn^i  =  »i,  «« f  2  =  »g  etc.  folglich  Dn+i,Mr  =  -Di.»»(r-i)  =  iVr-i 

und  />n+2,«r  =•  Z>2,H(r-l)  =  -^r-1    iSt, 

Zr  =  Z>2,niV;--l  +  D2,n-lZr-l     UUd 
iW  =  Dl,nNr-l-{'Dl,n^lZr-l, 

Auch  die  12)  lasst  sich  mittels  der  3)  oder  7)  und  8)  angeben,  indem 
man  recnmrend  Zr  und  Nr  durch  vorausgehende  Z  und  N  ausdrückt. 
Man  findet  der  Keiho  nach: 

Nr  =  Di,nNr^l  +  Dl,H^lZr^l 

—  Dl,u{Dl,nNr-2+Ih,n-lZr^2)+Dl,n-l(D2,nNr^2+Ih.u-lZr-2) 
=-  (Ih,H^  +  Dl,H^iD2,n)Nr -2  +  Ih,n^l(Dl,n  +  X>2,«-l)-2rr -2 

oder,  indem  man  Ih,H-iD2,H  aus  4)  berechnet  und  die  oben  definirto 
Determinante  Ar  einführt: 

Nr  -  (A,n^i  +  (— l)"-^)iVV-2  +  J^1.H-l^l^r--2 

und  in  derselben  Weise  weiter: 

Nr  =  (A,..^  +  (— l)**-Ui)iVr-8  + A.n-l^a^r-8 

und  allgemein: 

Nr  =  (Dl,nA8+('-iy"'^As^l)Nr-8^1+Dl,n^lA8Zr^8-U 

wie  sich  durch  eine  vollständige  Induction  leicht  nachweisen  lässt; 
schliesslich  erhält  man  (für  « *»  r — 2)  unter  Berücksichtigung  der 
Werte  N^  =  Di,n  und  -^i  =  i>2,n 

JVr  =  (Dl,nAr^2+{—iy'-^Ar^s)Di,H  +  D2,nDl,n-lAr-2 

=-  (Z>l,„^r-2+  (— l)'»-Ur-8)i>l,i.+2>2.t»-l A,n^r-2+  (— l)*'-Ur-2 

14)  Nr  «  Z)l.Hilr-l  +  (—  l)»-^ A-2. 

Genau  in  derselben  Weise  entwickelt  man: 

Zr  =  D2,nAsNr^8-\+iD2,n-lA8  +  (-'l)'*-^Ar^z)Zr^,.l 

und  fttr  jr  =  r  —  2 

Zr  =  Z)2,Hl>l,n4r-2  +  (i^2,H-Ur-2  +  (--l)»*-^^r-3)/>2,n 
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16)  Zr«  Z>2.H.-4r-l. 

Folglich: 

^         I>2,HAr-^l D2,n 

I>l.H+(-l)-    ^^^ 

woraus  sich  dann  wie  oben  die  12)  ergibt 

Bezeichnet  man  nnn  wieder  wie  oben  die  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung  «*« (i>i.H+i>2.n-i)«-|-(— 1)""'^  resp.mitflfiundar,,  sodass 


AT  'T-*'— 1 flu*""! 

'      A.H+C-l)"-'.  '    ,     ^ 
ist,  so  hat  man 

a;/— ar/      ""  a-,  '     i_??y 

wobei  ~  ein  echter  Brach  ist:  für  r  =  OD  wird  dann  lim  (— )  «=  0; 

folglich  redndrt  sich  obiger  Brach  auf  —»  so  dass 

fZr\  Ih  H 

Vi^r)r=Qo (J-i)»^!    oder,  da  a-ia:, (-l)»-!   ist, 


Uhn 2 

_  2D2.n . 

A,H — D2,H-i + y . . . ' 

oder,  indem  man  den  Nenner  rational  macht  ond  dabei  4)  bertlck- 
sichtigt: 

iworaos  ersichtlich,  dass  der  anendliche  periodische  Kettenbrach  eine 
Wurzel  der  quadratischen  Gleichung: 

darstellt. 


316    Ho  ff  man  ni  Die  ffesehlassene  Form  der  periodischen  Kettenbrücke. 

Die  Formel  12)  gestattet  noch  eine  Umformang  in  dem  Fallc^ 
dass  n  eine  gerade  Zahl  ist;  da  nämlich  in  diesem  Falle  ( — l)""^  =  —1 
wird,  lässt  sich  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  als  Differenz 
zweier  Quadrate  in  ein  Product  zerlegen;  beachtet  man  dann  die 
Identität 

2 
so  folgt,  wenn  man  zur  Abkürzung 

'VDl,n  +  D2.H^l  +  2+VDl,n  +  Ih^l  —  ^ 

2 — ' "^y^ 

und  

' 2 ""  ^^  ^^^^ 

Zr  D2,n 


und  dies  ist  die  Form,  mittelst  der  man  die  obenerwähnte  Günther- 
sche  Formol  für  den  zweigliederig  periodischen  Kettenbruch  erhält. 
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XXI. 


Sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes. 

Von 

Herrn  Angust  Scholtz, 

Profeesor  in  Bada-Pest. 


1.  Sechs  Punkte:  123456,  deren  homogene  Coordinaten 
xiffiZiii^  1,  2,  3,  4,  5,  6)  sind,  liegen  auf  demselben  Kegelschnitte, 
wenn  die  Determinante 


Vi' 


2 


2 


^        Vi        «2 


2 


2 


y^  H 


2 


Vxh.  «lÄ^i  ^xV\ 

y^  «2^2  ^%y^ 

y^H  ^8  *«y« 

y\H  «4*^4  ^4^4 

^6*6  «5*5  ^6^6 

y^H  H^Q  ^eS/e 


1) 


verschwindet  Diese  sechs  Punkte  bilden  ein  Sechseck,  in  welchem 
nach  dem  Pascal'schen  Satze  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten 
sich  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  in  gerader  Linie  liegen.  Es 
ist  bekannt,  dass  man  aus  den  sechs  Punkten  sechzig  verschiedene 
Secheckc  bilden  kann  und  für  jedes  gilt  der  genannte  Satz.  Irgend 
eines  dieser  Sechecke  möge  iklmnp  und  die  drei  Paare  seiner  gegen- 
überliegenden Seiten  ik  und  mn,  Im  und  pi^  np  und  hl  sein.  Die 
homogenen  Coordinaten  dieser  Geraden  bezeichnen  wir  mit  iati^tktik] 

^mn'^mntmn  U.   8.  W.,    WOboi    ^ik  =  ypik — JT»«»,     l^d  =  «i^Pk  —  »JKT«,     6*  = 

sTiyk — or^f,  u.  8.  w.  Die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden 
Seiten  haben  die  Coordinaten 


818 


Schollt:  Sechs  lenkte  eines  Kegelschnittes, 


rinptkl  —  1?W&»p,     tnphl  • 


-  b^lmj     hm1]pi  —  Spt-I^fm  ; 


Nach  dem  Pascarschen  Satze  rnuss  die  Determinante 


Vnptu 

venchwinden. 


flkltnp       tnplkl 


tpihm      ^Imfipi  —  ipitilm 
•  Skl^np      Snpflkl  —  iu^P 


2) 


Weiterhin  wissen  wir,  dass  fflr  iklmnp  als  sechs  Punkte  des- 
selben Kegelschnittes  das  StrahlenbOschel  «2,  m,  tn,  ip  projectiv  ist 
mit  dem  Strahlenbüschel  kl,  km,  kn,  kp.  Bezeichnen  wir  die  Deter- 
minanten 


xi  yi  zi 
ari  yi  »i 
^m    ym     fh» 


und 


X  y      » 

XI  yi    ZI 

Xm    ym    Zm 


mit  (ilm)  nnd  (olm),  so  können  die  Strahlen  des  Büschels  in  »',  bezüg- 
lich in  k  dnrch  die  Gleichungen 


(oin)  =  0 

(ptl)  —  J-. r  .  (Oin)  =  0 

^     '      (tnm) 


(okt)  =  0 
(pkn)  =-  0 


(üp)  (klp) 

(oü)  —  jir-\  •  {oin)  —  0  beziehungsweise  {okl) —  ..       .  (okn)  =  0 


(ifip) 


(knp) 


ausgedrückt  werden.    Die  Projectivitat  der  genannten  Strahlenbüschel 
ist  alsdann  dnrch 


oder  indem  wir 


(mm)    (inp)       {]cnm)    {knp) 


Dik  «=  {um)  {inp)  {klp)  {knm)  —  (ilp)  (tnm)  {klm)  {knp) 

setzen,  durch  die  Gleichung 


ausgedrückt. 


A*-=-0 


Das  Verschwinden  der  Determinante  unter  1)  und  2),  sowie  des 
Ausdruckes  Dik  ist  sonach  die  analytische  Bedingung  für  dieselbe 
geometrische  Tatsache:  dass  die  Punkte    123456   auf  demselben 
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Kegelschnitte  liegen.  Man  darf  daher  erwarten,  dass  zwischen  diesen 
algebraischen  Gebilden  ein  gewisser  Zusammenhang  existirt.  Die  Auf- 
gabe dieser  Zeilen  ist,  diesen  Znsammenhang  nachzuweisen.  "Wir 
werden  finden,  dass 

S.S  ^  Jiklmnp  =*  A»  3) 

Hier  bedeutet  S  die  Determinante  1),  JiUmnp  die  Determinante  2) 
und  £  die  positive  oder  negative  Einheit,  jonachdem  die  Anzahl  der 
Inversionen  in  iklmnp  ungerade  oder  gerade  ist  Der  Beweis  für 
das  Stattfinden  der  Gleichung  3)  ist  zugleich  ein  Beweis  des  Pascal- 
schen  Satzes  und  zwar  in  der  Stoiner'schen  Allgemeinheit ,  sowie  ein 
Beweis  des  Satzes  betreffend  die  Projectivität  der  Strahlenbüschel, 
welche  entstehen,  wenn  man  irgend  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes 
mit  denselben  vier  Punkten  des  Kegelschnittes  verbindet.  Denn  die 
Gleichung  3)  macht  ersichtlich,  dass  das  Verschwinden  von  S  auch 
das  Verschwinden  von  ^ikirnnp  und  Z>a  nach  sich  zieht.  Dem  Be- 
weise schicken  wir  einige  Dcterminanten-Eelationen  voraus. 

2.    Es  sei 


r  = 


2 


Xn 


8 


yn 
xixn  yiyn 
Xf^i  ynyi 
XiXi      y,yi 

so  beweisen  wir,  dass 


ZnZi 
ZpSl 


2xiZi 
2yizi 

2ynZn 

yizn  -{-ynzi 
ynZi-]-y9ZH 
yizi  +  yi^t 

r  =  (*7n)*. 


2ziXi 
2zixi 

2ZuXn 
ZlXn-i-SSnXl 

ZytXi-^-ZiXn 
ZtXl  +  ZlXi 


2xiyi 
2xiyi 

2Xnyn 
ifiyn'\'Xnyi 
Xnyi'\-Xiyn 

Xiyi  +  xiyi 


Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  Elemente  der  ersten  Zeile  in  r 
mit  I;»,  die  der  zweiten  mit  fnt,  die  der  dritten  mit  £•;,  den  den  Ele- 
menten xi',  XI  ^  xn  zugehörigen  Minoren  der  Determinante  (iln)  und 
addiren  hierauf  zu  den  Elementen  der  ersten  Zeile  die  mit  |i/,  resp. 
ini  multiplicirten  Elemente  der  fünften  und  sechsten  Zeile,  in  den 
Elementen  der  zweiten  Zeile  die  mit  f/n)  resp.  lit  multiplicirten  Ele- 
mente der  sechsten  und  vierten  Zeile,  schliesslich  zu  den  Elementen 
der  dritten  Zeile  die  mit  fm,  resp.  lin  multiplicirten  Elemente  der 
viei*ten  und  fQnften  Zeile.    Wir  gelangen  dadurch  zur  Gleichung 


5/M'f»l«»l/.**   — 


xi,{ün)  0 

xi.{ün)  0 

a*n.(*/»)  0 

^V^H       yiyn 

^vfli       ynyi 
XfXi         yiyi 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


Ztißn) 

zi.ijiln) 

zn*{iln) 


y%iün) 
yi{ün) 
yn(ün) 


ZlZn  yiZn-i-ynZl  ZlKn-^ »nXl     Xiyn-^Xnyi 
ZnZi  yfi«i+yi«n  «wa:«-|-«ia;„     Xny^+ar^yn 

»m  ym-^rym  «i*/-h«ja?i    «lyj+aj/yi 
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Scholtz:  Sechß  Ihtnkte  eines  KegeUcknkte». 


Ans  dieser  Gleichong  folgt: 


SininiiiLr=(ün)\ 


Xt  zi  yi 
XI  ZI  yi 
^n     Zn     yn 


yiyn  zizn  yizn + yvi^i 
ynyi  znZi  yfOi  +  yon 
yiyi     zizi    yfsi-^yizi 


Da  nnn 


yiyn  ztzn  yiZfi-i-ynzi 
ynyi  zhZ<  yn«i+yÄ» 
yiyi     zizi     ym-^-yizi 

ist,  so  haben  wir  den  angekflndigten  Satz 


—  |/f>.fe««  •••  fo 


4) 


Es  seien  ferner  riinfiniviii  und  tiutniS»i  die  übrigen  Minoren  von  (an), 
so  besteht  nach  4) 


f««» 

IJJh* 

&«» 

1-.-» 

n»»' 

fc..^ 

1.1» 

«.•»* 

ta* 

2^fitlä 


2fimim  2tn4ni 

2i?,i«  2fci|rt 

Imifll      flnitia    tnitil     flmta^fliltni   inih-^tü^ni  Iml^it -f" $*7>< 

ffi|/n      1?»«1?/h    &7&M      IjÄÖn  +  iy/H&l  J;Ä|/M+ft»|Ä  |«1|/n +|li«12i1 

^In^ii  17/Nl}m  tlntni   filntni -{- fimiln  &N|m'-f- &•«'&•<  fiiil^m-I^^M«^'** 

|/m  filn     tln 

ini  I^Mi      &!• 

^ii  fiii     Sa 


5) 


und  da 


li» 

l/ftt        &M 

£ni 

I^M«        £kI 

- 

&-i 

17^2     &z 

80  haben  wir 

R  =  {a 

r.)8 

(Än)^ 


6) 

WO  IZ  die  Determinante  der  linken  Seite  in  der  Oleichnng  5)  bedemtet 
Die  Gleichnng  6)  ist  eine  der  angemeldeten  Determinanten-Relationen. 

Die  zweite  Relation  ist  in  der  Gleichnng 

1«^         l/aj?         iotß 


(»ßyWßV)-i«ßyH^'ß'Y)  - 


5yy' 


£yy' 


7) 


ausgesprochen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  überzeugt,  wenn  man 
das  Prodnct  von 


und 


'ehoitz:  Steh»  Punkte  ein«  Kegelithnälet. 
(aßy)  =  laß.iy  +  Vfi-yy  +  Sfß-^v 


und 


bildet  und  davon  das  Product  von 

(aßy')  =  l„ß,x.^  +  i]aii.$y+t.,ß.)=;-- 

Wß'y)  =  %«-?--'-{-\rn-''f-y-/-\-t'' ?■■'■/ 

snbtrabirt  und  sich  erinnert,  dass 

Ist  in  der  Gleichung  7)  z.  ß.  n  =  y',  so  haben  wir 

1  i=ft       v-ß        t'ß     I 


(aßy)(a'ß'f,)  =  \   U-ß- 


V«-ß- 


tn-ß-  i 

tya       i 


Ist  dagegen  in  derselben  Gleichung  7)  z.  B.  ^  =  ß\  so  ist  die  Dt 
minantc  rechter  Hand  in  das  Product  zweier  Determinanten  zei 
bor.    Nämlich : 


i  v-ß   £. 


In  der  zweiten  Determinante  worden  zu  den  Elementen  der  er 
ColonuQ  die  mit  yß,  bezüglich  zß  niultiplicirteu  Elemente  der  zwf 
und  dritten  Colouue  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

^aß.Zß+1l^ß.^ß-\-Suß.1ß  =  0 
S^^.Xß-i-ija'ß.!/ß-\-Uß-<'fi  =  0 
^rr-'ß+^rf-yß  +  irr-^ß  =  (ßr/-)- 


(•> 

l.f 

a.f 

1 

'^ji.S^ß     »j-^     £b^ 

!••? 

1.-P 

f.-f> 

'fi-^^fl     v-^'ß     Uß 

«»•/• 

,,„■ 

trr 

3-p-l-//     Vvr      in- 

1 

0 
0 

V-'ß     £"V 
Vrf     irr 

(ßyr) 

'ß 

Da  n 


I  n-'ß     Uß 


^Xß.ißUü'). 


crhalton  wir  den  Satz: 

i«ßyH«'ßy')-(ußy'){u'ßy)  =  {ßoa'Hßyy') 

3)  Mit  Hülfe  der  Gleichungen  6),  8)  und  9)  lässt  sich  der 
3)  auf  folgende  Art  beweisen.    Es  ist 

T«U  LXIL  ■' 
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Scholtz:  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes, 


5.;s== 


Xt^    y^    «•*    y»2f 
^i^    yi^    zf    yizi 


zixi        xiyi 

Xn^     yt?     Zn^    ynZn     »n^n      ^nyn 

2  2  2 

^m      ym       Zm      ymZm    Zm^tn     ^mym 

x^     yp^     zp^     ypZp     ZpXp 


XI?    yjc^    zk^    yiiZji     zvtk 


Xpyp 

xkyk 


wenn  t  =  + 1,  oder  e  =  —  1,  jenachdem  in  ilmnph  die  Anzahl  der 
Inversionen  gerade  oder  ungerade  ist.  Die  linke  Seite  der  letzten 
Gleichung  multipliciren  wir  mit  {ürif^  die  rechte  Seite  mit  der  Deter- 
minante Ä,  welche  Grössen  nach  6)  gleich  sind.    Das  Product  ist 


e.S.(iln) 


8  — 


iün)^ 

0 

0 

(inln)^             (pnl)^ 

(Hn)2 

0 

(ün)^ 

0 

(mni)^            (pni)^ 

{hii)^ 

0 

0 

(üny 

(mü)^            (pü)^ 

{kil)^ 

0 

0 

0 

(mni)  (mil)    (pni)  {pH) 

(kni)  (kil) 

0 

0 

0 

(mil)  (min)    (  pü)  (  pln) 

(kä)  {hin) 

0 

0 

0 

(min)  (mni)   (pln)(pni) 

(kln)  (hit) 

oder 


€.5.(»7w)2  = 


oder  auch 


e.S,(ün)^ 


(mn{)(mil)     (pni)(pü)  (kn{){kil) 

(mÜ)(mln)     (pU)(pln)  {kil)  {kln) 

{min)  {mni)    {pln){pnt)  {kln)  {kni) 

{pln)  {kln)       {pni)  {kln)  {pln)  {kil) 

{kni){7nln)      {km){m?ii)  {kil)  {mm) 

9 

{min)  {pil)      {mil)  {pni)  {mil)  {pH) 


10) 


11) 


Auf  Grund  von  8)  finden  folgende  Gleichungen  Statt: 


{pln)  {kln)  = 


{kni)  {min) 


iln  l^ln  bn 

Swp  "tjnp  Snp 

hl  t]kl  Üi 

{pln)  {kil)  = 

iln  flln  &n 

iik  fifk  iik 

£mH  ^mn  vnn 


{pni)  {kln)  = 


5«     1?»Z     &7 
Snp     ^«p    bwp 
hi      V^l      ticl 

{km){m7ii)  = 


tni     't]m      £n/ 
Gnp      ^wp     &»i» 
Ski       Vkl       ikl 


Sni       ^Hi        ^ui 
Sik        Vlik        iik 

^mn     ^Jmu     Smn 


Schollz:  Sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes, 
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(min)  (  pil)  = 


fi7       ^/rf       tt7 

1 

(Jcil)  (mm)  =  j  |,k      riik      tik 

'                                                             1 

Imii     '>/mi<       £f}4u  1 

f/ii      Vi*'      tln 

£/m     -»^^rt      &w 

1 

Ipi      1?f/       ipi 

1 

1 

hm      17/n»       &M) 
Ji»!      1?p»       tpi 


{mit)  (pil) 


In      rjii      in 

h,n      rjlm       Slfn 

Spi      rjpi     fpi 


Substituirt  maa  diese  Determiuanten  in  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  11)  stehende  Determinante,  so  erkennt  man  diese  letztere 
als  das  Product  von 

hu      tflln      iln  j    rinpikl—llklinp       inpSkl—Sklhip      fiii>^ik/— £w^wj> 

lU      riik^mn — yimuttk    ^fkSmn — StmiTik    itktjmu — ^muf^ik 


Sa 


V»i        ttl  •         1   Vintipi'-flpttlm      ^Im^pi — tpihm     hmrjpi — ipi1]lS 


von  denen  die  erste  (iln)^y   die  zweite  ^airnnp  gleich  ist.    Demnach 
folgt  aus  11) 

B.S  =  ^^iklmup  3) 

Nach  dem  Obigen  bedeutet  b  die  positive  oder  negative  Einheit, 
jenachdcm  die  Anzahl  der  Inversionen  in  ilnmph  gerade  oder  unge- 
rade ist.  Um  den  Wert  von  £  von  der  in  der  Gleichung  3)  ausge- 
drückten Permutation  abhängig  zu  machen,  haben  wii*  nur  hinzuwei- 
sen, dass  die  Permutationen  ihlmnp  und  ilnmph  verschiedenen 
Classen  angehören.  Wir  dürfen  dalier  i  in  der  schon  ausgesprochenen 
W^eise  bestimmen,  dass  e  =^  -|-1  oder  =  —  1  ist,  jenachdem  die  Zahl 
der  Inversionen  in  ihlmnp  ungerade  oder  gerade  ist. 

4.  Nun  werden  wir  nachweisen,  dass  die  Minoren  der  Recipro- 
cal-Determinante  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  10)  stehen- 
den Determinante  von  den  Functionen,  deren  Verschwinden  die  Pro- 
jectivität  der  Strahlenbtischel  ausdrückt,  welche  entstehen,  wenn 
irgend  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  mit  denselben  vier  Punkten 
desselben  verbunden  werden,  nur  durch  gewisse  Factoren  sich  unter- 
scheiden. Es  sei  J  die  Determinante  rechter  Seite  von  10),  ihre 
Elemente 

(pni)  (pil )  ==  &!,     ijciii)  (hil)  =«  c^, 
(pil)  (pln)  =»  &2, 


(mni)  (mil)  =  a^, 
(mit)  (min)  =  öj? 


(min)  (mni)  =  a^,     (pln)  (pni)  =  h 


37 


(hil)  (Jchi)  ==  C2, 
(hln)(hni)  =  Cs, 

2l* 


Daher  wird 
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ihre  Minoren 

bgpi  —  *iC3  =  «2,      C3O1  — Ciflg  =  ^2,      Ö3^i~*i*3  =  y« 

und  V  i^^^  Beciprocal-Determinante,  dann  ist 
Nach  der  Gleichung  9)  ist  nämlich 

(pln)  (kil)  —  (pil)  (hin)  =  (iln)  (kyl) 
(pni)  (hin)  —  (pln)  (Jcni)  =»  (iln)  (kp7i) 
(Mn)  (mil)  —  (kü)  (min)  -=  (iln)  (mkl) 
(kni)  (min) —  (kln)  (mnt)  *=»  (iln)  (mkn). 

^2  =»  (iln)  (kni)  (kpl)  (pni) 
ß^  "»  (iln)  (hii)  (mkl)  (mnt) 
«8  =»  (iln)  (kil)  (Jcpn)  (pil) 

ßz  ***  (*'**)  (^*^)  (^^*'*)  (wt^), 
und 

ö —  =  tf2ß3  —  tt^ß%  =  (^/n)*.(/Jn^)(^•^7).[(Ä3JZ)(Jpn»)(mZ•74)(m^/) 

—  (inkl)  (mni)  (kpii)  (pil)\ 
oder 

Nun  ist  bekannt,  dass 

mithin 

Aus  dieser  Gleichung  und  10)  folgt 

tS  =  Dik. 

Die  Gleichung  3)  zeigt  zugleich,  dass  die  Gebilde  /S,  ^^ikiump  uud 
Z)*  invariante  Functionen  der  sechs  Reihen  von  Grössen  xitfiZt(i  = 
123456)  sind. 


xxu. 

Aufgabe  über  Construction  eines  Kegelach 


Herru  Gustav  ManlkB 

in  Leipzig. 


In  dem  Folgenden  liabe  ich  veraacht,  eine  geometrische . 
welche  sich  zwar  in  melireren  Werken*)  angefOhrt  findet,  äi 
keine  weitere  AnsarbeituDg  erfahren  hat,  in  etwas  eingehenden 
elementar  synthetischer  zn  behandeln  und  einige  hicr&as  folgeni 
Sätze  Ober  Kegelschnitte  aufzustellen. 

A.  Aufgabe:  Einen  KügelscliniU  zu  zeichnen,  welcher  dr 
bone  Geraden  berührt  und  einen  gegebenen  Puulit  zam  ßrennpt 

B.  Wie  ändert  sich  der  Charakter  des  Kegel  Schnitts,  Wf 
der  gegebenen  Tangenten  um  einen  festen  Punkt  gedreht  wii 

C.  Wie  bewegt  sich  hei  dieser  Drehung  das  Gentrum  de 
Schnitts  ? 

A.  Auflösung:  Man  fiillo  von  dem  gegebenen  Punkte 
Senkrechte  auf  die  Tangenten  und  ziehe  durch  die  drei  Fni 
derselben  einen  Kreis.  Dieser  Kreis  ist  dann  der  Centralk 
Kegelschnitts,  d.  h.  der  dem  Kegelschnitte  concentrische  Kreis, 
ihn  in  den  Scheiteln  berührt.  Das  Centrum  desselben  ist 
gleich  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.     Der  2.  Brennpunkt  1 

•)  Bcsnnt:  Conio  Sectiuiis  pnf;.  25S.  N.  38.  (far  die  Ellipse), 
Stuincr  (G«iscr,):  pag.  £3.  und  pag.  1  S6. 
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der  Verbindungslinie  des  ersten  Brennpunktes  mit  dem  Centrum,  in 
demselben  Abstände  von  letzterm,  als  der  erste.  Der  Durcbmesser 
des  Centralkreises  ist  die  grosse  Axe  des  Eegelscbnitts. 

B.  Die  Art  des  Kegelschnitts  wird  durch  die  Lage  des  gegebe- 
nen Punktes  zum  Gentralkreis  bedingt,  und  zwar  ist  derselbe  eine 
Ellipse,  wenn  der  gegebene  Punkt  innerhalb  des  Centralkreises,  eine 
Hyperbel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  desselben  liegt,  und  eine  Pa- 
rabel, wenn  der  Kreis  zur  Geraden  wird.  Will  man  daher  die  Aen- 
derung  der  Art  des  Kegelschnitts  bei  der  Drehung  der  einen  Tan- 
gente untersuchen,  so  braucht  man  nur  die  Lage  des  Punkt<)s  F  zum 
Centralkreise  zu  betrachten. 

In  Fig.  1.  seien  AB^  BC  und  AC  die  gegebenen  Tangenten  und 
F  der  gegebene  Punkt.  Man  fälle  also  von  F  aus  auf  die  Tangenten 
Senkrechte;  die  Fusspunkte  dieser  seien  ü,  V  und  TT.  Wird  nun 
die  Tangente  BC  um  den  Punkt  D  gedreht,  so  ändert  hierbei  auch 
V  seine  Lage,  und  da  Wkl.  D  VF  =  R  ist,  so  bewegt  sich  V  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  um  DF\  die  beiden  andern  Fusspunkte  U  und 
W  bleiben  fest  liegen.  Verbindet  man  D  mit  -4,  dem  Schnittpunkte 
der  beiden  festen  Tangenten,  und  schneidet  AD  den  Kreis  um  DF 
noch  in  (?,  so  ist  UFWGA  ein  Sehnenfünfeck  mit  AF  als  Durch- 
messer; ausserdem  ziehe  man  noch  UW^  so  dass  es  den  Kreis  um 
DF  in  E  und  //  schneidet. 

Die  Tangente  DB  beginne  ihre  Drehung  als  Durchmesser  des 
Kreises  um  DF  und  zwar  so,  dass  sich  V  in  der  Richtung  des  ausser- 
halb des  Kreises  um  AF  befindlichen  Bogens  FG  bewegt.  In  der 
Anfangslage  liegt  V  in  -P,  folglich  geht  der  Kreis  um  UVW  durch  1^, 
was  bei  keinem  Kegelschnitte  der  Fall  sein  kann.  Bewegt  sich 
nun  V  auf  dem  Bogen  FE^  so  bleibt  es  mit  F  noch  auf  derselben 
Seite  von  UW^  da  V  aber  aus  dem  Kreise  um  AF  heraustritt,  so 
wird  jetzt  Wkl.  UVW  ^i  UFW.  Wird  also  um  UVW  der  Kreis  ge- 
zogen, so  schliesst  dieser  den  Punkt  F  ein.  Der  Kegelschnitt  ist 
also,  so  lange  V  auf  dem  Bogen  FE  liegt,  eine  Ellipse.  Kommt  V 
nach  E,  so  wird  Wkl.  UVW^O^  oder  UWV  =^  2R.  Das  Centruni 
des  Kreises  um  UWV  liegt  aber  dann  im  Unendlichen.  Der  Kegel- 
schnitt ist  in  diesem  Falle  eine  Parabel  mit  F  als  Brennpunkt  und 
UWV  als  Scheiteltangente. 

Durchläuft  nun  V  den  Bogen  EG^  so  tritt  es  auf  die  andere 
Seite  von  UW^  bleibt  aber  jetzt  immer  noch  ausserhalb  des  Kreisen 
um  AF,  d.  h.  Wkl.  UVW  ist  jetzt  <  UAWy  mithin  auch  Wkl. 
UVW+UFW<C2R,  Wenn  man  also  um  UVW  den  Kreis  be- 
schreibt, so  bleibt  F  ausserhalb  desselben.  Der  Kegelschnitt  ist  aber 
dann  eine  Hyperbel. 
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Liegt  V  in  (7,  so  gehen  nach  Constniction  die  3  Taugenten  durch 
einen  Punkt;  dann  ist  aber  kein  Kegelschnitt  möglich. 

V  bewegt  sich  nun  bei  der  Drehung  der  Tangenten  weiter  auf 
dem  Bogen  GH  und  kommt  somit  in  den  Kreis  um  AF  zu  liegen, 
folglich  wird  jetzt  Wkl.  UVW+  UFW'>  2E.  Der  Kreis  um  UVW 
schliesst  also  den  Punkt  F  in  sich  ein;  der  Kegelschnitt  ist  aber  d^nn 
wieder  eine  Ellipse. 

Bei  H  tritt  derselbe  Fall  ein,  wie  bei  E-,  Wkl.  UVW  ist  ^  2/2, 
der  Kegelschnitt  ist  also  wieder  eine  Parabel  und  zwar  dieselbe, 
wie  bei  E. 

Durchläuft  nun  V  den  Bogen  HF^  so  tritt  es  wieder  auf  die  an- 
dere Seite  von  UW-j  da  es  aber  immer  noch  innerhalb  des  Kreises 
um  AF  liegt,  so  ist  Wkl.  UVW>  UFW]  F  liegt  also  ausserhalb 
des  Kreises  um  UVW,  Der  Kegelschnitt  ist  also  hier  wiederum  eine 
Hyperbel. 

Es  treten  also  bei  der  Drehung  der  Tangente  DCB  säramtliche 
Kegelschnitte  auf,  und  zwar  in  geordneter  Reihenfolge,  nämlich: 

1.  kein  Kegelschnitt  (bei  F)^  5.  kein  Kegelschnitt  (bei  G)^ 

2.  Ellipse  (von  F  bis  E),  6.  Ellipse  (von  G  bis  H), 

3.  Parabel  (bei  E),  7.  Parabel  (bei  H), 

4  Hyperbel  (von  E  bis  G)^  8.  Hyperbel  (von  H  bis  F). 

Nehmen  die  Fusspunkte  U  und  W  andere  Lagen  zum  Kreis  um 
DF  ein,  als  in  dem  eben  betrachteten  Falle,  so  treten  die  Kegel- 
schnitte in  ähnlicher  Weise  auf,  nur  ist  ihre  Reihenfolge  dann  oft 
anders,  und  in  gewissen  Fällen  fehlen  einzelne  Kegelschnitte. 

C.  Wie  bewegt  sich  bei  dieser  Drehung  das  Centrum  des  Kegel- 
schnitts? Um  das  Centrum  des  Kegelschnitts  zu  finden,  hat  man 
nach  A  vom  gegebenen  Punkte  aus  Senkrechte  auf  die  Tangenten  zu 
fällen  und  zu  den  Verbindungslinien  der  Fusspunkte  dieser  Mittel- 
senkrechte  zu  ziehen ;  der  Schnittpunkt  der  letzteren  ist  der  verlangte 
Mittelpunkt.  Da  nun  aber  bei  der  Drehung  einer  Tangente  die  bei- 
den andern  und  mithin  auch  die  Fusspunkte  der  Senkrechten  auf 
diese  fest  liegen  bleiben,  so  ist  die  Mittelsenkrechte  zur  Verbindungs- 
linie der  letzteren  der  geometrische  Ort  für  das  Centrum  des  Kegel- 
schnitts. Bewegt  sich  nun  V  auf  dem  Kreis  um  BF  (Fig.  1.),  so 
werden,  nach  der  Lage  der  Punkte  U  und  W  zu  diesem  Kreise, 
durch  die  Mittelsenkrechten  zu  UV  und  VW  verschiedene  Kegel- 
schnitte eingehtült.  Liegt  z.  B.  der  Fusspunkt  U  ausserhalb  des 
Kreises  und  fT  innerhalb,  so  entstehen  durch  die  Mittelsenkrechten 
zu  UV  und  WV  eine  Hyperbel  und  eine  Ellipse.    Diese  beiden  Kegel- 
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schnitte  haben  den  betreffenden  Punkt  U  oder  W  und  das  Centrum 
des  Kreises  zu  Brennpunkten  und  den  Radius  ÜDF)  zur  grossen  Aze. 

Es  werde  nun  zunächst  der  Fall  betrachtet,  dass  die  beiden  Fuss- 
punkte  U  und  W  ausserhalb  des  Kreises  um  DF  liegen.  Es  entstehen 
also  dann  durch  die  Mittel  senkrechten  auf  UV  und  WV  zwei  Hyper- 
beln. Nach  der  Lage  der  Mittelsenkrechten  auf  UW  zu  den  zwei 
Hyperbeln  können  nun  hier  wieder  3  Fälle  unterschieden  werden. 
Dieselbe  kann  nämlich  1.  zwei,  2.  einer,  und  3.  keiner  Hyperbcl- 
tangente  parallel  sein,  und  zwar  jenachdem  UW  oder  die  Verlängerung 
hiervon  den  Kreis  um  DF  schneidet,  berührt  oder  ausserhalb  des- 
selben liegt. 

Im  1.  Falle  (Fig.  2.),  wenn  also  UW  den  Kreis  in  E  und  H 
schneidet,  ist  die  Mittelsenkrechte  zu  C/ IT  parallel  denen  zu  UE  und 
UH  oder  WE  und  WH,  In  beiden  Fällen  liegt  sie  aber  ausserhalb 
der  betreffenden  Tangenten,  sie  kann  also  nur  je  einen  Ast  der  Hy- 
perbeln schneiden.  Auf  dieser  beiden  Hyperbeln  gemeinsamen  Sehne 
können  nun  aber  keine  Schnittpunkte  mit  Hyperbeltangenten  liegen, 
mithin  kann  sich  auch  das  Centrum  des  Kegelschnitts  nicht  auf  der- 
selben befinden.  Das  Centrum  durchläuft  also  in  diesem  Falle  die 
ganze  Mittelsenkrechte  zu  UW  mit  Ausnahme  der  Hyperbelsehne, 
und  zwar  zweimal,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  wenn  man  die  Bewegung 
der  Tangente  BC  verfolgt. 

2.  (Fig.  3.)  Bertlhrt  UW  oder  die  Verlängerung  den  Kreis  um 
DF  in  E,  so  geht  dann  die  Mittelsenkrechte  zu  C/W  zwei  Asymptoten 
parallel;  sie  schneidet  daher  beide  Hyperbeln  nur  in  einem  und  dem- 
selben Punkt.  Das  Centrum  durchläuft  also  jetzt  zweimal  das  ein- 
seitig begrenzte  Stück  der  Mittelsonkrechten  zu  UW,  welches  ausser- 
halb der  Hyperbeln  liegt. 

Im  3.  Falle,  wo  also  die  Mittelsenkrechte  zu  UW  keiner  Hy- 
perbeltangente parallel  sein  kann  (Fig.  4.),  durchschneidet  diese  dann 
beide  Aeste  der  Hyperbeln.  Das  Centrum  kann  also  in  diesem  Falle 
nur  die  zwischen  den  Hyperbelästen  gelegene  Strecke  der  Mittelsenk- 
rechten zu  UW  zweimal  durchlaufen. 

Die  Schnittpunkte  der  Mittelsenkrechten  zu  UW  mit  einer  der 
Hyperbeln  sind  als  Schnittpunkte  zweier  Mittelsenkrechten  zu  den 
Verbindungslinien  der  Fusspunkte  (C/,  F,  W)  zugleich  Punkte  der 
andern  Hyperbel;  die  Hyperbeln  schneiden  sich  also  auf  der  Mittel- 
senkrechten zu  WU  Hieraus  geht  der  Lehrsatz  hervor :  Haben  zwei 
Hyperbeln  einen  Brennpunkt  gemeinsam  und  gleiche  grosse  Axen,  so 
geht  die  Mittelsenkrechte  zur  Verbindungslinie  der  andern  Brenn- 
punkte durch  die  Schnittpunkte  der  Hyperbeln. 
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In  dem  folgenden  Falle  seien  die  beiden  festen  Punkte  ü  und  W 
innerhalb  des  Kreises  um  DF  gelegen  (Fig.  5.). 

Schneidet  UW  den  Kreis  wieder  in  E  und  if,  so  liegt  die  Mittel- 
senkrechte zu  UW  in  diesem  Falle  zwischen  den  parallelen  Mittel- 
senkrechten zu  WH  und  WE  oder  UH  und  ÜE,  Letztere  sind  aber 
Tangenten  zweier  Ellipsen,  welche  das  Centrum  des  Kreises  als  ge- 
meinsamen und  U  oder  W  als  je  zweiten  Brennpunkt  und  den  Ra- 
dius (iDF)  zur  grossen  Axe  habe».  Die  Mittelsenkrechte  zu  UW 
schneidet  also  die  Ellipsen.  Das  Ceutrum  durchläuft  wieder  diese 
Mittelsenkrechte  zweimal,  mit  Ausnahme  der  Ellipsensehne. 

Der  oben  für  Hyperbeln  aufgestellte  Satz  gilt  also  auch  für  zwei 
Ellipsen,  welche  jene  Bedingungen  erfüllen. 

Tritt  endlich  der  Fall  ein,  dass  sich  einer  der  Fusspunkte  U  und 
W  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  des  Kreises  um  DF  befindet,  so 
liegt  dann  die  Mittelsenkrechte  zu  UW  ausserhalb  zweier  paralleler 
Ellipsen  und  innerhalb  zweier  paralleler  Hyperbeltangenten,  sie  kann 
also  weder  die  Ellipse  noch  die  Hyperbel  schneiden.  Das  Centrum 
durchläuft  also  dann  die  ganze  Mittelsenkrechte  zu  UW  zweimal. 
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Miscellen. 


1. 

Beitragr  zur  Trigonometrie« 

Gegeben  sei  das  Dreieck  ABC^  dessen  Seiten  AB  =«  c,  BC  =  a, 
CA  =  i,  und  die  Winkel  bezeichnen  wir  mit  dem  griechischen  Buch- 
staben der  Ecke.  Projiciren  wir  nun  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
in  die  dritte  Seite,  so  erhalten  wir: 

icosy-|-cco8/5  =  a 

cco8«4"«cosy  =  h  (1) 

Diese  Gleichungen  geben  uns  Relationen  an,  denen  die  Seiten  und 
Winkel  eines  beliebigen  Dreiecks  genügen  müssen,  somit  enthalten 
sie  die  Auflösung  eines  Dreiecks  aus  drei  Bestimmungsstücken. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  können  wir  nämlich  ableiten:  1)  durch 
Elimination  der  Seiten,  2)  durch  Elimination  einer  Seite  und  des 
gegenüberliegenden  Winkels,  3)  durch  Elimination  zweier  Winkel 
neue  Relationen,  welche  uns  in  Gleichungsform  die  allgemeinen  Be- 
dingungen darstellen,  denen  die  Seiten  und  Winkel  jedes  Dreiecks 
genügen  müssen.    Wir  wollen  nun  diese  Relationen  entwickeln. 

1)  Die  Elimination  der  Seiten  gibt 

—  1      cosy    cos/3 


cosy     — 1     cosa 
cosjS    cos«     — 1 

welche  Gleichung  wir  auch  schreiben  können 


=  0,  (2) 


m^m^mt^^ 


oder 

somit 
oder 

d.  h. 
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COS*«  +  co8*/3  +  co8*y + 2  COS  «  COS  /?  COS  y  —  1  =  0 
(cos  y  +  cos  «  cos  ß)^  =  (1  —  COS^«)  (1  —  cos*iJ), 

— cosy  =  cos o cos /3  — sin  «sin p 
cos(«— y)  =  cos(«  +  /3), 

7t  ==5  €C~]-ß'{'y. 
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(3) 


Die  Gleichung  (2)  gibt  uns  somit  die  allgemeine  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Winkeln  des  Dreiecks,  nämlich  dass  ihre  Summe  zwei 
Kechte  beträgt. 

2)  Die  Elimination  einer  Seite  und  des  gegenüberliegenden  Win- 
kels z.  B.  tf,  y,  oder  c,  cosy  gibt: 


cos  a      a  —  b 

cosj3      h  — a 

—  1       0      acosß-^-bcosct 


=  0, 


(4) 


oder  entwickelt  nach  den  Elementen  der  zweiten  Colonne: 


a 


cos|3  — a 

—  1         rtCOS/J+ÄCOSor 


-H 


cosa 


—  b 


—  1       rtCOs/3-f-5cosa 


=  0 


daher 


oder  durch  weitere  Ausführung 

aHl  —  cos^jJ)  —  i«(l  —  cos^a)  =  0, 

a  b 

sin«      sin/j 
Die  Elimination  von  a  und  cos«  würde  ergeben 


b                    C 

sin  ß       sin  y' 

somit  ist 

a             b            c 

sina       sinjS       siuy 

(5) 


welches  uns  den  bekannton  Sinussatz  lie/ert,  nämlich  durch  Gleichung 
ausgedrückte  allgemeine  Bedingung  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln 
eines  Dreiecks,  dass  der  grösseren  Seite,  ein  grösserer  Winkel  gegen- 
überliegt. 

3)  Die  Elimination  zweier  Winkel  z.  B.  a,  ß  oder  cosa,  cosß 
gibt  eine  Relation  zwischen  einem  Winkel  und  den  Seiten  des  Drei- 
ecks, nämlich: 
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6     a 

—  c 

Och  cos  y  —  o 

-0 

oder 

c    0     a  cos  y  —  h 

h 

a     c 

b     a     0 

0 

c     a  1  4- 

0     c     b 

cosy  =»  0, 

c 

0     b 

c     0      a 

aus  welcher  Gleichung  wir  cosy 

herechncn  köunen,  uäniHch: 

b     a     c  \ 

0     c     a 

cosy  = 

c     0     b 

b     a     0 

']• 

0     c     b 

' 

c     0     a 

(6) 


(7) 


Entsprechcud  würden  wir  die  Ausdrücke  für  cos«  und  cos/3  bekom- 
mou.    Da  nun 


b 

a 

c 

0 

c 

a 

c 

0 

b 

=  c(ft2  +  «2_^2)^ 


\b 
0 
C 


a 
c 
0 


0 
b 
a 


=  2abc 


(8') 


ist,  so  können  wir  die  Gleichung  (7)  schreiben  mit  Kürzung  von  c 

—  (Ä«+a2  -  c^)  +  2abcosy  =  0, 

woraus  sich  ergibt 

c^  =^  a^^b^  —  2ahcosy.  (8) 

Entsprechend  würden  wir  bekommen  durch  Elimination  von  cos^, 
cosy,  dann  von  cosy,  C08j3 

d^  =r  b^-\-  c-  —  2bc  cos  a 

h^  =  c^-j-a^— 2caco8j5 

Die  Gleichung  (8)  gibt  uns  den  bekann  ton  Carnot'schen  Lehrsatz, 
welcher  uns  in  Gleichungsform  die  allgemeine  Bedingung  z^vischen 
den  Seiten  des  Dreiecks  ausdrückt,  nämlich  dass  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  ist  als  die  dritte  Seite. 

Somit  haben  wir  erkannt,  dass  das  System  (1)  die  drei  allgemei- 
nen Bedingungen  zwischen  den  Winkeln  und  Seiton  eines  Dreiecks 
ausdrückt,  dass  wir  somit  aus  drei  gegebeneu  Stücken  (wegen  (3) 
muss  wenigstens  eine  Seite  gegeben  sein)  das  Dreieck  auflösen  d.  i. 
mittelst  (1)  oder  dessen  Ableitung  [(3),  (5),  (8)]  die  übrigen  drei 
Stücke  berechnen  oder  geometrisch :  aus  drei  Bestimmungsstücken  das 
Dreieck  construiren  können. 


Agram,  März  1878. 


E.  Zahradnik. 
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2. 

Correctionsgrewiehte. 

Um  bei  feinsten  Gewichtsbestimmungen  die  Wägungsresultate  auf 
den  allein  massgebenden  Fall  der  Wäguug  in  einem  von  jeder  schwe- 
ren Materie  freien  Raum  zu  reduciren,  ist  neben  der  Kenntniss  der 
Ausdehnungsverhältnisse  der  Stoffe,  aus  denen  einerseits  die  zu  wä- 
genden Objecto  und  andrerseits  die  in  Gebrauch  genommenen  Ge- 
wichte bestehen,  die  der  Luftschwere  erforderlich,  wie  sie  grade  zur 
Zeit  der  Wägung  stattfand.  Das  jeweilige  Gewicht  der  atmosphäri- 
schen Luft  in  einem  Baume  lässt  sich  bestimmen  durch  directes  Ab- 
wiegen, dann  aber  auch  mit  grösserer  oder  geringerer  Genauigkeit 
durch  Berechnung  aus  den  Angaben  der  die  Zustände  der  Luft  in 
Bezug  auf  Zusammensetzung,  Temperatur  und  Druck  anzeigenden 
Instrumente.  Ein  drittes  Verfahren,  welches  die  wenigsten  Umstände 
machen  und  dabei  die  sichersten  Resultate  liefern  dürfte,  ist  das  von 
mir  in  Vorschlag  gebrachte  der  indirecten  Wägung  der  Luft 
nüt  Hülfe  der  von  mir  construirteu  und  für  das  deutsche  Reich  pa- 
tentirten  Correctionsgewichte. 

Meine,  von  mir  so  benannten  Correctionsgewichte  sind  2  Gewichte 
von  gleicher  absoluten  Schwere,  aber  verschiedenen,  in  einheitlicher 
Beziehung  zu  einander  stehenden  Volumen*).  Ist  die  Volumendiffe- 
renz gleich  einem  Liter  und  ihr  Gewicht  im  luftleeren  Räume  je 
200  g  (die  beim  Patentamte  eingereichte  Zeichnung  stellte  solche  als 
Beispiel  dar),  so  wird  nach  dem  archimedischen  Princip  im  lufterfüll- 
ten Räume  der  grössere  Körper  genau  so  viel  leichter  erscheinen,  als 
das  Gewicht  des  von  ihm  mehr  als  von  dem  kleineren  Körper  aus 
der  Stelle  gedrängten  Liter  Luft  beträgt.  Die  Gewichtsdifferenz  ist 
zugleich  das  augenblickliche  Luftgewicht,  dessen  Kenntniss  zur  Cor- 
rectur  der  Wägungsresultate  eben  erforderlich  ist. 

Eine  Gorrectur  ist  bei  feinen  Wägungen  aber  bekanntlich  des- 
halb unerlässlich,  wenn  sie  eine,  der  hohen  Empfindlichkeit  der  zu 
wissenschaftlichen  Untersuchungen  benutzten  analytischen  Wagen  ent- 
sprechende Genauigkeit  haben  sollen,  weil  die  Wägungen  allemal  zum 
Zwecke  der  Massenbestimmung  oder  Massenvergleichung  vorgenommen 
worden,  die  Wage  aber  nur  den  Druck  bestimmen  und  vergleichen 
lässt,  den  ein  Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt  und  der  durch  den 
Auftrieb  der  Luft  je  nach  der  Dichte  dieser  und  der  Grösse  der 
Körper  mehr  oder  weniger  aufgehoben  wird.  Bei  Stoffen  von  dem- 
selben oder  dem  der  angewandton  Gewichte  nahezu  gleichem  spec. 


*)  Patentanspruch. 
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Gewichte  wird  der  Gewichtsverlust  unberücksichtigt  bleiben  können, 
weil  er  zu  jeder  Zeit  auf  beiden  Seiten  der  Wage  derselbe  sein  wird. 
Bestimmt  man  aber  z.  B.  unter  Anwendung  von  Messinggewichten 
die  Masse  eines  Kilogramm  Wasser,  so  wird  der  Fehler,  falls  man 
den  Luftauftrieb  ausser  Acht  lässt,  über  1  g  betragen  mit  Schwan- 
kungen bis  zu  50  mg  in  ungünstigen  Fällen,  welche  ihre  Ursache  in 
dem  wechselnden  Gewicht  der  Luft  haben.  Letzteres  lässt  sich  in 
jedem  einzelnen  Falle  für  den  Moment  der  Wägung,  aber  wohl  am 
bequemsten  und  zuverlässigsten  durch  meine  Correctionsgewichte 
feststellen. 

Der  grössere  Körper  meiner  (messingnen)  Correctionsgewichte 
mit  1  1  Volumendifferenz  und  200  g  Gewicht,  welcher  in  Form  eines 
umgekehrten,  abgestumpften  Kegels  hohl  anzufertigen  und  des  wech- 
selnden Luftdrucks  wegen,  wie  überhaupt  zu  vergrösserter  Wider- 
standsfähigkeit innerlich  gehörig  zu  versteifen  ist,  und  dessen  Masse 
beziehentlich  Höhe,  oberem  und  unterem  Durchmesser  ich  als  13,11 
und  9  cm  angenommen  hatte,  findet  bequem  auf  meinen  Wagen  für 
200  g  Platz  und  lässt  deren  Empfindlichkeit  —  0,000  001  der  mittle- 
ren Belastung  —  eine  Bestimmung  des  Luftgewichts  bis  auf  Zehntel 
Milligramme  zu.  Den  Instrumenten,  die  die  Spannung,  die  Tempe- 
ratur, den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  angeben,  reihen  sich  meine 
Correctionsgewichte  in  Bezug  auf  das  Gewicht  der  Luft  an,  und 
werden  sie  tiberall,  wo  die  Kenntniss  der  Luftschwere  notwendig  ist, 
wie  zur  Correctur  der  Wägungsresultate  die  besten  Dienste  leisten. 

Die  Figur  zeigt  die  Correctionsgewichte  in  \  Grösse,  das  hohle 
Gewicht  zur  Hälfte  im  Durchschnitt  dargestellt.  Sie  sind  von  Mes- 
sing, vergoldet,  je  200  g  schwer,  Volumendifferenz  =11  und  haben 
die  Form  eines  umgekehrten,  abgestumpften  Kegels,  a  ist  der  Hohl- 
raum, welcher  mit  Blei  und  Aluminium  angefüllt  wird. 

Alfred  Theod.  Heinr.  Verbeck, 

Mechaniker  in  Löbtau-Dresden. 


3. 
Zur  Sammirung  der  Reihe 


0  n\ 

Diese  Summe  ist  der  Coefficient  von  V^  in  der  Entwicklung  von 
e«  nach  Potenzen  von  t    Es  ist: 
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Miscellen, 

«•' 

= 

1 

0 

nl 

1 

0 

0 

0  n! 

^1   onI^2!   on!^'"w!   oml    ' 


Setzt  man  y  =  c« ,   so  ist  yo  ==*  ^  'i'^cl 


dy 
also 


^y     J  t        t 


U)o  ~  '• 


Aus  der  vorsteheudeu  Gleichung  ergiebt  sieb: 


also 


Hieraus: 
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4140e   etc. 


Kiel,  den  9.  Decbr.  1877.  Ligowski. 
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4. 
Eine  partielle  Blfferentlalgrleiebang. 

Ein  leichtes  üebungsbeispiel  für  Integration  bietet  folgende  par- 
tielle Differentialgleichung: 

dhb  8tt  du 

dxdy      '^     ^  dx  dy 

Dividirt  man  durch  5-»  so  kommt: 

ox 

Dies  integrirt  giebt: 

logg^  =//(M)öw+log<p'(a;) 

wo  der  letzte  Term  willkürliche  Function  von  x  ist.     Hieraus  erhält 
man: 

g^  =  q>'(x)eff(u)du 

oder 

und  nach  neuer  Integration: 

B.  Hoppe. 
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CCXLVII. 


Methode  und  Principien. 

Die  Ausdehuuügslehre  von  18  U  oder  Die  lineale  Ausdehuungs- 
lehre  ein  ueuer  Zweig  der  Mathematik  dargestellt  und  durch  An- 
wendungen auf  die  übrigen  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  auf  die 
Statik,  Mechanik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Erystallonomie 
erläutert  von  Hermann  Grassmann.  Zweite,  im  Text  unverän- 
derte Auflage.    Mit  1  Tafel.    Leipzig  1878.    Otto  Wigand.  301  S. 

Der  Verfasser  will  durch  einige  Einführungen  zu  einer  einfachem, 
mehr  harmonischeu  Gestaltung  der  Elemente  der  Mathematik  und  der 
genannte  Zweige  gelangt  sein.  Als  Summe  von  Punkten  betrachtet 
er  ihren  Schwei-punkt,  als  Productc  von  2,  3,  4  Punkten  bzhw.  die 
Yerbindungsstrecke,  die  Dreiecksfläche,  den  Tetraederinhalt,  als  Pro- 
ducte  von  Linien  und  Ebenen  deren  Schnitte.  Bei  Vertauschung  der 
Factoren  müsse  das  Vorzeichen  beider  gewechselt  werden.  Der  Winkel 
soll  erst  im  2.  Teile  vorkommen,  der  noch  zu  erwarten  ist.  Da  das 
Buch  in  1.  Auflage  bereits  genügende  Aufmerksamkeit  und  Würdigung 
erfahren  hat,  so  möchte  es  überflüssig  sein  die  Frage,  ob  es  einen 
wirklichen  Fortschritt  enthalte,  aufs  neue  zu  beleuchten.  Wenn  je- 
mand sich  lieber  mit  Symbolen  als  mit  eigentlichen  Grössen  und  Ge- 
bilden beschäftigt,  so  müssen  wir  ihm  das  als  Geschmackssache  über- 
lassen, jeden  Versuch  aber  damit  einen  Einfluss  auf  den  Elementar- 
unterricht zu  üben  als  verderblich  bezeichnen. 

H. 
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Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Algebra  für  die  oberen  Klassen  der  Mittelscholcu. 
Von  Dr.  F.  J.  Studnivka,  o.  ö.  Professor  der  Mathematik  an  der 
k.  k.  Universität  zu  Prag.  Mit  11  Figuren  in  Holzschnitt.  Prag  1878. 
Ed.  Gr^gr.    212  S. 

Das  Lehrbuch  ist  für  3  Classen  der  Oberabteilung  der  Mittel- 
schulen, von  unten  herauf  wieder  mit  erster  beginnend,  bestimmt, 
und  der  Lehrstoff  auf  je  2  Semester  verteilt.  Der  Verfasser  ent- 
wickelt im  Vorwort  seine  Ansicht,  der  gemäss  er  einer  Anzahl  The- 
mata eine  veränderte  Stellung  im  Lehrcursus  gegeben  habe.  Den 
binomischen  Satz  will  er  in  die  Anfangsgründe  der  Potenzlehre  auf- 
genommen wissen.  Sollte  man  hiernach  erwarten,  dass  er  eine  so  leicht- 
fassliche  Methode  gefunden  habe,  den  Satz  in  voller  Allgemeinheit 
für  den  betreffenden  Standpunkt  zum  Verständniss  zu  bringen,  so  giebt 
uns  die  Ausführung  Aufschluss  nach  ganz  anderer  Seite  hin.  Gleich 
im  Anfang  ist  es  auffällig,  dass  manche  sehr  allgemeine  Begriffe  ohne 
Erklärung  als  geläufig  vorausgesetzt  werden.  Bald  aber  übersteigt 
die  Hinwegsetzuug  über  die  pädagogischen  Erfordernisse  alles  Mass. 
Operationen  mit  Summen-  und  Productzeichen  werden  unbedenklich 
wie  in  der  Aualysis  vollzogen,  Erklärung  und  Anleitung  geht  nicht 
voraus.  Sollten  die  nötigen  Vorkenntnisse  in  der  Unterabteilung  der 
Mittelschule  erworben  sein,  so  müssteu  die  Schüler  derselben  auf  Uni- 
versitäten studirt  haben.  Bei  einem  so  unbedachten  Zuwerkegchen 
erklärt  es  sich  freilich,  dass  auch  der  binomische  Satz  in  den  Ele- 
menten der  Potenzlehre  Platz  finden  konnte.  Der  Verfasser  will  da- 
gegen die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  von  den  Elementen  fem 
halten,  weil  zu  deren  Bewältigung  ein  reiferes  Urteil  nötig  sei.  Da- 
bei ist  aber  nicht  beachtet,  dass  die  Theorie  der  Kettenbrüche  kein 
vollendetes  Ganze  ist,  von  dessen  Bewältigung  schlechthin  die  Rede 
sein  könnte.  Sofern  die  Kcttenbruchdarstellung  gemeiner  Brüche  zur 
Ermittelung  des  gemeinsamen  Factors  von  Zähler  und  Nenner  dient, 
lässt  sie  sich  mit  der  Lehre  von  den  Brüchen  sehr  wol  mit  Nutzen 
verbinden  und  wird  durch  die  leichte  Anwendung  verständlich.  Um 
nicht  durch  sie  das  Pensum  der  Arithmetik  beschweren  zu  müssen, 
geben  manche  Lehrbücher  die  Reduction  der  Brüche  unvollständig, 
vielleicht  aus  gleichem  Grunde  die  Addition  der  Brüche  ganz  mangel- 
haft. Dennoch  will  der  Verfasser  nicht  bloss  die  Leliro  von  den  De- 
cimalbrüchen,  was  gewiss  ganz  berechtigt  ist,  sondern  auch  die  von 
den  gewöhnlichen  Brüchen,  ausschliesslich  auf  die  Unterabteilung  ver- 
weisen. Dann  fragt  man  doch,  ob  er  dabei  jenen  dürftigen  Unterricht 
im  Sinne  hat,  tind  ein  Bedürfniss  in  der  Oberabteilung  darüber  hin- 
aus zu  gehen  nicht  kennt.    Ferner  empfiehlt  der  Verfasser  die  Auf- 
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nähme  der  Lehre  vou  den  complexen  Zahlen,  die  Anfange  der  Deter- 
mioantenlehre  und  des  Gebrauchs  vou  Symbolen.  Die  einzelnen  Ab- 
teilungen des  Lehrbuchs  behandeln  die  niederen,  die  höheren  Rech- 
nungsarten, die  complexen  Zahlen,  die  Logarithmen,  die  Verhältnisse 
und  Proportionen  nebst  Benutzung  in  der  national  -  ökonomischeu 
Arithmetik,  die  Gleichungen  1.  und  2.  Grades,  die  arithmetischen  und 
geometrischen  Reihen  ersten  und  ?iten  Grades,  die  Kettenbrüche,  die 
Complexionen  (Combinationsrechnung)  und  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Die  Logarithmen  sind  nicht  etwa  bloss  aus  didaktischem 
Grunde  von  den  Rechnungsarten  getrennt,  sondern  bei  den  Inversionen 
geradezu  vergessen,  und  es  wird  ausdrücklich  die  sich  natürlich  er- 
gebende Zahl  der  Rechnungsarten  auf  G  angegeben.  Die  geometri- 
schen Reihen  n  ten  Grades  sind  nach  Analogie  der  arithmetischen  er- 
dacht ohne  ersichtliche  Anwendung.  Von  Anfang  bis  Ende  lindet  sich 
keine  Spur  von  methodischer  Berücksichtigung  des  Fassungsvermögens 
der  Schüler  Der  Verfass.u-  beabsichtigt  mit  der  Herausgabc  des 
gegenwärtigen  Lehrbuchs  überhaupt  für  neue  Ideen  in  der  Methode 
Bahn  zu  brechen  und  würde  es  seinem  Zwecke  entsprechend  finden^ 
wenn  es  den  Anlass  böte,  dass  recht  viele  Versuche  die  Methode  zu 
bessern  ans  Licht  träten.  Obwol  diese  Absicht  sehr  anerkennenswert 
ist,  so  möchte  doch  mit  dem  Vorliegenden  schwerlich  ein  Schritt  zu 
weiterer  Nachfolge  getan  sein.  H. 


Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  üebungsbeispielen.  Von  Adolf 
Sicken berger,  Studienlehrer  am  k.  Ludwigs-G3^mnasium  in  München. 
ZwTite  Auflage.    München  1878.    Theodor  Ackermann.    180  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  228.  litterarischen  Bericht  S.  33.  besprochen. 
In  der  zweiten  ist  als  Vermehrung  zu  nennen,  dass  die  Multiplication 
und  Division  der  gemeinen  Brüche  ausführlicher  behandelt,  und  das 
Princip  der  Mischungsrechnung  auf  Terminrechnung  ausgedehnt  ist. 
Ausserdem  sind  in  den  Aufgaben  Fehler  berichtigt,  und  in  einigen 
unwichtigen  Punkten  Verbesserungsvorschläge  berücksichtigt.  Die 
Aufgaben  sind  dieselben  geblieben.  H. 

Decimalbrüche  nebst  einigen  Andeutungen  über  abgekürztes  und 
praktisches  Rechnen  für  Gymnasien,  Realschulen,  Seminarien  und  Ele- 
mentarschulen. Von  Dr.  Eisenhuth.  Halle  1878.  Buchhandlung 
des  Waisenhauses.    67  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Lehre  von  den  Decimalbrüc^en  für  den 
Standpunkt  der  untern  Glassen  vollständig  und  mit  Zuziehung  aller 
Umstände,  welche  beim  elementaren  Rechnen  zustatten  kommen,  mit 
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Ausführlichkeit,  Sorgfalt  und  exactem,  verständliehem  Ausdmcu 
Unterscheidend  aber  ist,  dass  hier  die  Becimalbrüche ,  sowie  irder 
Erklärung  als  auch  in  allen  Herleitungen  und  Beweisen,  aus  den  ge- 
meinen Brüchen  hervorgehen.  Warum  der  Verfasser  diesen  beschwer- 
lichen Weg  gewählt  hat,  ist  im  Vorwort  nicht  ausgesprochen,  so  dass 
man  nicht  umhin  kann  zu  vermuten,  er  habe  die  in  den  meisten 
neueren  Lehrbüchern  befolgte  Methode,  welche  die  Decimalbruch- 
rechnung  durch  Ausdehnung  des  Becimalprincips  ohne  alle  Reflexion 
auf  gemeine  Brüche  entwickelt,  überhaupt  nicht  gekannt.  Doch  diese 
brauchte  er  kaum  gekannt  zu  haben;  die  eigene  Erfahrung  beim  Be- 
arbeiten des  Buchs  mussto  ihm,  wie  man  denken  sollte,  die  einfachere 
Methode  an  die  Hand  geben;  denn  jeder  der  umständlichen  Beweise 
lässt  es  in  die  Augen  fallen,  dass  die  Brüche  im  gewöhnlichen,  all- 
gemeinen Sinne  darin  ein  überflüssiges  Element  und  einzige  Ursache 
der  Umständlichkeit  sind.  Die  hier  gewählte  Methode  ist  indes  nicht 
bloss  beschwerlich,  sondern  auch  mit  Nachteilen  für  den  Erfolg  ver- 
bunden. Auffallend  ist  schon,  dass  die  Einführung  der  Nennerform 
ziemlich  unmotivirt  erscheint  und  ihr  Grund  wol  vielen  Anfängern 
kaum  deutlich  werden  kann.  Wichtiger  aber  ist  es,  dass  die  Decimal- 
bruchrechnung  sich  so  dem  Schüler  nicht  in  ihrer  natürlichen  £ia- 
fachheit  darstellt,  dass  daher  der  Unterricht  nicht  dazu  dienen  kann 
ihr  Eingang  im  Volke  zu  schaffen,  vne  es  bei  dem  Reichs -Mass- 
und Münzsystem  gewünscht  werden  muss.  Dieser  letztgenannte  Ge- 
sichtspunkt hat  andere  Bearbeiter  dazu  bestimmt  das  Pensum  der 
Decimalbrüche  vor  das  der  gemeinen  Brüche  zu  setzen,  woraus  dann 
die  Methode  selbstverständlich  folgte.  Hiervon  ist  gewiss  kein  Grund 
wieder  abzugehen.  Möchlcn  wir  dcmi  ein  in  diesem  Sinne  mit  dem 
Gaben  und  dem  Fleisse  des  Verfassers  bearbeitetes  Lehrbuch  be- 
sitzen. H. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  für  Untergymnasien  und  ver- 
wandte Lehranstalten.  Von  Jos.  Schräm,  Professor  am  Communal-, 
Real-  und  Obergymnasium  in  Mariahilf.  Wien  1878.  Alfred  Holder. 
115  S. 

Das  hier  Vorgetragene  ist  eine  Anschauungsichre;  in  dieserEigeen- 
Schaft  nimmt  das  Buch  eine  hervorragende  Stelle  ein.  Vor  allem 
muss  die  vollkommene  Originalität  der  Bearbeitung  anerkannt  werden ; 
sie  lehnt  sich  an  kein  früheres  Erzeugniss  ähnlichen  Inhalts  an ;  alles 
ist  selbstdurchdacht,  die  Methode  mit  eigner  Erfindsamkeit  dem  Zwecke 
entsprechqjid  frei  gewählt.  Besondern  Wert  erhält  aber  diese  Eigen- 
schaft durch  den  Tact  und  die  Umsicht,  welche  sich  in  der  Wahl  des 
Lehrstoffs  und  in  der  Behandlungsweise  kund  giebt;  der  Lehrstoff 
bleibt  bei  reicher  Entfaltung  immer  in  den  Grenzen  eines  vom  Schüler 


i 
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beherrschbaren  Gebiets,  und  in  der  Bchandlungsweiso  ist  das  Bedttrf- 
niss  einer  ihm  leicht  zugänglichen  Begründung  sorgfältig  berücksick- 
tigt.  Hierzu  kommt  die  Einfachheit  und  Genauigkeit  des  Ausdrucks, 
welche  im  Ganzen  waljet.  Einige  Ausstellungen  mögen  zum  Schluss 
verspart  werden ;  für  jetzt  sei  Tadellosigkeit  vorausgesetzt,  indem  wir 
mit  Bezugnahme  auf  folgende  Aeusserung  dos  Verfassers  im  Vorwort 
auf  die  Frage  eingehen,  ob  durch  eine  derartige,  noch  so  vorzügliche 
Anschauungslehre  der  Zweck  des  matbomatischon  Elementarunterrichts 
erfüllt  werden  kann.  Er  sagt:  .„Auf  die  Zustimmung  solcher  Leser, 
welchen  die  Euklidische  Methode  für  Unterrichtszwecke  volle  Befrie- 
digung gewährt,  werden  die  leitenden  Ideen  des  Verfassers  verzichten 
müssen,  denn  sie  werden  hier  die  jener  Methode  eigentümlichen  star- 
ren. Formen  der  Demonstration,  welche  uns  historisch  tiberkommen, 
aber  keineswegs  mit  dem  Wesen  der  Geometrie  notwendig  verknüpft 
sind,  schwer  vermissen."  Schon  öfters  in  verschiedenen  Zeiten  ist  die 
hier  ausgesprochene  Meinung  zu  Tage  getreten,  die  Euklidische  Me- 
thode würde  nur  darum  festgehalten,  weil  man  sich  vom  üeberkomme- 
uen  nicht  losmachen  könnte,  ihre  Mängel  nicht  in  Betracht  gezogen 
und  sich  nie  darüber  Rechenschaft  gegeben  hätte,  ob  ihre  Eigentüm- 
lichkeit dem  Wesen  der  Geometrie  entsprechend,  notwendig  für  den 
Unterricht  wäre.  Jedesmal  ward  die  Behauptung  leichtfertig  hinge- 
worfen; auch  der  Verfasser  des  Gegenwärtigen  denkt  nicht  daran  sie 
zu  begründen;  es  fällt  ihm  nicht  ein,  dass  die  Unaufmerksamkeit  eben- 
sogut auf  seiner  Seite  liegen  kann,  und  nach  dem  Grunde  zu  fragen, 
warum  bis  heute,  wo  die  freieren  methodischen  Ideen  hinreichend  be- 
kannt sind,  und  es  ihnen  au  Einfluss  nicht  gefehlt  hat,  doch  im  ganzen 
die  Euklidische  Form  noch  bewahrt  und  cultivirt  wird  selbst  von  Sol- 
chen, die  selbständig  in  der  Reform  der  Methode  vorgehen.  Der  Sinn 
des  Gegensatzes,  den  der  Verfasser  macht,  wird  durch  die  Ausführung 
unzweifelhaft  Frühere  Bearbeitungen,  welche  es  an  Begründung  fehlen 
Hessen,  gaben  noch  der  Deutung  Raum,  als  ob  es  sich  um  deren 
grösseren  oder  geringeren  Wert  handelte.  Diese  will  der  Verfasser 
nicht  beeinträchtigen;  nur  die  Verkettung  der  Sätze  nach  ihrer  Be- 
weisfähigkeit ist  die  starre  Form,  die  er  als  nicht  notwendig  bei  Seite 
setzt.  Durch  die  hier  entfaltete  Methode  wird  also  der  Schüler  nicht 
bloss  orientiirt  in  jenem  kleinen  Gebiete  elementarer  Gebilde  und  in 
die  Lage  versetzt  dieselben  zu  beobachten  und  ihre  Eigenschaften  zu 
Studiren,  sondern  es  gelangen  auch,  dass  lässt  sich  annehmen,  die  im 
Lehrbuch  berührten  Sätze  zu  wirklicher  Evidenz.  Wird  er  aber, 
nachdem  ihn  die  Kunst  des  Lehrers  an  aller  Schwierigkeit  des  Be- 
weissuchens  vorbeigeführt  und  mit  dem  Einblick  in  die  Werkstättc, 
Dämlich  eben  jene  Verkettung  der  Beweise,  verschont  hat,  je  in  den 
Stand  gesetzt  werden  die  Leitung  des  Lehrers  zu  entbehren?  Von 
Anfang  bis  Ende  hat  er  nur  gelernt  alles  Wissen  durch  Figurbetrach- 
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tong  ZU  gewinnen,  alles  ist  ihm  sofort  oder  nach  geringer  üeber- 
legung  sicher  erschienen.  Hat  er  also  keinen  andern  geometrischen 
Unterricht,  so  wird  er  nur  überall  ein  gleiches  tun  wollen;  die  Fälle 
bieten  sich  bald  genug,  wo  ihn  die  Figurbetra^tnng  irre  leitet;  als- 
dann aber  fehlt  ihm  jedes  Mittel  sich  Klarheit  zu  verschaffen,  und  er 
gelangt  nie  zu  einem  siegesgowissem  Vertrauen  zu  seinem  Verstände. 
Mit  einem  Worte,  die  logische  Fähigkeit  bleibt  unentwickelt;  diese 
wird  nur  durch  Uebcrwindung,  nicht  durch  Vermeidung  der  Schwie- 
rigkeit erworben,  und  um  sie  zu  entwickeln  und  im  Bewusstsein  zu 
erhalten,  ist  die  logische  Coutinuität  unentbehrlich  und  darf  nicht  so 
sehr  verdeckt  werden,  als  es  in  der  Anschauungslehre  durch  die  Menge 
der  Betrachtungen  geschieht.  Mit  dem  Vorstehenden  wird  nicht  be- 
hauptet, dass  die  Anschauungsichre  überhaupt  für  den  geometrischen 
Unterricht  ungeeignet  sei,  wol  aber  gezeigt,  wie  sie  durchaus  unzu- 
reichend ist  dessen  Zweck  zu  erfiillon.  Nicht  alle  Bearbeiter,  die 
von  ihr  Verwendung  machen,  haben  sie  so,  wie  der  Verfasser  er- 
klärtermassen  es  tut,  nn  die  Stelle  der  Euklidischen  Methode  setzen 
wollen;  vielmehr  ist  auch  der  Versuch  gemacht,  von  ihr  aus  in  die 
letztere  einzulenken.  In  solchem  und  violleicht  manchem  andern  Sinne 
lässt  sich  ihre  Aufstellung  wol  rechtfertigen.  Das  Lehrbuch  behan- 
delt nach  einander  die  Gerade,  die  Kreislinie,  den  Winkel,  die  Pa- 
rallelen, das  Dreieck,  Viereck,  Vieleck,  die  Kreisfläche,  die  centrische 
Lage,  centrische  Gebilde,  die  symmetrische  Lage,  symm.  Gebilde,  die 
Projection,  Eigenschaften  geschlossener  Figuren,  die  Flächengleich- 
heit, Verwandlung  und  Teilung,  Längen mossung,  Flächenmessung,  Pro- 
portionalität, die  ähnliche  Lage,  die  Congruenz,  die  Aehnlichkeit. 
Hierauf  folgt  eine  Sammlung  von  Ucbungsaufgaben,  eine  Anweisung 
des  geometrischen  Bestecks  und  2  alphabetische  Verzeichnisse,  der 
Fremdwörter,  abgeleitet  und  verdeutscht,  und  der  im  Buche  erklärten 
Ausdrücke.  Man  sieht,  dass  dor  gewöhnliche  Lehrstoff  vollständig 
einbegriffen  ist.  Nicht  alles  ist  bewiesen,  sogar  einiges  aus  höheren 
Zweigen  ohne  Beweis  angeführt.  Bemerkenswert  ist,  dass  z.  B.  bei 
den  Congruenzsätzen  die  Beweise  ersetzt  werden  durch  die  vorher 
gelösten  entsprechenden  Constructionsaufgaben.  Im  Anfang  ist  eini- 
ges, wiewol  verschwindend  weniges,  selbst  vom  Gesichtspunkt  der  An- 
schauungslehre zu  tadeln.  Was  über  entgegengesetzte,  sich  aufliebende 
Bewegungen  gesagt  ist,  ist  zum  Verständniss  unzulänglich,  sogar  con- 
fus.  Erst  bedeutet  „Strecke"  absolut  den  Abstand,  mithin  ist  AB 
und  BA  nur  eine  und  dieselbe  Strecke;  bald  darauf  heissen  dieselben 
entgegengesetzte  Strecken,  die  sich  aufheben,  und  unmittelbar  nach- 
her wieder  wird  bei  Addition  der  Strecken  keine  Rücksicht  hieranf 
genommen.  Die  Erörterung  des  Gegenstands  war  unzweifelhaft  not- 
wendig; dann  aber  musste  sie  auch  zur  Klarheit  gefördert  werden; 
einerseits  durfte  keine  Zweideutigkeit  bestehen;  die  Strecke  miisst« 
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gleich  anfangs  und  dnrcbweg  im  Sinne  einseitiger  Richtung  erklärt 
und  gebraucht  werden-,  andrerseits  durfte  der  Satz  nicht  fehlen,  dass 
AB+BC+CD-^-DE  bei  jeder  Lage  der  Punkte  «  ÄE  ist,  wenn 
CS  sich  um  Addition  von  Strecken  handelt.  Die  Sache  wiederholt  sich 
bei  andern  Gebilden  und  wird  da  ebeuso  dürftig  behandelt  Ferner 
ist  es  eine  untlberlegte,  CoUision  schaftende  Einführung,  dass  das 
Wort  „Strahl"  die  unbegrenzte  Gerade  mit  2  Richtungen  bezeichnen 
soll,  was  weder  mit  dem  sonstigen  Gebrauch  noch  mit  den  vulgären 
Vorstellungen  stimmt.  Der  Strahl  (radius,  rayon)  geht  immer  von 
einem  Punkte  (Lichtquelle)  aus.  Auch  ist  kein  ßedürfhiss  für  den 
Namen  in  jenem  Sinne.  „Gerade"  bezeichnet  eine  Eigenschaft  der 
Linie,  die  mit  den  Grenzen  nichts  zu  tun  hat.  Eine  Gerade  schlecht- 
hin ist  daher  immer  eine  unbegrenzte.  Der  zweite  Name  für  dieselbe 
Sache  ist  vom  üobel.  In  manchen  Punkten  ist  die  Terminologie  hier 
correcter  als  in  vielen  Lehrbüchern.  „Kreis"  statt  „Kreisfläche"  zu 
sagen,  lässt  jedoch  der  Verfasser  zu,  weil  der  Sinn  aus  dem  Zusam- 
menhang erhelle.  Ueberlegt  man  aber,  dass  nach  richtigen  Bencn- 
nungsgrundsittzen  nur  die  Linie  „Kreis"  lieissen  kann,  dass  dies  auch 
mit  dem  vulgären  Sinne  stimmt,  und  dass  die  gesammte  Kreislehre 
mit  Ausnahme  der  Flächenmessung  bloss  von  der  Linie  handelt,  so 
muss  es  als  Torheit  erscheinen,  um  der  Abkürzung  in  den  wenigen 
Fällen  willen  den  Doppelsinn  des  kurzen  Wortes  tiberall  hindurchzu- 
schleppen. Au  dem  Misbrauch  ist  hier  Euklid  schuld,  der  ja  für  das 
Gegenwärtige  keine  Autorität  ist.  H. 

Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie  für  den  Schulgebrauch.  Von 
Johann  Karl  Becker,  Professor  der  Mathematik  und  Physik  am 
Gymnasium  in  Wertheim  am  Main.  Erstes  Buch:  Das  Pensum  der 
Tertia  und  Untersccuuda.  Planimetrie,  erste  Stufe.  Mit  90  in  den 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.    Berlin  1877.    Weidmann.    148  S. 

Dieses  Lehrbuch  bildet  den  2.  Teil  des  Gesammtwerks  „Lehr- 
buch der  Elementar-Mathematik"'  dessen  1.  Teil,  enthaltend  die  Arith- 
metik, im  244.  litt.  Ber.  S.  41.  besprochen  worden  ist.  In  noch  nä- 
herer Beziehung  aber  steht  es  zu  der  Schrift:  „Die  Elemente  der 
Geometrie  auf  neuer  Grundlage  etc.",  worüber  ebenda  S.  40.  Die  in 
jener  entwickelten  und  durchgeführten  Grundsätze  sind  jetzt  in  der 
Bearbeitung  eines  wirklichen  Schulbuchs  in  Anwendung  gebracht. 
Hier  wie  dort  wird  der  unmittelbaren  Evidenz  vor  der  durch  Beweis 
gewonnenen  der  Vorzug  gegeben ,  doch  lässt  sich  der  Verfasser  zu 
keiner  Einseitigkeit  verleiten.  Charakteristisch  sind  in  dieser  Be- 
ziehung zwei  Aeusserungen  (nicht  im  Vorwort,  sondern  an  die  Schüler 
gerichtet),  fürstlich,  viele  Sätze,  die  des  Beweises  nicht  bedürften, 
f&uden  sich  gleichwol  unter  den  bewiesenen  Lehrsätzen,   weil  es  an 
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sich  von  Wichtigkeit  sei,  die  Sätze  als  Folgen  von  einander  zn  ver- 
stehen. Demgemäss  zeigt  auch  die  ganze  Bearbeitung,  dass  das  Er- 
lernen der  mathematischen  Logik  als  ein  wesentliches  Ziel  des  Unter- 
richts betrachtet  worden  ist.  Dass  dies  bei  der  genannten  Bevor- 
zugung erkannt  ist,  zeugt  von  grosser  Umsicht.  Zweitens  wird  den 
Schülern  vorgehalten,  dass  man  bei  oberflächlicher  Betrachtung  oft 
etwas  als  selbdtverständlich  ansieht,  was  nicht  einmal  allgemein  wahr 
ist.  Aus  diesem  Grunde  sei  es  „üblich'^  die  Axiome  auf  die  kleinst 
mögliche  Zahl  zu  beschränken.  Factisch  hat  auch  der  Verfasser  es 
ratsam  gefunden,  ein  gleiches  zu  tun.  Was  ist  nun  mit  „oberfläch- 
licher Betrachtung^'  gemeint?  Soll  es  eine  accidentelle  Schwäche  be- 
zeichnen, die  bei  gehöriger  Achtsamkeit  zu  vermeiden  wäre?  Wie  der 
Verfasser  wiederholt  an  die  Grenzen  des  philosophischen  Gebiets 
streift,  aber  stets  zur  rechten  Zeit  innehält,  wo  ein  Mehreres  der 
Einsicht  nicht  förderlich  sein  würde,  so  auch  hier,  doch  geschieht  es 
diesmal  an  einer  sehr  schlüpfrigen  Stelle.  In  der  Tat  wird  durch  den 
leicht  hingeworfenen  Tadel  seine  Meinung  scheinbar  gerettet,  eigent- 
lich sei  die  Beschränkung  der  Axiomenzahl  ganz  unnötig.  Ist  denn 
aber  je  eine  Betrachtung  von  Seiten  der  Schüler,  ist  diejenige,  zu 
der  das  Lehrbuch  anleitet,  nicht  oberflächlich?  Das  allein  macht  es 
ja  möglich,  Anfänger  von  der  Richtigkeit  der  Axiome  zu  überzeugen, 
dass  sie  schon  bei  oberflächlicher  Betrachtung  einleuchten,  eine  tiefe 
Betrachtung  darf  niemand  voraussetzen.  Das  Axiom  III.  ist  ein 
schlagender  Belog  dafür:  „Durch  jeden  Punkt  einer  Ebene  geht  zu 
jeder  nicht  durch  ihn  gehenden  Geraden  in  derselben  immer  eine  und 
nur  eine  Parallele".  Dieser  Satz  wird  vielleicht  bei  sehr  oberfläch- 
licher, nicht  eben  achtsamer  Betrachtung  selbstverständlich  scheinen. 
Dabei  ist  er  erfahrungsmässig  allgemein  wahr,  sogar  apodiktisch  rich- 
tig, letzteres  aber  nur  auf  Grund  von  Eigenschaften  der  Ebene,  die 
nicht  auf  der  Hand  liegen.  Es  ist  für  den  Schüler  kein  Gnind  er- 
sichtlich, warum  die  zweite  Gerade  bei  Drehung  von  der  Parallele 
aus  sofort  auf  einer  von  beiden  Seiten  die  erste  schneiden  müsste. 
Der  Verfasser  baut  also  selbst  auf  eine  nicht  nur  oberflächliche,  son- 
dern auch  unachtsame  Betrachtung,  wenn  er  dem  Satze  unmittelbare 
Evidenz  zuschreibt.  Sein  Ausspruch,  von  dem  wir  ausgingen,  hat 
demnach  eine  durchgängige,  nicht  auf  Fälle  von  momentanem  Lapsus 
beschränkte  Gültigkeit.  Nicht,  wenn  einmal  die  Betrachtung  ober- 
flächlich ist,  sondern,  weil  sie  bei  unmittelbarem  Einleuchten  stets 
nur  oberflächlich  sein  kann,  ist  man  der  Gefahr  ausgesetzt  für  selbst- 
verständlich zu  halten,  was  nicht  einmal  allgemein  wahr  ist.  Die 
unmittelbare  Evidenz  der  Axiome  ist  nichts  als  ungeprüfte  Meinung, 
mithin  eine  ganz  falsche  Rechtfertigung  für  sie.  Diesen  Umstand  hat 
der  Verfasser  in  seiner  überall  bewiesenen  und  höchst  woltuenden 
Offenheit  verraten,  aber  sehr  geschickt  wieder  verhüllt.    Die  wirkliche 
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Rechtfertigung  der  Axiome  ist  nicht  schwer  zu  finden,  doch  brauchen 
wir  darauf  nicht  einzugehen,  weil  der  Verfasser  seiner  nicht  haltbaren 
Ansicht  in  der  Bearbeitung  keine  Folge  gegeben  hat  Der  Vortrag 
charakterisirt  sich  durch  eine  ungewöhnliche  Ausführlichkeit;  doch 
steht  darin  jedes  Wort  an  seiner  Stelle,  und  wird  jedes  Thema  in 
einer  Weise  behandelt,  die  keine  Frage  ttbrig  lässt  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitung  und  Grundbegriffe,  ebene  Figuren  aus  2 
und  3  Geraden,  Vierecke  und  Vielecke,  Vergleichung  der  Vielecke 
nach  Fläche  und  Umfang,  metrische  Relationen  zwischen  Strecken, 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke,  Berechnung  des  Kreises.  H. 


Geometrische  Gonstructions- Aufgaben.  Herausgegeben  von  Dr. 
H.  Lieber,  Oberlehrer  an  der  Friedrich  Wilhelmsschule  (Realschule 
Iter  Ordnung)  in  Stettin,  und  F.  von  Lühmann,  Oberlehrer  am 
Progymnasium  in  Gartz  a.  0.  Vierte  Auflage.  Mit  einer  Figuren- 
tafel.   Beriin  1878.    Leonhard  Simion.    185  S. 

Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  folgende:  Dreiecks-  und  Vierecks- 
Constructions- Aufgaben,  vermischte  Aufgaben,  Kreis- Aufgaben,  Ver- 
wandlungs-  und  Teilungs-Aufgaben,  Aufgaben  welche  durch  algebrai- 
sche Analysis  zu  lösen  sind  —  und  3  Anhänge:  Aufgaben  für  Coor- 
dinatenmethode,  Aufgaben  zur  Einübung  des  goldenen  Schnitts,  geo- 
metrische Oerter.  Die  Sammlung  ist  ungemein  reichhaltig;  es  möchte 
darin  wol  keine  bis  jetzt  entdeckte  Art  von  Interesse  übergangen  sein. 
Manche  Arten  sind  überhaupt  alle  Fälle  erschöpfend,  und  dann  in 
grösst  möglicher  Abkürzung  zusammengestellt.  Zum  Teil  sind  die 
blossen  Data  in  Zeichen  aufgeführt,  zum  Teil  Anleitungen  und  Be- 
merkungen, sei  es  gemeinsam  für  eine  Art  oder  auch  für  die  einzelne 
Aufgabe,  beigefügt.  Die  successiven  Auflagen  unterscheiden  sich  wenig: 
von  der  dritten  an  ist  der  Anhang  über  Oerter  hinzugekommen,  in 
der  vierten  sind  statt  der  meisten  frühern  Auflösungen  Analysen  ge- 
geben. Die  Figuren  sind  mit  gutem  Grunde  zum  grössten  Teil  den 
Schülern  zu  zeichnen  überlassen.  H. 


Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes.  Zum 
Gebrauche  bei  Vorlesungen  und  zum  Selbststudium.  Von  C.  Pre- 
diger, Professor  an  der  Königl.  Bergakademie  zu  Clausthal.  Mit 
26  lithographirten  Tafeln.    Clausthal  1878.    C.  A.  Loewe.    355  S. 

Das  Buch  ist  sichtlich  mit  Fleiss  bearbeitet  und  zeugt  von  einem 
genügenden  Sachverständnisse  doch  lässt  sich  ein  festes  Ziel,  ein  be- 
stimmender Gedanke,  ein  durchgehender  Charakter  darin  nicht  wol 
erkennen.    Da  es  hauptsächlich  für  Techniker  bestimmt  ist,  so  erklärt 
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sich  wahrscheinlich  die  besondere  Wahl  des  Lehrgangs  in  allen  ein- 
zelnen Punkten  durch  des  Verfassers  Erfahrungen  und  mag  darin  ihre 
Rechtfertigung  finden.  Es  setzt  beim  Leser  den  Willen  voraus,  den 
Gegenstand  gründlich  zu  studiren,  nicht  aber  diejenige  allgemeine  Auf- 
fassung der  Aufgabe  der  Geometrie  zu  gewinnen,  welche  die  wissen- 
schaftliche Analysis  fordert.  Es  ist  dies  eine  Beschränkung,  dio  sich 
in  den  Anfangsgründen  kund  giebt  und  durch  keine  Fortsetzung  des 
Studiums  über  die  beobachteten  Grenzen  hinaus  würde  gehoben  wer- 
den können.  Die  Grenzen  des  Lehrstoffs  lassen  sich  einigermasseu 
aus  'den  Inhaltstiteln  entnehmen:  Coordinatensysteme ,  Gleichungen 
des  Punkts,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene,  Determinanten,  Pro- 
jectionen,  Aufgaben  über  die  gerade  Linie  und  die  Ebene,  Transfor- 
mationen der  Coordiuaten,  geometrische  Oerter,  Flächen  der  2.  Ord- 
nung, im  allgemeinen,  specielle  Betrachtungen  über  sie,  ihre  Berüh- 
rungsebenen, Normalen,  Normalebenen,  Polarebenen  und  Kreisschnitt«, 
Classification  und  Transformation  numerischer  Gleichungen,  Erzeugung 
der  Flächen  durch  die  Bewegung  einer  Linie.  Differential-  und  In- 
tegralrechnung soll  nicht  ausgeschlossen  sein,  findet  aber  natürlich 
kaum  nennenswerte  Anwendung.  H. 


Vermischte  Schriften,  Zeitschriften. 

Nouvelle  Correspondance  Mathematiciuc,  redigeo  par  Eugene 
Catalan,  ancien  eleve  de  T&ole  Polytechnique,  Docteur  6s  science«, 
Professeur  ü,  Tuniversite  de  Liege*;  avec  la  collaboration  de  MM. 
Mausion,  Laisant,  Brocard,  Neuberg  et  ifcdouard  Lucas. 
Tome  IV.    Liege  1878.    E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  Hälfte  des  Bandes  au  Abhandlungen  ist 
folgender. 

E.  Lucas:  Ueber  die  Theorie  der  einfach  periodischen  nume- 
rischen Functionen.    (Fortsetzung.) 

.  E.  Catalan:  Ueber  das  Problem  der  Parteien. 

E.  Dubois:  Von  einigen  Eigenschaften  der  EUipsenbogcn. 

H.  Van  Anbei:  Note  betreffend  die  Mittelpunkte  der  über  den 
Seiten  eines  beliebigen  Vielecks  construirten  Quadrate. 

H.  Brocard:  Noten  über  verschiedene  Artilicl  der  N.  C.  (Fort- 
setzung.) 

P.  Mansion:  Ueber  das  Fermat'sche  Theorem.  (Bemerkung 
des  Redact.) 
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C.  Le  Paige:  Ueber  eine  Transformation  von  Determinanten. 

G.  doLongchamps:  Ueber  die  Functionen  Uu^  F»  von  E,  Lucas. 

E.  Catalan:  Sätze  von  Smith  und  Mansion. 

E.  Dowulf:  Note  über  die  Frage  173.    (Betreffend  ein  Dreieck 
aus  gleichseitig-hyperbolischen  oder  parabolischen  Bogen.) 

J.  Neuberg:  Einige  Eigenschaften  des  Dreiecks. 

E.  Catalan:  Ueber  die  Methode  der  Isoperimeter. 

H.   Brocard:    Elementare    Bemerkungen    über    das    Peersche 
Problem. 

E.  Lucas:  Ueber  ein  Grundprincip  der  Geometrie  und  Trigo- 
nometrie. 

C.  Lc  Paige:  Ueber  einen  Satz  von  Mausion. 

F.  Proth:  Eigenschaft  der  Zahlen  von  der  Form  60:4- 1. 

C.  de  Polignac:  Arithmetischer  Satz. 

H. 


Nieuw   Archief  voor   Wiskunde.     Decl   IV.     Amsterdam   1878. 
Weytingh  en  Brave. 

Der  Inhalt  ist  folgender. 

P.  M.  Heringa:   Betrachtungen  über  die  Theorie  der  Capillar-. 
Erscheinungen. 

H.  Onnen:  Bemerkungen  betreffend  die  wesentlichen  Gleichungen 
der  ebenen  Curven. 

N.  L.  A.  W.  Gravelaar:  Eine  besondere  Gleichung. 

J.  D.  C.  M.  de  Roos:  Einiges  über  gekoppelte  Krückenbewegung 
(Bewegung  verbundener  Stangen). 

G.  J.  Michaelis:  Bemerkungen  über  die  Theorien  der  elektro- 
dynamischen Erscheinungen  von  Weber,  Riemann  und  Clausius. 

Kleinere  Mitteilungen. 

W.  Mantel:  Beantwortung  der  Preisfrage  N.  12.  über  die  Teil- 
barkeit durch  eine  Primzahl  und  die  Gliederzahl  der  Periode. 

G.  A.  Oskamp:  Beantwortung  der  Preisfrage  Nr.  3.  Bewegung 
einer  an  einem  aufgerollten  Faden  aufgehängten  Kugel. 

G.  A.  Oskamp:  Beantwortung  der  Preisfrage  Nr.  12. 

D.  Bierens  de  Haan:  Einiges  über  die  „Theorie  des  fonctions 
de  variables  imaginaires  par  M.  Maximilien  Marie".  (Fortsetzung, 
Schluss.) 
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T.  J.  Sticltjes  Jr:  Eins   und  das   andre   über  das   Integral 
1 
fir{x+u)du. 

0 

P.  H.  Schonte:  Die  Erzengang  von  Curven  mittelst  projectivi- 
scher  Curvonbündel. 

C.  L.  Landr^:  ücber  Polyeder. 

F.  J.  van  den  Berg:  lieber  die  angenäherte  Roctification  eines 

Kreisbogens. 

H. 
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CXLII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fortschritte,  die,  d.  Physik  im  J.  1873.  29.  J.  Eed.  v.  B. 
Schwalbe.    2.  Abth.    Berlin,  G.  Reimer.    13  Mk.  50  Pf. 

Jahrbuch  üb.  d.  Fortschritte  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrt- 
manu,  F.  Müller,  A.  Wangerin.  8.  Bd.  J.  1876.  1.  Hft.  Ber- 
lin, 6.  Reimer.    6  Mk. 

Reis,  F.,  das  Telephon  u.  sein  Aofrufapparat  nach  seiner  histor. 
Entwickelg.  u.  seiner  pract.  Anwendg.    Mainz,  von  Zabem.    1  Mk. 

Rothlauf,  B.,  d.  Mathematik  zu  Platon's  Zeiten  u.  seine  Be- 
ziehungen zu  ihr,  nach  Platon's  eigenen  Werken  u.  d.  Zeugnssn. 
älterer  Schriftsteller.    Jena,  Deistung.    1  Mk.  60  Pf. 

Schlegel,  Y.,  Hermann  Grassmann.  Leipzig,  Brockhaus.   2Mk. 

Terrier,  L.,  Galilei.    Basel,  Schweighauser.    1  Mk.  20  Pf. 

Lehrbücher  y  Sammlungen  und  Tabellen. 

Adam,  W.,  arithmet.  u.  algebraisches  Uebungsbuch  m.  ausge- 
führten Mnsterbeisp. ,  2000  Aufgaben  enth.  Neuruppin ,  Petrenz. 
1  Mk.  60  Pf. 

Baltzer,  R.,  d.  Elemente  d.  Mathematik.  2.  Bd.  5.Afi.  Leip- 
zig, Hirzel.    6  Mk. 
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obersten  Klassen  höherer  Lehranst.  1.  Tbl.  Aufgaben.  4.  Afl. 
Leipzig,  Koch.    3  Mk.  60  Pf. 

Mehl  er,  F.  G.,  Hauptsätze  d.  Elementar-Mathematik  z.  Gebr. 
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beim  Vortrage  d.  Experimental-Physik.  Abtb.:  Strahlenbündel,  Re- 
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Im  Verlage  der  Oran'schen  Bachhandlang  in  Bayreuth  ist, 
tm  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten,  erschienen  und  in  allen 
uchhandlnngen  zu  haben: 

Die  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Planimetrie  zusammen- 
gestellt Yon  Prof.  Fr.  HoroBann.  Mit  182  Figuren,  gr.  8^. 
cart.    1  Mk.  50  Pf. 

Zusammenstellung  der  wiehtigsten  Figuren  aus  dem  Gebiete  des 
mathematischen  Unterrichts  von  Prof.  Fr.  Hoftnann.  Mit 
436  Figuren,    gr.  8».    cart.    2  Mk. 

Aufgaben  aus  der  niederen  Arithmetik.  Bearbeitet  von  Prof. 
Fr.  Hoftnann.    3.  Aufl.    gr.  8<>.    br.    1  Mk.  20  Pf. 


Im  Verlage  von  L.  Brill  in  Darmttadt  sind  soeben  erschienen: 

nebst  Anwendung  auf  die 
)br.  u.  analyt.- 
ifgaben;  elem. 
beh.  y.  Prof.  Dr.  H.  Dölp. 
In  zweiter  Auflage  bearbeitet  von  TF.  Soldan,  Bealschuldirector 
Giessen.    Preis  2  Mark« 


rv  §         av       A  %  A  nebst  Anwen 

lie  DetermiB&nten  ^r. 


In  meinem  Verlage  erschien  soeben: 

Hurtiis^  H.  C.  E.9 

Profeaeor  »n  der  KÖBigsttdiUcben  Bealaohule  in  Berlin, 

lathematische  Aufgaben 

zum  Gebrauche 

in  den 
obersten  Classen  h5herer  Lehranstalten« 

Aus  den  bei 

Abiturienten  -Prflftingen 

an  preussischen  Gymnasien  und  Realschulen  gestellten  Aufgaben 

ausgewählt  und 

mit  HInzufflgung  der  Besultate  (ü.  Theil) 

zu  einem  Uebungsbuche  vereint 

Erster  Theil:  Aufgaben.   Geh.  Preis  3  Mk.  60  Pf. 

Yierte  Auflage. 
[Freiexemplare  behufs  Einführung  stehen  gern  zu  Diensten. 

Leipzig.  C.  A«  Kocli's  Verlagsbuchhandlung. 


In  mcinotn  Verlage  ist  hcote  erschienen: 

Handbuch 

der 

Kugelfunctionen, 

Theorie  und  Anwendungen, 

von 

Br.  E.  Heine, 

ordentlichem  Professor  der  Mathematik  aa  der  vereinigieii 
Friedrichs-Universität  HaUe-Wittenberg. 

Erster  Baaid« 

Zweite  umgearbeitete  und  vermehrte  Aullage. 

Preis:  8  Mark. 

Berlin,  den  20.  Jnni  1878.  G.  Reimer. 
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Verlag  von  Friedrich  Yiewegr  und  Sohn  in  Braunschweig. 

(Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung.) 

Fünfstellige 

logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln. 

Herausgegeben  von 

Dr.  0.  Schlömilch,  Königl.  Sachs.  Geheime  Hofrath  und  Professor  etc. 

Galvanoplastische  Stereotypie.    Wohlfeile  Schulausgabe. 
Sechste  Auflage.    8.    geh.    Preis  1  Mark. 


Soeben  erschienen 

STene    Auflagen 

von  Dr.  Chr.  G.  Deter's  mathematischen 

Unterrichtsbiichern ; 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetilc  und  Algebra. 

Neue  veränderte  Aufl.    Geh.    1  Mk.  60  Pf. 

Planimetrickompendium  für  Quarta,  Tertia  und  Sekunda.    Neue 
durchgesciiMie  Ausgabe.    Geh.    ä  75  Pf. 

Trigonometriekonipendinm.    Neue  durchgesehene  Ausgabe.    Geh. 

75  Pf. 
Stereometriekompendium.    Cart.    1  Mk.  20  Pf. 
Mathematisches  Formelhuch.    3.  Aufl.    Geh.    50  Pf. 
Femer  erschien  von  neuen  Werken  desselben  Verfassers: 
Differential-  und  Integralrechnung.    Geh.    1  Mk.  60  Pf. 

Zur  Einführung  dürften  sich  obige  Werke  allen  Gymnasien, 
Real-  und  Gewerbeschulen  wegen  ihrer  Brauchbarkeit  und  Billigkeit 
noch  besonders  empfehlen. 

Gr.  IJchterfelde,  Die  Verlagsbuchhandlung 

von  Johannes  Deter. 


Im  Verlage  von  Quandt  &  Händel  in  Leipzig  ist  in  neuer  Auf- 
lage erschienen: 

Lehrbuch  der  Physik, 

einschliesslich  der  Physik  des  Himmels,  der  Luft  und  der  Erde.  Ge- 
mäss der  neueren  Anschauung  und  mit  den  neuesten  Fortschritten. 
Für  Gymnasien,  Realschulen  und  ähnliche  Lehranstalten  bearbeitet 
von  Prof.  Dr.  Panl  Reis,  Gymnasiallehrer  in  Mainz.  Vierte 
verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit  287  Holzschnitten  und 
830  Aufgaben  nebst  Lösungen,  gr.  8.  XU  u.  752  S.  Preis  7  Mk.  80  Pf. 


Cvrlit!  Intdita  Coppernuana. 
XXIV. 

Inedita  Coppernicana. 


Maximilian  Curtze. 


III.    Weitere  astronomlaelie  Notlsen. 

1.  In  dorn  Quartbaude  der  UDivcrsitätsbibliothek  zu  Upsala  mit 
der  Signatur  „34,  TU.  6S"  ist  eiitbalten  der  „Almanacb  noua  plu- 
„rimis  anuis  venturis  fl  ioseruientia  per  loanncm  Stccfilerinum  ||  lustin- 
„geusem  &  lacobam  Pdaumeu  VI-  n  meusem  accuratisaimo  supputata: 
„&  toti  II  fere  Europc  dcxtro  sydore  impartita."  Auf  Blatt  16",  col.  2 
steht  das  Impressum:  „Opera  arteqj  Jmpressiöis  ||  niiritica  viri  soler- 
„tissimi  lo  H  anuis  Reger  Aiiuo  salu  {|  tis  Cbristi  domiui  149t)  ||  Idibus 
„Februarijs  lic  E-  \  phemerides  iioue  expicte  B  at(|j  absolute  sunt 
„Vlme  II  Lecter  Vale  li  I.  M.  S."  Derselbe  umfasst  520  Blatt ')  Auf 
dem  Titelblattc  dieses  Bucbcs  steht  die  Notiz: 

„Libor  Bibliotbcc^e  Varmiensis." 
Es  ist  voller  BemerkuDgcn  eines  gewissen   Hans  Garscbaw,  die 
für  die  Geschichte  des  Domcapitels  von  Ermlaud  nicht  ohne  Ititeresse 
sein  dOrften  ^),    Auf  der  letzten  leeren  Seite  der  Ephemeride  filr  das 

1)  Siehe  Hain,  Repertorium,  No.   I&0S5. 

2)  Einige  dieser  Bemerkungen  eeicn  liier  reproduciert : 

1530.  Ftbraar:  Gcrmunus  meus  Un'a.  M.  rccessit  nbbinc  versue 
Lübeck  die  G  (ebrunrü  die  Lunse  post  mcridiem  hora 
quasi  prima.  Ocmeint  ist  jedenfalls  Muuritius  Fcrber  der  nach- 
innljgo  Bischof. 

1522.  April:  Nata  est  Tili a  gcrmnni  die   10  mane  hara  circa  qaar- 

tam.     Wiibrseheinliuh    eine  Tochler  dee  epAtcr  cnvAhnlcn  Eberhar- 
dus  Ferbcr,  Bruder  ileB  Biscbofg  und  Vater  des  Domherrn  lohannea 

1Ö22.  Mai:  Cantor  AnJrcu.s  obiic  sabitanea  morte  die  ii  ante 
mcridiem  post  horam  10».  Die  Person  des  Cantor  Andreas 
war  nicht  mCglicIi  festzustellen. 

1523.  April:  Germanns  meus  du's  Manricins  electus  in  episcopnm 

die    14    aprilia,    die    martis    ante    mcridiem    hörn    qua) 
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Jahr  1530  stehen  aber  von  Coppernicus  Hand,  welche  sich  von  den 
übrigen  Notizen  deutlich  abhebt,  auch  mit  unbestritten  coppemi- 
canischen  Schriftstücken  im  Ductus  genau  übereinstimmt,  folgende 
astronomische  Notizen  aus  dem  Jahre  1537. 

„Anno  1537.  Septembris8.  Mars  in  linca  recta  capi- 
„tis  Geminorum  sequens/' 

„Eodem  anno  Octobris  10.  feria  4.    Venus  et  Saturnus 
„equaliter  distabant  ab  extrema  pede  Leonis,  Venus  pro- 
5  „cedendo,  Saturnus  sequendo." 

„Octobris  12.  manc  Venus  coniuncta  cum  oxtrema 
„pede  Leonis  ad  austrum  per  gradus  0.45." 

„Die  XVI.  mane  coniunctio  Veneris  et  Saturni  austra- 
„lior  Venus  15  gradus." 

10  „Vltima  octobris  Venus  praecessit  stellam  sextam  Vir- 
„ginis  per  gradum  1  et  plus  parum  ad  meridiem  tantum- 
„dem." 

„Nouembris  3.    Mars  antecedens  lineam  rectam  inter 
„septimam  et  octavam   Leonis   per   i  gradus,    distans   a 
15  9,Basilisco  per  ij  gradus." 

„Novembris  vij  feria  4.  Mars  sequebatur  per  digitam 
„unum  lineam  rectam  stellarum  sextae  et  octavse  Leonis 
„distans  a  Basilisco  per  gradus  ij  et  plus." 

„Eodem   Venus    prsecedens    per    0.50    lineam    rectam 
20  „Stellarum   14   et   15   Virginis   die  xij." 

„Sequonte  die  13.  mane  Mars  in  linea  recta  stellis  7 
„et  8  Leonis,  eodem  die  Venus  sequens  lineam  rectam 
„14  et  15  Virginis  CJ." 


1.  Mars  11^.  —  Venus    et  Saturnus  ||  J  et  '^.  —   4.  Venus  praßccdemlo 

Saturnus  ||  9    prendendo  "fe,  —  6.  Venus  coniuncta  ||  J  cöuicta.  —  7.  Leonis. 

11^,    —  8.  coniunctio  Veneris    et  Satnrni    |i    (^J*^.    —    10.    Venus  ||  5.    — 

stellam  II*  —  13.  Mars  ||^.  —  14.  Leonis  ||i^.  --  16.  Mnrs||(J'.  —  17- 
Zwischen  stellarum  und  sextie  hat  die  Handschrift  das  Wort  Basi- 
lisci  eingefügt.  —  Zwischen  Zeile  1  8  u.  19  steht  in  der  Hand- 
schrift durchstrichen  „Novemhris   XII  ^  sequens   in  linca  recta  stellam 

7    et    8  f)'^,  was  spftter  unter  dem  1  3.  aufgeführt  ist,  daher  passt 

in  der  folgenden  Zeile  das  Wort  eodem  nicht,  so  dass  am  Ende 
noch  die  xij   hinzugefügt  ist  — 

15S0,  Mail  Obiit    Dn^'s   Johannes    Ferber   pie    raemoric    anno    30. 
die    17    maii    die  Martis   post  meridiem.     Johannes  Ferber 
'^tarb  zu  Rom. 
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„Novembris  15  foria  V.  hora  Sf  Luna  seqt 
„lovem  per  gradus  B-^." 

2.  Dieselbe  Bibliothek  euthält  unter  der  Signatur  „W.  ] 
das  schon  von  Prowo  und  Hipler  emahnto  Bucli:  „INSTRVM 
„J  PRIMI  MOBILtS,  A'  PETRO  APIANO  ||  NVNC  PRIM 
„INVENTVM  ET  IN  LVCEM  EDITVM  ||  etc.  1  NORIME 
,^PVD  10.  PETREIVM  AMNO  MD.  xsimi."")  Dassel 
auf  dem  Titel  dio  Inschrift 

„Liber  Bibliothecat  Varmienais." 
Am  Fussende  dessctbou  steht  zugleich  folgende  Dedira 
Rheticus  an  Coppcmicus. 

„Clariasimo  viro  D.  Doctori  Nieolao 
„Copernico,  D.  prteceptori  suo 
„G.  loachimus  Rheticus  ä<t." 
Die  in  dem  Buche  betindlichcn  Notizen  sinil  nicht,    wie 
zu  glauben  scheint,  von  Rheticus,  sondern  von  Coppernicus.   C 
teüe  Bind  die  Bemerkungen  ganz  kurzer  Art,  zuweilen  nur  Hii 
auf  eine  bestimmte  Stelle  durch  Unterstreichen   einiger  W( 
Textes.    Nur  auf  Blatt  C3»  steht  am  Fussende  der  Seite  folge 
gere  Notiz. 

G.  M. 

©.    2.  33.  y  Latitudo 

D.  25.    8.  K  G.  M. 

^.    27.  39.  /  1  .  27  .  S  .  A. 
U.   13.  49.  S|  0.56.S-I>. 

S.  2a  47.  S  0.41. S.D. 

?.  11.    6.  y  1.14.M.A. 

^.  10.  14.  y  3 .  21 .  M .  A. 
fl.    9.  12.  2 

19.  a.  V.  S.  Venas  ||  UrtprOdglich  »tanci  ^.  <liei*B  : 
ist  dorchst riehen  lind  auf  dorn  Kauüc  lUfOr  ^gtsttti.  —  : 
«tellftmoi  11  •♦  -  Virginia  [|  H\.-  —  21-  »-  v.  S.  Man  ü  (J.  —  »telli 
IS.  B.  V,  S.  Leonis  ||  ^.   — 

3)  Ccber  dai  Initrumcntnm  primi  moblli«  Apian'i  ■ 
E&itncT,  QcBchichie  der  Mathematik  Bd.  1.  S.  b7B— 3BI. 

fibcr  dflB  Torliegcndc  Exemplar  Proive,  Mittheit  a  ngen  ans  Sc 
■  chen  Archiven  etc.  S.  13.  Ho.  VI.  bei  dem  die  Jahrcsiabl  fllsehl 
laDtct,  (owie  Hipler,  Analeeta  Warmieniia  S.  59—60  Anm. 
aber  hier  nur  abicbreibt,  iras  Prowe  am  angefahrten  Orte  mitgtleilt  1 

SS 
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Die  fragliche  Schrift  enthält  wie  mir  Herr  Professor  Dr.  Brahns 
in  Leipzig  gütig  mitgeteilt  hat,  die  Daten  eines  Horoscopes.  £s  ist 
bis  jetzt  leider  nicht  gelangen,  die  verschiedenen  Angaben  fftr  ein 
Jahr  zu  vereinigen,  wie  doch  für  ein  Horoscop  verlangt  wird.  Viel- 
leicht ist  dasselbe  auf  Goppernicus  selbst  bezüglich,  was  interessant 
genug  wäre  näher  zu  untersuchen.  Hier  haben  wir  klar  und  nett  zum 
ersten  Male  einen  schriftlichen  Beweis,  dass  Goppernicus  auch  die 
Astrologia  iudiciaria  nicht  verschmähet  hat.  Einige  astrologisch-medi- 
cinische  Notizen  von  seiner  Hand  habe  ich  ja  schon  früher  in  den 
Reliquiae  Goppernicanaß  veröffentlicht. 

Der  Anfang  des  Instrumentum  primi  mobilis  bildet  be- 
kanntlich eine  Art  Goniometrie,  bezüglich  Trigonometrie.  Hier  hat 
sich  Goppernicus  die  einzelnen  auseinandergesetzten  Operationen  auf 
dem  Rande  zu  schnellerem  Finden  notiert.  So  steht  auf  Bltt  a^^*  mit 
Rot  geschrieben:  „circuli  sinuum."  Auf  Bltt.  b^  schreibt  Gop- 
pernicus zn  den  Worten  „Propone  tibi  tabulam  hie  sequen- 
„tem^'  hinzu  „Prius  posita  est'^,  nämlich  auf  den  vorhergehenden 
Seiten;  ebendaselbst  Zeile  5  verbessert  er  „0  grad.  22  minut'*^  am 
Rande  in  „0  grad.  34  minut".  Auf  Bltt.  c^^  steht  untereinander 
zu  Zeile  7 — 8:  „1.  Ex  arcu  sinum";  zu  Zeile  15:  „2.  Ex  sinu 
„arcum";  zu  Zeile  22:  „3.  Ex  arcu  sinum  versum"  und  auf  dem 
andern  Rande  „Sinus  versus^^  Zu  Zeile  26:  „4.  Ex  sinu  versu 
„arcum''.  Zu  Zeile  31:  5.  Arcus  propositus  chordaß."  Auch 
sonst  finden  sich  noch  hie  und  da  ähnliche  Bemerkungen.  In  dem- 
selben Buche  ist  auch  zuerst  ediert  die  Astronomia  Gebri  filii 
Alfla.  Dieser  Teil  des  Bandes  ist  paginiert,  und  hier  finden  sich  die 
Bemerkungen  häufiger.  Besonders  hat  Goppernicus  sich  alle  diejeni- 
gen Stellen  notiert,  in  welchen  Geber  gegen  Ptolomseus  und  dessen 
Theorie  ankämpft,  da  sie  ihm  natürlich  ungemein  anmuten  mussten. 
Gleich  unter  dem  Titel,  unter  die  Worte  GEBRI  FILH  AFLA  steht 

die  Notiz: 

„Egregii  calumniatoris  Ptolomsei" 

Seite  2,  Zeile  26  steht  auf  dem  Rande  „Gur  Ptolom^us  erra- 
„verit";  ebenso  sind  auf  Seite  3  die  Worte:  Et  errauit  in  in- 
ventione   ...   capituli  8  tract.  9.  unterstrichen,  auf  dem  Rande 

steht  „?  et  ^";  Seite  110  zu  den  Worten  „Et  sestimauit  Pto- 
„lomeus  quod'^  fügt  er  hinzu  „Reprehendit  Ptolomseum";  Seite 
112 — 113  sind  die  beiden  letzten  Zeilen  und  die  erste  unterstrichen 

und  auf  Seite  113  hinzugefügt:  „Longitudinos  longiores  $  ^^  $ 
„iuxta  Ptolomseum"  und  Seite  117,  Zeile  3:  „Longitudo  lon- 
„gior  iuxta  Gebrum."  Auf  Seite  1.  Zeile  18  v.  u.  steht  auf  dem 
Rande  geschrieben:  „figura  sector."  Die  figura  sector  bildet 
bekanntlich  bei  den  Arabern  den  Hittelpunkt  der  gesammten  sphaeri- 
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sehen  Astronomie  rcsp.  Trigonometrie.  Auf  Seite  2,  Zeile  20—21 
steht  „Do  ceutro  sequantis  triam  superiorum^S  ebenso  Seite 
68,  Zeile  3 — 4  v.  u.  Proportiones  trium  corporum.  Seite  91 
hat  Coppernicus  die  Worte  „Agrinus  a'ut  considerauit^'  unter- 
strichen. Ebenso  sind  Seite  93  Zeile  5  u.  6.  v.  u.  die  Worte  „<fe 
„sequi tur  ex  illo  iterum  ...  100.  annis  pars  vna"  unter- 
strichen. Seite  104  steht  zu  Zeile  13  hinzugefügt:  „Colligit  ex, 
„diversitate  aspectus  Yenerem  et  Mercurium  esse  supra 
„Solcm"  und  Zeile  26  setzt  er  hinzu  „Talis  debet  esse".  Auf 
Seite  105  sind  Zeile  8—9  und  die  drei  letzton  Zeilen  unterstrichen 
dazu  auf  dem  Kande:  „Mercurius  et  Venus  supra  Solem" 
Seite  116  ZeileÖ  v.u.  setzt  er  hinzu  „Motus  diuersitatis  Mer- 
„curii^';  Seite  117  Zeile  20  ändert  Coppernicus  16  partes  &  10 
am  Bande  in  „26.10*',  daneben  steht  „De  tribus  superioribus"; 
endlich  steht  Seite  123  Zeile  1  auf  dem  Kande  „Eccentricitates 
„trium  superiorum." 

Angebunden  ist  „Yitellionis  Mathematici  doctissimi 
„juc^l  on-üixrji  etc.  libri  X.  Norimbergae,  Petrejus 
„MDXXXV."  *)  Auf  Bltt.  297»,  dem  letzten  des  Buches,  steht  oben 
auf  dem  rechten  Rande: 

„Radium  rectum  seu  perpendicularem  non  dicunt  nee 
„frangi  nee  reflecti  nisi  per  eamdem  lineam".  ^) 

Unter  dem  Impressum  liest  man  Folgendes: 

„In  Carthagine  urbe  Gnomen  rationem  habet  ad 
„aequatoris  umbram  eam,  quam  habent  undecim  ad  Septem. 
„Plinius.^)  In  Mauritanea  aequinoctii  die  media,  umbili- 
„cus  quem  gnomonem  vocant  Septem  pedes  longus,  um- 
„bram  non  amplius  quatuor  pedes  longam  reddit.  In 
„Arabia  et  Perside  umbilicus  asquinoctio  triginta  quin- 


3.  Plinittfl.     In  Mauritanea  ||  Plinias  in  Mauritanea.  — 

4)  Ueber  dieses  Werk  sehe  man  die  Abhandlung  des  Verfassers  ^Sur 
„l'orthographe  du  nom  et  la  patrie  de  Witelo  (Vitellion)  im 
Pebruar-Hefte  1871  des  Bullettino  Boncompagni;  über  die  vorliegende 
Ausgabe  specicll  S.  20 — 21.  des  Separatabznges. 

5)  Dies  dürfte  eine  Reminiscenz  aus  der  Fcrspcctira  Communis  des 
Jobannes  Fekkham  sein,  welche  ihm  handschriftlich  zur  Disposition  stand. 
Siehe  später  unter  6. 

6)  Die  von  Coppernicus  excerpicrte  Stelle  des  Plinius  findet  sich  in  der 
Historia  Naturalis  üb.  II,  cap.  LXXII. 
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„que  podum  umbram  viginti  quatuor  pedes  longam  facit 
„Infra  de  Bhodo  et  Cypro  insulis  gnomouis  centum  un- 
„eise  umbram  septuaginta  Septem  unciarum  faciunt.  Et 
„de  Lydia  gnomoni  unius  et  viginti  pedum  respondoDt 
5  „umbrse  soptemdecim  pedum.  Victruvius^)  (1)  Gnomon 
„Romse  novem  partium  umbram  octo  babet,  Alcxandrise 
„stiius  partes  habens  quinque  umbram  mittit  partium 
^,trium,  Atbenis  quatuor  umbram  tres  babet/' 

2.  Hinter  gnomonis   steht  im  Mscp.   noch  ein  durchgestriche- 
nes centnm. 

Auf  dem  binteru  Deckel  stebt,   später   durcbstrichen,   folgende 
mathematische  Notiz: 

„Dimetientem  spharse  invenire.  Describo  in  supcr- 
„ficio  eins  duas  circulos  sese  contangentes  officio  cir- 
„cinL  Deinde  ex  tribus  lineis,  hoc  est  quse  a  polo  ntri- 
„usque  circuli  et  distantia  polorum  constitue  triangulum. 
5  „A  terminis  earum,  hoc  est  a  centris  circulorum  perpen- 
„diculares  ducto  concurruut  in  ccntrum  sphaerae,  a  quo 
„ad  superficiem  eius  est  recta  linea  quse  ad  contactmm 
„illorum  circulorum."^) 

2.  circnlos  II  circulus.  —  3.  Hinter  hoc  est  stand  zuerst  noch  ex  eis 
q.   —  Für   a  polo    stand   ursprünglich    ex    ceutro,   —  4.  Für  poloram 
tand  ursprünglich  centroj^ 

Endlich  liegt  in  diesem  Bande  ein  Lesezeichen,  auf  welchem  sich 
folgende  Betrachtung  dos  Coppcrnicus  aus  seinem  höchsten  Lebens- 
alter findet;  ich  sage  aus  seinem  höchsten  Lebensalter,  da  das  frag- 
liche Buch,  dem  sie  entstammt,  ihm  frühestens  im  Jahre  1542  zuge- 
kommen ist,  nachdem  Rlieticns  in  Nürnberg  behufs  Herausgabo  der 
Revolutiones  eingetroffen  war.     Die  Bemerkung  lautet: 


7)  Die  Stelle  ans  Vitrnvins  steht  de  Architectura  lib.  IX  cap.  VIII 
(S.  233  der  Ausgabe  von  Rose  und  Müller-Strübing).  Von  VitruTius  stand 
Coppernicus  eine  der  ältesten  Handschriften  zu  Gebote,  der  ron  Rose  mit  L 
bezeichnete  Codex  Leidonsis  (Voss)  88.  Derselbe  aus  dem  Harleia- 
nus  H  abgeschrieben  stammt  aus  dem  X.  Jahrhundert  und  gehOrte  seit  1521 
Johannes  Dantiscus,  der  ihn  von  Sebastianus  Spcrantius,  Bischof  von  Brixcn 
zum  Geschenk  erhalten  hatte.  Die  Handschrift  trSgt,  wie  alle  Bücher  ans  der 
Frauenburger    Bibliothek,    die    Inschrift:     „Liber    Bibliothoca:    Varmi- 


ensis.^ 


8)  Die  Kotiz  ist,  wie  schon  bemerkt,  durchstrichen,  jedenfalls  weil  sich 
Coppcrnicus  von  der  Falschheit  derselben  überzeugt  hatte,  die"  sowohl  für  die 
ursprünglichen  Lesarten  als  für  die  spätem  Corrccturcn  evident  ist. 


Curlic  Inedila  Cu/i/itrHicaHa. 

„Vita  brovis,  sousns  cbes,  uegligcnlio  torpor,  et 
„tiloB  occupationcs  uos  paucula  Bciro  pormittnnt. 
„alii^aotioaa  scita  cxcutut  ab  auimo  per  temporum 
„sum  frandatrix  scicntiee  et  inimica  memorite  prieceps 
,4ivio."8) 

3.  Der  Foliant  „32.  V.  50"  doraelbou  Bibliothek  entbaii 
■Werke  des  Pliuine,  Vouetiia,  Marinus  Saraceuns  14t 
In  diesem  Baude  stebt  anf  dem  erstca  leeren  Blatte  gescbriebei 

„Plinius" 
„Sum  tnei  CaspariB  Salionis  Cervimontanl" 

Auf  BItt.  2*  stebt  am  Kopfende  gcscbrieben: 

Liber  Bibliothec[e  Varmiensis." 

Derselbe  ist  voller  Bemerkungen  von  Coppcrnicus  Hand,  w 
von  der  des  Caspar  Salio  villlig  verschieden  ist;  von  letzterer  1 
sich  überhaupt  nur  die  Notiz  auf  BItt-.  1'  im  Buche  vor.  Di( 
merkitngen  des  Coppcrnicus  sind  grösstenteils  solche,  welche 
schnelles  Auffinden  einer  Stelle  erleichtern  sollen,  indem  er  dei 
halt  derselben  anf  dem  Itaade  durch  ein  Wort  ausdrückt.  So 
beispielsweise  zu  Buch  XVIII,  Cap.  XXV:  „Dygestio  Syderu 
„noctes  et  dies"  anf  dem  Rande  „Ortus  et  occasus  duo  m( 
80  zu  demsctheo  Capitel  auf  der  andern  Seite  „Fidicnlie  occaf 
so  zu  Cap.  XXXI  desselben  Buches  „Spica  Virginis."  Im 
XXXIll,  Cap.  Vm.  schreibt  er  auf  den  Rand  „Alexander  li 
„n u s",  später  „P e  ri c  1  e m"  noch  weiter  unten  „k ox o  i ej;« 
und  ähnliche  Notizen  überall  im  Buche  verstreut.  Auf  Bltt,  aii 
er  am  Fussende  folgende  Stelle  aus  Cicero  sich  angemerkt,  die  S 
welche  er  von  diesem  in  seiner  Widmung  an  Papst  Paul  III  crw: 

„Apud  Ciccrouem  libro  secnndo  accademicarum  t 
„stionum  Nicetus  Syracusins,  ut  ait  TheophraatuS) 
„lam,  Solem,  Lnnam,  Stellas,  supcra  deniqao  omnia  B 
„censct,  ncque  pr^ter  terram  rem  ullam  in  mundo 
„veri.  Quffi  cum  circa  axem  se  summa  ccleritate 
„vertat  et  torqueat  eadom  effici  omnia,  quie  si  st: 
„terra  cielum   raoveretnr,  atqne   hoc  otiam   Platonei 


9)  Dieio  Notiz  dürfte  eine  KcminiBDcni  nm  Ttiuma»  ron  Aqaiii  ieii 
:  mir  Herr  Prof.  Hiplcr  miltcilM,  einen  Ilinlicbcn  Ausspruch  enlbtlU 
)0)  Hain,  BepertOTium  bihliogr.  Ho.  13096. 
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„Timsßo  dicore  quidam  arbitrantur  sed  paulo  obsca- 
„rius."") 

1.  Vor  in  Timoeo  steht  durchstrichen  dicore.  — 

4.  Bis  jetzt  ist  von  einer  Beobachtung  eines  Cometen  dnrch 
Coppernicüs  nichts  bekannt  geworden-,  diese  Himmelskörper  finden 
sich  kaum  andeutungsweise  in  den  Revolutiones  erwähnt  ^^.  Um  so 
interessanter  ist  eine  Stelle  aus  einem  ziemlich  seltenen  Buche,  dio 
ich  hier  in  extenso  mitteilen  werde,  um  daran  einige  Bemerkungen 
zu  knüpfen.  Das  Werk  hat  den  Titel:  „DE  REPLVBLICA,  VITA, 
„MO-  II  ribus,  gestis,  fama,  religione,  sanctitate:  ||  Imperatoris,  Cae- 
„saris,  Augusti,  Quinti,  Caroli,  Maximi,  Monarchse,  ||  Libri  septem  I 
„etc.  II  scripti,  authore  Gulielmo  Zenocaro  k  Scauwenburgo  etc.  etc.  i 
„GANDAVI,  1  Excudebat  Gislenus  Manilius  Tipographus,  1  Anno  Do- 
„mini,  1559.^^  und  besteht  aus  2  Bltt.  und  304  Seiten  in  folio.  In 
diesem  Bande  findet  sich  von  Seite  193,  Zeile  21  bis  Seite  194,  Zeile 
24  Folgendes: 

„Tertius  Cometa." 

„Tertius  Cometa  apparuit  mense  lunio,  die  decima 
„octava  anno  vitae  Csesaris  trigesimo  tertio.  Ac  esse 
„noscebatur  in  tertio  gradu,  quarto  minuto  geminorum.^^ 

5  „Et  hie  Cometa  contra  signorum  ordinem:  et  eum  qni 

„dicitur  in  coelo  Solls  apparere  motus,  progrediens:  ac 
„ob  vicinitatem  Poli  arctici  nuuquam  occidere,  aut  oc- 
„cumbere  visus  est.  Polo  enim  ita  fuit  propinquus,  ot 
„Horizontem  coutingerc  ncquirct.    Cometse   semita   lon- 

10„gissime  ab  eclyptica  circa  Arietis  principium  fereba- 
„tur,  atque  iilic  scxagiuta  gradibus  integris  ab  eclyptica 
„destitit:  qui  locus  venter  Draconis  tum  erat.  Acsisecun- 
„dum  signorum  ordinem  motus  fuisset:  initium  Cancri 
„Caput:  et  Capricorni  initium  cauda  Draconis  esse  deba- 

15  „erat." 

„Hinc  magna  inter  Yratislaviensem  Copernicum:  et 
„Ingolstadiensem  Appianum,  et  Hyeronimum  Scalam,   et 


II)  Die  Stelle  steht  bei  Cicero,  Quacstioncs  Aeademicn  prio- 
res, üb.  II,  cap.  39.  Der  Wortlaut  stimmt  bis  auf  den  Namen  Nicctas  mit 
dem  hier  von  Coppernicas  citiertcn  übercin.  Die  neueren  Texte  haben  f^r 
N  i  c  e  t  a  8  das  Richtige  H  i  k  e  t  a  s  substituiert. 

13)  Die  einzige  Stelle  ist  De  revolutionibus  Lib.  I,  Cap.  VIII  (Seite 
22,  Zeile  21-^24  der  Sacalarausgabe). 
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„Cardanum  Mediolanensem,  et  Gemmam  Frysium  fait 
,^ecertatio:  quod  contra  signorum  ordinem  a  Geminis 
„(ubi  initio  apparuit  Cometa)  non  in  Cancrnm  progres- 
„sns:  sed  in  Tanrnm,  et  versus  Arietem  Cometa  sit  re- 
„greasns:  quem  tarnen  (si  quemqnam  alium)  secandam  ^ 
,,signoram  ordinem  moneri  oportebat:  remotiornm  scili- 
„cet  a  terra  quam  alins  faisset:  longissime  enim  a  Sole 
„ab  erat." 

„Ncquo  poteraut  btec  conveniro   cum  Ptolemaei  tra- 
,,ditionibas    centesimo  centiloquii   apborismo   dcfinien-  ^^ 
„tis:    Gometas  undecim   signis  a   Solo    distare,   cum    hie 
„Cometa  in   Geminis,  et  Tauro  Sol  in  Leone  fuisse  hoc 
,, tempore  sit  demonstratus." 

„Est  igitur  alins  lunaris  sphaerae  raptus,  quam  opi- 
„nati  sunt  mortales,  ac  si  rotam  illius  caelum,  atqne  tor-  1^ 
„ras,  impetu  ardentis  oculi  sui,  collustrantis,  et  rotantis 
„figuli  considerassent:  Deo  hsec  non  hominibus  per- 
„lustranda  fuisse  censuissent.  Habet  autem  tellus  simi- 
y^militudinem  quandam  cum  primo  mobili/^ 

„Nunquam  magis  Csesaris  animus  ad  bellum  Turcis  20 
„inferendum  fuerat  inflammatus,  quam  hoc  anno,  ac 
„propterea  omnem  movebat  lapidem,  ut  foedero  in  Italia 
„renovato,  Europa  tuta  esse  posset,  et  quieta  a  bellis 
„civilibus.  Sed  cum  res  Csesaris  in  Africa  anno  trigesimo 
„quinto  setatis  suie:  et  biennio  ante  in  Graecia  foeliciter  ^^ 
„gestae:  similes  eventus  in  Asia,  et  Syria  portendere 
„videbantur:  esse  ab  hoc  laudatissimo  victoriarum  sua- 
„rum  cursu,  (eiecto  per  bestes  Carole  Sabaudo  e  Sabau- 
„dise  SU«,  Allobrogumque  dominatu)  revocatus  est'^ 

„Tam   autem  graviter,  et  acerbe  illum  Caesar  casum  30 
„tulit,    ut  nisi    restituto    illo   in   pristinam   dignitatem, 
„pacem  christianorum  Regum  desperaret/' 

Nach  dem  eben  mitgeteilten  Passus  ist  es  sicher,  dass  Copper- 
nicus  den  Cometen  des  Jahres  1533  beobachtet  hat;  er  soll  über  die 
Erklärung  des  Pbsenomens  mit  Apian,  Gemma  Frisius,  Hieronymus 
Scala  und  Cardan  in  Streit  gekommen  sein.  Dass  Apian  und  Gemma 
Frisius  den  Cometen  beobachtet  haben,  war  bekannt;  aus  den  Be- 
obachtungen Apian's,  die  leider  nur  vom  18 — 25.  Juni  sich  erstrecken, 
hat  Olbers  versucht,  die  Elemente  desselben  zu  berechnen,  ohne  je- 
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doch  ein  hinreichend  sicheres  Resultat  zu  erlangen  ^^).  Die  Beobach- 
tungen des  Coppernicus  scheinen  unwiederbringlich  verloren,  diejeni- 
gen Cardan's  und  Scala's  dürften  voraussichtlich  sich  wieder  linden 
lassen  und  dabei  vielleicht  eine  weitere  Spur  der  Beobachtungen  oder 
Betrachtungen  des  Copperuicus.  Am  21.  Juni  stand  der  Comet  so, 
dass  er  das  Schwert  bildete,  welches  Persous  in  der  rechten  Hand  hält. 
Dass  Coppernicus  das  Argument  gegen  die  ptolom^ische  Ansicht, 
welches  unser  Verfasser  anführt,  gern  sich  zu  eigen  gemacht  haben 
wird,  ist  wohl  anzunehmen.  Ausser  zu  Gemma  Frisius  ^*)  waren  Be- 
ziehungen des  Coppernicus  zu  irgend  einem  andern  der  genannten 
Beobachter  bisher  nicht  bekannt;  ob  Zenocarus  als  Autorität  genügt, 
eine  solche  für  gesichert  anzunehmen,  mag  ich  nicht  entscheiden. 
Jedenfalls  sollte  die  vorliegende  Stelle  dazu  veranlassen,  dass  solche 
Forscher,  denen  die  Werke  der  betreffenden  Autoren  zugänglich  sind, 
in  Bezug  auf  derartige  Verbindungen  weitere  Untersuchungen  ver- 
anstalteten. Selbst  ein  absolut  negatives  Resultat  wäre  bei  dieser 
Frage  von  Nutzen.  ^^) 

Dass  Coppernicus  hier  Wratislaviensis  genannt  wird,  dürfte 
auf  einer  einfachen  Verwecbselung  beruhen,  obgleich  es  feststeht,  und 
zwar  durch  zwei  gesonderte  Documente,  (eins  in  Upsala,  edirt  durch 
Ilipler*^),  eins  in  Ferrara,  edirt  durch  Fürst  Boncompagni^^),  dass 
Coppernicus  auch  den  Titel  eines  Scholasticus  ccclesise  San- 
ctae  Crucis  Vratislaviensis  führte.  (Beiläuüg  gesagt,  war  das 
upsalenser  Document  der  eigentliche  Zweck  der  in  Auftrage  des 
Fürsten  Boncompagni  von  mir  unternommenen  Reise.) 

5.    Die  Dombibliothek  zu  Frauenburg  besitzt   einen  Folioband 


13)  Die  von  Olbcrs  berechneten  Elemente  des  Comctcn  sind  folgende: 
Durchgang  dnrch  das  Pcrihel:  Juni  14,  21^  20'  46''  Pariser  Zeit; 
Lftngc  des  Perihels:  217<^  40';  Lange  des  aufsteigenden  Knoten: 
2990  19';  Neigung  und  Lauf:  28»  14'  D;  Kleinste  Entfernung: 
0,3268604. 

14)  Siehe  Oben  Seite  UO—lll. 

15)  So  ist  neuerdings  eine  för  Coppernicus  wichtige  Frage,  die  über  seinen 
Aufenthalt  in  Padua,  durch  die  gründlichen  Forschungen  des  Piof.  Antonio 
Favaro  (Bulletino  Boncompagni  1877)  ebenfnlls  negativ  beantwortet 
worden.  Dieses  negative  Kcsultat  ist  für  die  Frage  nach  der  Nationalität  des 
Coppernicus  von  wesentlichster  Bedeutung. 

16)  Hipler,  Kopernikus  und  Luther  S.  45,  Anm.  97. 

17)  Triplice  omaggio  alla  Santitk  di  Papa,  Pio  IX  ncl  sno 
Guibileo  episcopale  etc.  Roma,  Tipografia  della  Face  1877 
S.  291.  (Intorno  ad  un  documcuto  inedito  relativo  a  Niccolb 
Copcrnico.     Nota  di  B.  Boncompagni.) 


r>  •\ 
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mit  der  Signatur  ,^YII.  Ba.  7945''^^).    Derselbe  umfasst  folgende 
Dmcko  respectivc  Handschriften: 

1.  TabulsB  Ecclypsinm  Magistri  Georgii  Pearbachii 
Tabulse  Primi  mobilis  lohannis  de  Monte  regio  etc. 
Yiennse  AnstrisB  1514'^).    Das  erste  Blatt  fehlt 

2.  Tabulse  lohannis  Blanchini^O)  Handschrift  von  57  Bltt 
Am  Ende:  „Tabule  lohannis  blantiui  (!)  V^^  ^<^  Martinnm  De  Grod- 
„zyszko  Artinm  baccalanreo  in  scala  omnium  arciam  CracoYiensi 
„snmma  cnm  diligentia  diebns  canicularibus  Anno  partes  virginoi 
„1523." 

3.  „lohannis  Archiepiscopi  Gantuariensis  perspectina  communis  '^) 
„per  P.  L.  Gauricum  Neapolitanum  Emendata."  Am  Ende:  „Opus 
„perspectiue  lohannis  Archiepiscopi  Gantuariensis  finem  sumpsit  feria 
„sexta  infra  solines  octauas  Circumcisionis  Dominid  hora  prima 
„noctis  per  me  Martinum  de  Grodzyszko"  etc.  etc.  „Anno  virginei 
„Partus  1522." 

In  diesem  Bande  sind  viele  Notato  von  der  Hand  dos  Martinus 
de  Grodzyszko,  nur  auf  der  Bttckseitc  des  vordem  Deckels  steht  von 
einer  von  dieser  verschiedenen  Hand,  und  zwar  der  des  Goppernicus, 
die  Abbildung  einer  Mondfinstemiss  mit  folgender  Ueberschrift: 


IS)  Durch  Herrn  DomTicar  Dr.  Woelky  auf  den  Band  aufmerksam  ge- 
macht, wftnscbtc  ich  denselben  längere  Zeit  einsehen  za  dfirfen.  Dnrch  das 
Wohlwollen  des  Domkapitels  wurde  mir  dieses  gCLtigst  gestattet,  was  ich  hier 
ergebenst  dankend  anerkenne.  Der  Band  besteht  1.  aus  2  Vorblättem,  be- 
zeichnet A,  B.  —  2.  aus  69  mit  Tinte  bezeichneten  und  XIX  gezeichneten 
Blatt  sowie  92  bezeichneten  Seiten,  welche  die  Tabulae  ecclipsinm  etc. 
enthalten.  —  3.  ans  einem  leeren  Blatte;  —  4.  aus  76  mit  Tinte  bezeichneten 
Bl&ttern.  Die  letztern  handschriftliches  enthaltend.  —  Der  Band  ist  im  Jahre 
152S  gebunden  worden. 

19)  Eine  genaue  Beschreibung  des  Buches  sehe  man  bei  Kistner,  Ge- 
schichte der  Mathematik  II,  52G— .535. 

20)  Johannes  Bianchini  war  um  1458  Lehrer  der  Astronomie  zu  Ferrara. 
Seine  Tabularum  Canon  es  erschicucn  zu  Venedig  1459,  ebendaselbst  1526 
und  BasilesB  1 553.  Sie  bilden  eine  Ucbcrarbeitnng  der  alphonsinischen  Tafeln 
auf  Befehl  des  Kaisers  Friedrich  III  ansgefQhrt. 

21)  Es  ist  dies  die  Optik  des  Johannes  Pekkham  von  Cantcrburj  in  der 
commentierten  Ausgabe  des  Lucas  Gauricus,  die  man  sofort  an  dem  letzten 
Satze  und  seinem  Beweise  erkennen  kann.  Sie  war  ungemein  Torbreitet  und 
wurde  fast  an  allen  Universitäten  den  Vorlesungen  zu  Grunde  gelegt.  Wenn 
CS  in  einem  Vorlesnngsverzeichniss  heisst,  es  solle  gelesen  werden  Perspectiv» 
communis,  so  ist  stets  die  vorliegende  gemeint. 
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„Hffic  cffignracio  eclipsis  Lnnaris  adaptatar  Anno 
„Christi  1525  currentc  qnarta  die  Julii.  Apparebit  saper 
^Meridiano  CracoTicnsi  21  grada  Capricorni.  Hora  9, 
„minuti8  48  principinm, Medium  vero  hora  10,  Minutis  45, 
„finis  vero  hora  11,  minnto  42.  Dnracio  yero  eins  erit 
„nna  hora,  minnta  51,  secunda  56." 

Darunter  die  Figur  auf  Taf.  VUI.,  dieselbe  ist  bei  mir  etwa  um 
die  Hälfte  verkleinert 

In  diesem  Bande  sind  noch  einige  solcher  Abbildungen.  Die- 
selben unterscheiden  sich  aber  unmittelbar  von  dieser  durch  schlech- 
tere Ausführung  uod  vor  allen  durch  falsche  Orthographie.  So  schreiben 
sie  s&mmtlich  statt  Occidens,  Octidens,  Origens  statt  Orions 
u.  Aehnlichcs.  Man  könnte  auch  die  mit  sehr  kleiner  Schrift  zu  der 
Perspectiva  des  Johannes  Pekkham  gemachten  Anmerkungen  2ter 
Hand  auf  Coppemicus  zurtlckführen,  doch  scheint  uos  hier  der  Ductus 
der  Schrift  nicht  völlig  dem  des  Coppemicus  zu  eutsprechen,  obwohl 
die  oben  (Seite  341)  aus  Yitcllio  angemerkte  Eandnote  des  Copper- 
nicus  aus  der  Perspective  des  Pekkham  geschöpft  zu  sein  scheint. 

6.  Wenn  auch  nicht  Coppemicus  selbst  gehörig,  so  doch  für  ihn 
von  hohem  Interesse  ist  der  Band  „Q.q.  III.  2.  96.^'  der  Bibliothek 
zu  Upsala.  Derselbe  euthält,  wie  schon  Prowe  ^*)  und  nach  ihm  Hip- 
Icr*^)  mitteilen,  das  Exemplar  der  Rcvolutioues  des  Coppemicus, 
welches  Rheticus  dem  Domherrn  Georg  Donner  zum  Geschenk  ge- 
macht hatte.  Dasselbe  kam  ans  dessen  Nachlass  an  die  Jesuiten  in 
Braunsberg,  denn  auf  dem  Titel  steht  geschrieben: 

„Collegij  Brunsbergensis  Societatis  Jesu" 

Ursprünglich  sollte  es  jedenfalls  der  Dombibliothek  angehören.  Wenig- 
stens steht  auf  der  Rückseite  des  letzten  Blattes,  welches  die  Errata 
enthält: 

„Liber  V.  Caplf  Eccli^  WarmienV 
Endlich  auf  dem  hintern  Deckel: 

„Bibliotheca  Upsaliensis." 
Am  Fussende  des  Titelblattes  steht  von  Rheticus  geschrieben: 


22)  Prowe,  Mitteilungen  S.  14—15. 

23)  Hipler,  Analecta  Warmiensia,  S.  57.  Anm.  46. 


■^^«53K- 
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„Renerendo  D.  Georgio 

„donder  Canonico  Varmiensi 

„amico  suo  loachimns  Bheticns  d.  d. ^) 

Donner  hat,  was  Prowe  entgangen  ist,  anf  dem  Titel  die  Worte 
ORBIVM  COELESTIVM  mit  roter  Tinte  durchstrichen,  sowie  die 
osiandersche  Vorrede  „De  Hypothesibus  huius  operis^^  und  den 
Brief  des  Cardinal  Schönberg.  Jedenfalls  weil  er  diese  Sachen  ent- 
weder als  nicht  zu  der  Ausgabe  zugehörig  angesehen  wissen  wollte, 
oder  weil  sie  nicht  von  Coppemicus  herrührten.  Es  liegt  darin  eine 
Bestätigung  der  Angabe,  dass  Goppernicus  sein  Werk  mit  De  Re- 
Yolutionibus  zu  betiteln  die  Absicht  hatte,  und  die  Worte  orbi- 
um  coelestium  ihm  von  anderer  Seite  hinein  corrigiert  sind.  Die 
Stelle  „sicut  Lysidis  ad  Hypparchum  epistola^^  hat  Donner 
unterstrichen  und  am  Rande  ist  durch  ein  Kreuz  darauf  aufmerksam 
gemacht.  Wir  wissen  jetzt,  dass  der  ursprüngliche  Text  der  Revolu- 
tionen diesen  Brief  vollständig  enthielt  **),  was  jedenfalls  Donner  ge- 
nau bekannt  war.  Das  Cap.  YIIP^)  des  ersten  Buches  „Solutio 
„dictarum  rationum,  et  eorum  insuffientia^^  ist  durch  eine 
an  den  Rand  gemalte  Hand  ausgezeichnet,  ebenso  der  Passus  des- 
selben Capitels  „sed  non  modica  quoque  pars  aeris,  et  quse- 
„cumque  eodem  modo  terrae  cognationem  habent?^^)  In 
Cap.  YIIII  sind  die  Worte  „Equidem  existimo,  gravitatem 
„non  aliud  esse,  quam  appetentiam  quandam  naturalem^^) 
mit  Bleistift  unterstrichen.  Endlich  ist  Bitt.  29»  Zeüe  10  —  28  von 
dem  Worte  Ptolemseus  an  bis  scrup  28^)  mit  Bleistift  am  Rande 
angestrichen.  Das  Exemplar  ist  eins  von  den  mit  dem  Errata-Blatte 
versehenen. 

7.  Ich  will  hier  noch  ein  Buch  erwähnen  das  Astronomischen 
Inhaltes  ist  und  aus  Frauenburg  stammt,  wie  die  Einzeichnung  Li  her 
Bibliothecse  Yarmiensis  bezeugt.  Es  enthält  das  „Ealendarium 
magistri  loannis  ||  de  monteregio  viri  peritissimi  o.  0.  u.  J.  In  der 
Bibliothek  hat  es  die  Nummer  „33.  YIII.  3.  217."  Es  ist  voUer 
Bemerkungen,  die  aber  zum  grössten  Teil  mit  Yertauschung  der  Buch- 
staben geschrieben  sind,  so  dass  sie  ohne  grosse  Mühe  nicht  zu  ent- 
ziffern sein  dürften.    Coppemicus  kann  der  Band  nicht  gehört  haben, 


24)  Prowe  a.  a.  O.  hat  fälschlich  Donner  für  donder  gelesen. 

25)  Siehe  die  Sscularaosgahe  S.  35— S 6  Anm. 

26)  S.  21  n.  ff*  der  Ssdcularausgabe. 

27)  S.  22.  Zeile  16—17  ebendaselbst. 

28)  S.  24.  Zeile  25—26  der  Ssecularaasgabe. 

29)  Ebendaselbst  Buch  II,   Cap.  II,   S.  76.  Zeile    18  bis  sum  Ende  des 
Capitels. 
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denn  der  Besitzer  war  zwar  1500  mit  Coppernicus  in  Rom,  wie  die 
Notiz  zu  der  dort  auch  von  letzterem  beobachteten  Mondünstemiss 
zeigt,  aber  auch  1538  in  dieser  Stadt,  wo  er  wieder  die  Beobachtung 
einer  Mondfinstemiss  anführt.  Da  ans  einigen  Bemerkungen  sich  er- 
giebt,  dass  der  Besitzer  yerheiratet  oder  nach  römischer  Auffassung 
Concubinarius  war,  aber  gleichzeitig  Domherr,  da  ferner  Alexander 
Scnlteti  um  1540  sicher  in  Rom  war,  so  dürfte  wohl  dieser  intime 
Freund  des  Coppernicus  der  Besitzer  des  Buches  gewesen  sein.  In 
dem  Buche  liegt  ein  in  Form  eines  Billet-donx  zusammengefalteter 
Zettel,  welcher  in  einer  bekannten  von  vier  zu  je  zwei  parallelen 
Geraden,  die  sich  rechtwinklig  durchkreuzen,  hergenommenen  Chiffer- 
schrift  geschrieben  Folgendes  enthält: 

„Aue  Maria  gracia  plena,  dominus 
„tecnm.    Benodicta  tu  es  mnlierum 
„et  benedictus  fructus  uentris 
„tui  Ihesus  Cristus  amen. 
„0  Maria  mater  pia  mater  miseri 
„cordic  ora  pro  nobis  Maria 

„Hin rieh  Gaste" 

R.  P. 

Ob  dahinter  nicht  doch  ein  Liebesbrief  steckt? 


IT«    Mathematische  Notizen. 

1.  An  erster  Stelle  mögen  hier  zwei  Gutachten  stehen,  welche 
Coppernicus  auf  Requisition  des  Domcapitels,  wie  es  scheint,  gefertigt 
hat^).  Im  Jahre  1531  wurden  von  Seiten  des  Bischofs  und  des  Ca- 
pitels  neue  Bestimmungen  für  Handwerker  etc.  entworfen  und  durch 
den  Druck  veröffentlicht.  Diese  gedruckten  Verordnungen  finden  sich 
nun  in  einem  Sammelbande  der  Universit&tsbibliothek  zu  Upsala  ohne 
jede  Signatur,  dem  wir  später  noch  einige  Notizen  zu  entnehmen  ha- 


1)  In  dem  Spicilegium  Copernicanum  Hiplers  steht  in  den  Begesta  Coper- 
nicana  unter  Nr.  S8  zum  Jahre  1531  die  Notiz  „N.  Coppernic  „nnncins 
capituli  in  Allenitein'S  wag  möglicher  Weise,  da  es  sich  hier  auch 
um  allensteiner  Angelegenheiten  handelt,  mit  unserer  Tatsache  im  Znsammen- 
hange steht. 
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ben  werden  ^.  Unmittelbar  hinter  diesen  und  offenbar  zu  ihnen  ge- 
hörig stehen  folgende  zwei  zusammengehörige  Piecen,  die  von  einer 
und  derselben,  aber  nicht  Coppcrnicus  Hand  bezeichnet  sind  mit 

„Authore  d.  Nic^  Coppernic  Canco*  Warmien*" 

und 

„Panis  coquendi  ratio 

„Doctoris  Nicolai  Coppernic" 

Es  scheint,  als  ob  die  erste  Piece  den  Herren  vom  Capitel  nicht  ver- 
ständlich genug  gewesen  sei,  und  er  deshalb  zu  näherer  Erläuterung 
die  zweite  hinzugefügt  habe.  Während  das  erste  Stück  Reinschrift 
zu  sein  scheint,  ist  das  zweite  sicherlich  nur  ein  schnell  hingeworfenes 
mit  den  schwierigsten  Abkürzungen  geschriebenes  Concept,  dessen 
Eeinschrift  verloren  gegangen  ist. 

nitt.63i  I.    Batio  panaria  Ällensteinensis  secundum  precia 

frumentorum  tritici  et  siliginis. 

Ex  modio  uno  ntriusque  frumenti  facta  examinatione  diligenti  et 
metreta  deducta  proveuiunt  panum  librae  67  fere.    Cum  vero  soleant 


4.  librse  ||  S 

2)  Der  betreffende  Codex  ist  ein  Band  in  4".  von  in  Summa  117  Bltt., 
welche  nicht  in  alter  Zeit  gebunden  sind,  sondern  einen  neueren  Einband  tra- 
gen. Der  mir,  als  ich  die  Handschrift  za  Gesiebt  bekam,  äusserst  knapp  zu- 
gemessenen Zeit  halber,  war  es  mir  unmöglich  eine  ausführliche  Nachrieht  Über 
sämmtlichc  in  derselben  enthaltene  Stücke  zu  machen ;  ich  will  hier  aber  wenig- 
stens einige  erwähnen,  damit  die  Wichtigkeit  derselben  besser  hervortritt.  Die 
Hdschr.  beginnt  mit  einem  Briefe  des  Kardinal  M.  Ant.  Amulius  an  den  Kar«* 
dinal  (Hosius)  von  Ermland  d.  d.  Romae  V.  Idus  Kovembris  [1563],  es  folgt 
ein  Brief  des  Papstes  Faul  IV.  an  Amulius  d.  d.  15.  Juni  1564,  dann  ein 
Brief  des  Amulius  an  den  Papst  d.  d.  Romas  VI.  Idus  Sept.  M.D.LXV.  An 
vierter  Stelle  ist  eine  Erklärung  in  deutscher  Sprache  der  Prälaten  und  Dom- 
herren sowie  des  gesamratcn  Capitcls  zu  Ermland  in  Betreff  der  von  Achatius 
von  der  Trcnk  hinterlasscncn  Erbschaft  d.  d.  Franenburg  8.  Januar  1566, 
daran  reiht  sich  eine  zweite  Erklärung  ähnlichen  Inhalt«  aber  ohne  Datum. 
Dann  kommen  die  beiden  Stücke  über  die  Tagfahrt  zu  Hcilsberg  am  22.  Sept. 
1526  und  die  Landesordnung  von  1528,  über  welche  noch  später  zu  berichten 
ist,  diesen  reiht  sich  an  eine  Transactio  peculiaris  de  fugitivis  rus- 
ticis  inter  Manricium  Ep^m  et  Gap'lm  Warmiensem  facta  Anno 
1530  (1  Seite).  Nach  längerem  Zwischenraum  folgt  dann  die  Ratio  pana- 
ria und  wieder  nach  einigem  Zwischenraum  die  Abhandlung  de  panis  Pri- 
marii losebroth  ratione,  und  dann  noch  eine  grosse  Zahl  weiterer  Sachen 
ans  Hosius  Zeit.  Sämmtliche  oben  nachgewiesene  Sachen,  mit  Ausnahme  der 
Landesordnung  waren  Herrn  Prof.  Hipler  zu  Braunsberg  auf  meine  desfallsigo 
Anfrage  unbekannt. 
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frnmenta  ante  pisturam  a  lolio  et  zizanüs  purgari,  quo  panis  eieat 
nitidior  et  purior,  placoit  adhnc  unam  libram  demere  pro  purga- 
mentis  huinsmodi,  ut  remaneant  panum  libr«  66  ad  roinimum  ex  mo- 
dio uno.  Expensi  prseterea  communes  sunt  ^6^4,  nempe  panificis 
5  consuetum  precium  ß  4,  pro  vectura  ß  1,  pro  sale  et  feeibus  /3  1. 
pro  cribratione  ^  4.  At  quoniam  fnrfures  et  purgamenta  expensas 
panificii  compensare  sufficiunt,  dummodo  pro  modio  semi  furfbmm 
veniant  immutabiliter  ß  6:  residet  idcirco  eadem  semper  ratio  precii 
frumenti  ad  panem  proveutum,  ut  verbi  gratia,  quando  frumcntam 
10  emitur  pro  ß  33,  appendent  6  panes  obolares  libras  2,  quando  vero 
precium  fuerit  ß  22,  appendere  debebunt  6  panes  libras  3,  et  sie  de 
cwteris,  prout  in  subiecto  Canone  incipiente  a  9  et  aucto  per  3. 


15 

Precium 
frumenti 
in  modio 

Solidi_ 

9 
12 

15 

18 

21 
24 

27 
30 

Sex  obolarum 
panum  pondus 

%       :__Scpl. 

_  — 

Precium  \ 
frumenti  ' 
in  modio ' 

Solidi    1 

39 
42 

45 

48 

Sex  obolanim 
panum  pondas 

%            Scpl. 

7 
5 

16 
24 

1            33A 

1            27f 

20 

4 
3 

3 
2 

2 
2 

2   '" 
1 

19i 
32 

^ 

36 

1        ;    22| 
1        ;    18 

51 
54 

_ 

14^ 
lOJ 

2H 

57 

60 

63 
66 

4i 

25 

33 
36 

0 
40 

0 

II.    De  panis  primarii  lofebrot^  consueti 
investiganda  ratione. 

Primo  appendatur  modius  siliginis  purae  et  huius  anni  et  consi- 
30  deretur,  quot  libras  siliginis  capiat  modius  unus. 

Item  si  latitudo  et  profunditas  cuiuslibet  modii  in  Heilsberg, 
Alienstein  et  ubilibet  capiatur,  poterit  unius  ad  alterum  compara- 
tione  facta  satis  exacte  percipi,  quanta  sit  dififerentia  ipsorum  modio- 
rum,  quominus  primum  etiam  ad  hoc  sufficiat. 


Blti-*."w 


1.  ante  ||  anti.  —  8.  libram  ||  %,  —  3.  huiatmodi  ||  huio).  —  libne  ||  ff.  — 
19.   19^11 )  9}.  --  87.  consueti  II  osaetis.  —  30.  libras  ||fi^ 
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Et  qnia  farina,  qnie  fit  ex  modio  siliginis  taatum  fen 
qnantnm  Baam  'framentnin,  rocipo  igitor  farlnie  hninBinodi 
Tis  ad  poadus,  qu»  par  bursam  farinariam  cribretnr  modo  co 
et  furfares  qui  remanserant  appcndantur,  quomm  pondus 
fnerit  reliquQm  farina;  discretic  etiam  indicabit.  Et  si  quem] 
pigcat,  licebit  iterum  ntrumquc  tantummodo  examiuari,  si  an 
farinip  diBcretje  pondus  rcstituant.  Hoc  ideo  üat,  ut  discami 
tnm  coDsaeverit  ex  raodio  siligiois  furfurum  sccerni. 

Quo  dcprehcnso  rccipe  farinte  uti  cribratfe  quantamvis 
das,  fiant  inde  panes  lofcbrotl),  nee  rofert  multum,  sint  v 
magni  vol  parvi,  dnmmodo  rursus  pania  inde  ex  farina  pi 
appendantnr  notcturquc,  qnot  colligat  libras  lojclicot^. 

Ita  fiat  in  Heüsbcrg,  in  Allensteia  et  aliubi,  si  placet, 
reporta  fuerint  et  exeantia  comportentnr  et  comparentur. 
enim  absqne  Bcmpnlo  ad  verum  iustumque  panis  precium  et 
pervenitur. 

Circa  triticum  otiam  ratio  adbibeatur,  qua;  de  siligino 
est  oxposita.  In  quibus  nmnibus  exacta  flat  tnitinatio  non  ( 
(^IdQ,  ut  solent  mercatores,  qnoniam  non  mercaturam  neu 
modum  iuqnirimus. 

3.  recipe]|9f.  —  II.  dommodo  |I  Dn».  —  13.  libras  IpfefcTQt^  || 
19.  precium  et  pon<lus  |{  prij*  et  pondus. 

Die  zweite  Darlegung  ist  oifenbar  dazu  gemacht  nm  de 
Satz  der  ersten  zu  erläutern:  „Ex  modio  uno  utriusqi 
mcnti  facta  ezaminatione  diligenti  et  metreta  d 
proveuiunt  panum  libra;  67  fcro."  Coppernicns  zeigt 
wclcber  Weise  er  die  speciollcn  Augaben  seines  Gutachtens  i 
bat.  Die  Unterscheidung  von  siligo  und  triticum  dürfte 
von  weissem  und  buntem  Weizen  sein,  wenigstens  bieas  im  . 
siligo  derjenige  Weizen,  welcher  aich  durch  seine  Weisse  i 
netc.  Die  libra  ist  vou  Copporuicus  in  48  scrupuli  geti 
ein  Nachrechnen  seines  Canon  unmittelbar  ei^iebt. 

Was  den  Ausdruck  loiebrol^,  betrifft,  so  muss  man  1 
dass  in  OstpreuBseu  noch  vor  kurzem  die  Bilcker  in  zwei 
zerfielen,  in  Festbäcker  (gewöhnlich  nach  ostpreussisch 
Sprache  Fastbäcker  genannt)  und  in  Losbäcker.  Di< 
durfteu  nur  Sobwarzbrod,  die  andern  nur  Weissbrod  backen. 
broth  ist  also,  da  es  sich  um  Weizenbrod  handelt,  der  von 
nicns  richtig  gewählte  Ansdmck. 
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Die  Hin  Weisung,  dass  das  Wägen  genau  geschehen  müsse,  nicht 
nach  Art  der  Krämer,  ist  in  doppelter  Weise  interessant;  einmal  zeigt 
sie  uns  Coppemicus  als  genauen  Mathematiker,  der  exacte  Beohach- 
tungen  für  unumgänglich  hält;  andererseits  lässt  sie  ihn  als  Deutschen 
erkennen.  Würde  wohl  ein  Pole  sich  de^  deutschen  Wortes  zur 
näheren  Erläuterung  bedient  haben? 

2.  Schon  Prowo^)  hat  auf  den  Band  mit  der  Signatur  „W.  III.  2- 
128."  der  Universitätsbibliothek  zu  Upsala  aufmerksam  gemacht, 
welcher  von  Rheticus  dem  Coppernicus  geschenkt  wurde.  Derselbe 
enthält:  I.  ETKAEUOT\\  STOIXEISIN  BIBA.  lET.,  |1  EKTSIN 
SESlNOc  ZTN^  OT^ISINW  Etg  rov  avxov  x  7zq<3tov,  ifi/yw«- 
TG)v  IlgoxXa  ßtßL  ö\  11  Adiecta  prsefatiuncula  in  qua  de  disciplinis,  l 
Mathematicis  nonnihil.  ||  (Drkrz.)  ||  BASILEAE  APVD  lOAN.  HER- 
VAGIVM  ANNO  |1  M.D.xxxiii.  MENSE  SEPTEMBRI  (6  Blatt,  268 
u.  115  S.  fol.)  *).  —  II.  DOCTISSIMI  VIRI  ET  MATHE-  J  mati- 
carum  disciplinarum  eximij :  professoris  ||  lOANNIS  DE  RE-  i  GIO 
MONTE  DE  TRIANGVLIS  OMNMI  MODIS  LIBRI  QVINQVE:  i 
etc.  etc.  II  NorimbergöB  in  sedibus  lo.  Petrei.  ||  ANNO  CHRISTI  J 
M.D.XXXIII.  S)  Das  zweite  Werk  hat  Prowo  übersehen,  ebenso  die 
handschriftlichen  Noten,  welche  im  ersten  Werke  durch  Coppemicus 
dem  Commentare  des  Proklos  hinzugefügt  sind.  Oberhalb  des  Drucker- 
zeichens auf  dem  Titel  des  Eukleides  steht  die  Notiz 

„Liber  Bibliothecse  Varmiensis.*' 

Am  Fussendo  desselben  ferner  die  Dedication: 

„Clarissimo:  viro  D.  Doctori 
„Nicoiao  Cupernico.  D. 
„prseceptori  suo.  G.  Joachimus  d.  d. ^) 


3)  Prowc  a.  a.  0.  S.  14.  Nr.  VH;  die  Bemerkung  es  seien  in  dem  Banile 
gar  keine  handschriftlichen  Noten  vorhanden,  ist  jedoch»  wie  wir  gleich  sehen 
werden,  irrig.  Hipler  a.  a.  O.  S,  59.  Anm.  79.  wiederholt  Prowcs  Angabe 
und  identificiert  dieses  Exemplar  des  Eukleides  mit  dem  in  dem  Visitations- 
recess  vom  22.  Sept.  1598  über  die  Bibliothek  zu  Fraucnbnrg  aufgcHihrten 
Euclides  in  nigro  corio.  Das  ist  entschieden  ein  Irrtum.  Das  fragliche 
Exemplar  ist  in  weisses  Leder  gebunden. 

4)  Es  ist  dies  die  erste  griechische  Ausgabe  des  Eukleides;  für  Proklos 
war  sie  bis  vor  kurzem  die  einzig  existierende. 

5)  Auch  dieses  ist  die  erste  Ausgabe  dieser  Schrift  Regiomontan's,  eine 
zweite  erschien,  von  Santbech  besorgt,  zu  Basel  1568,  oder  wie  andere  wollen, 
1561,  was,  da  sie  ohne  Jahreszahl  erschienen  ist,  schwer  zu  entscheiden  sein 
dürfte. 

6)  Prowe  bat  iUlschlich  Copernico  statt  Cupernico  drucken  lassen. 
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Zum  Enkleides  sind  keine  Bemerkungen  gemacht,   wohl  aber  zum 
Proklos. 

Seite  12  (ed.  Fr.  7)  S.  41,  Z.  9—10)  ist  Zeile  26  an  den  Rand 
geschrieben  ^^Kxrjalßiog  xol  "fTpcov",  ebendaselbst  Zeile  28  (ed.  Fr. 
S.  41,  Z.  13)  ist  das  Wort  „T/ficrto^"  rot  unterstrichen  und  eben- 
falls rot  nochmals  am  Rande  notiert;  neben  Zeile  31  (ed.  Fr.  Z.  17) 
steht  ebenso  „apx*f*i?Äi?ff".  —  Auf  Seite  19  (ed.  Fr.  S.  64,  Z.  17—18) 
sind  die  Worte  „Aeyofifv  ort  na(/  Alyvnxiovg  (liv  svgna&at  TCf^^xov 
rl  ysafAStgla'^  unterstrichen;  auf  derselben  Seite  sind  in  der  letzten 
Zeüe  (ed.  Fr.  S.  58,  Z.  6—7)  die  Worte  „ov  noXv  8i  tovvav  vsai- 
rsQog  iaxtv  B^vakeidtig^''  unterstrichen  und  am  Rande  steht  geschrie- 
ben „Euclides".  —  Seite  29,  Zeüe  31  (ed.  Fr.  S.  105,  Z.  26)  steht 
auf  dem  Rande  wiederholt:  „Fe^tvog  bk  nXemvog  xtvi^<y«o?".  — 
Seite  30,  Zeile  7  v.  u.  (ed.  Fr.  S.  110,  Z.  10)  schreibt  er  auf  dem 
Rande  ygaiifirj  ev&BM.  —  In  der  Ausgabe  des  Grrynaeus  fehlen  beim 
Proklos  die  Figuren  vollständig.  Einige  derselben  hat  Coppernicus 
ergänzt,  so  zu  Seite  53  (ed.  Fr.  S.  188)  die  Fig.  2.  u.  3.  (s.  Taf.), 
und  auf  derselben  Seite  weiter  unten  (ed.  Fr.  S.  190  Fig.  1)  die  Fig.  4.  — 
Zu  Seite  62  (ed.  Fr.  S.  227)  ferner  die  Fig.  5.  —  Auf  Seit«  64,  Zeile  18 
(ed.  Fr.  S.  236,  Z.  18  ff.)  steht  auf  dem  Rande  notiert:  ^^neQtfiBXQogy 
Efißadog''.  —  Seite  65,  Zeile  18  v.  u.  (ed.  Fr.  S.  241,  Z.  19)  hat 
Coppernicus  zu  dem  Worte  Kagnog  auf  dem  Rande  hinzugefügt 
„vtilitas".  —  Seite  67  ist  auf  dem  Rande  die  Fig.  6.  hinzugefügt 
(ed.  Fr.  S.  249).  —  Auf  Seite  73  hat  Coppernicus  zu  dem  Namen 
des  Nixofi'qörjg  (ed.  Fr.  S.  272,  Z.  3  u.  ff.)  auf  dem  Rande  hinzu- 
gefügt: „^  rmv  yovltov  tonr]^\  offenbar  im  Zusammenhange  mit  der 
aber  Nikomedes  von  mir  aus  dem  Eukleides  des  Campanus  veröffent- 
lichten Notiz  des  Coppernicus.  —  Zu  Seite  79,  Zeile  12  (ed.  Fr. 
S.  269,  Z.  4  ff.)  steht  auf  dem  Rande  „igpf^ff  yov/«".  —  Seite  80, 
Zeile  25  (ed.  Fr.  S.  301,  Z.  21)  steht  zu  den  Worten  „?v  rt  rdSv 
yica^iBtQMmv^'^  auf  dem  Rande  ^^nogidfia  rt".  —  Seite  81,  Zeile  12 
(ed.  Fr.  S.  205,  Z.  4  ff.)  schreibt  er  hinzu:  „Quse  repleant  pla- 
num'*,  endlich  steht  Seite  109  neben  Zeile  5—8  (ed.  Fr.  S.  420, 
Z.  2  ff.)  auf  dem  Rande:  ^^Ttctgaßoltj,  vnegßoXri,  elXit^ig^^. 

Was  den  zweiten  Teil  des  Bandes,  die  Trigonometrie  des  Regio- 
montan,  betrifft,  so  illustriert  sie  die  Behauptung  des  Rheticus,  dass 
Coppernicus  seine  Trigonometrie  ohne  Eenntniss  von  der  regiomon- 
tan'schen  zu  haben,  ausgearbeitet  habe.  Erst  Rheticus  hat  von  Nürn- 
berg  aus   seinem   Lehrer  dieselbe   zugänglich  gemacht,    und  wenn 


7)  Es  ist  gemeint  die  Ausgabe:  Prodi  Diadochi  in  primam  Eu- 
clidis  Elementarnm  libram  commentarii.  Ex  recognitione  60- 
dofredi  Friedlein.    Lipsiaj,  Teubner.  1873.  VIII,  507  S.  8». 

23* 
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Domenico  Berti  in  seinem  Copernico^)  das  Grogenteil  als  richtig 
behauptet,  fassend  auf  einigen  Randbemerkungen  Galilei's  zu  der  Tri- 
gonometrie des  Coppemicus,  so  hat  er  aus  ihnen  etwas  herausgelesen, 
was  sie  gar  nicht  beweisen  wollen,  und  wozu  ihn  nicht  einmal  die 
Bemerkungen  des  Herrn  E.  Beltrami^)  zu  diesen  Notizen  ein  Recht 
geben.  Was  uns  Rheticus  von  den  Studien  des  Coppernicus  mitteilt, 
hat  sich  bis  jetzt  noch  stets  als  authentisch  gezeigt,  da  es  eben  allein 
auf  der  viva  vox  des  Coppernicus  beruht,  und  es  ist  schlechterdings 
unerfindlich,  weshalb  man  diese  indirect  überkommene  Erklärung  des 
Coppemicus  für  unrichtig  annehmen  soll,  die  Erklärung  eines  Mannes, 
dessen  Wahrheitsliebe  über  jeden  Zweifel  erhaben  ist. 

3.  Ich  will  auch  hier  noch,  obwohl  sie  nicht  direct  von  Copper- 
nicus stammen,  einige  Handschriften  erwähnen,  welche  ich  in  Upsala 
und  in  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Kopenhagen  aufgefunden  habe. 
Die  erste  dürfte  mit  Sicherheit  als  von  Coppernicus  benutzt  bezeichnet 
werden  können.  Sie  ist  enthalten  in  einem  Bande  der  Universitäts- 
bibliothek zu  Upsala  mit  der  Signatur  „Qq.  III.  2.  97.",  der  zuerst 
in  seinen  älteren  Teilen  den  Franciscanern  in  Braunsberg  gehörte 
und  mit  deren  Bibliothek  1566  an  die  eben  nach  Ermland  berufenen 
Jesuiten  kam*<*).  Im  Jahre  1551,  in  welchem  das  erste  Stück  des 
Bandes  gedruckt  ist,  existierten  die  Franciscaner  in  Braunsberg  nicht 
mehr,  und  es  muss  also  erst  durch  die  Jesuiten  der  Band,  so  wie  er 
jetzt  zusammengesetzt  ist,  gebunden  sein.  Derselbe  enthält  1.  „Rudi- 
menta  Mathematica  Sebastiani  Munsteri,  Basile^  1551."  Auf  dem 
Titel  desselben  steht  „Collegij  Brunsbergon*  Soc.  Jesu."  — 
2.  Pergamenthandschrift  von  42  Bltt.  umfassend  den  Almanach 
Prophatij  Judsei  editum  1302.  Die  Schrift  ist  die  des  XIV. 
Jahrhunderts.  Auf  der  Rückseite  des  letzten  Blattes  steht:  „Frm" 
minor  i  brüsberg"  *^).  Diese  Handschrift  dürfte  Coppernicus  be- 
nutzt haben.  Er  erwähnt  des  Prophatius  Judseus  in  Buch  IH,  Cap.  II 
am  Ende  (S.  162  der  Säcularausgabe)  und  ibid.  Cap.  VI  ungefähr  in 
der  Mitte  (S.  171  der  Säcularausgabe).  An  beiden  Stellen  wird  an- 
gegeben, dass  Prophatius  die  Schiefe  der  Ekliptik  zu  22*^  32'  gefunden 
habe;  genau  diesen  Wert  giebt  die  Handschrift  zu  Upsala  für  diese 


8)  Domenico  Berti,  Copernico  e  le  vicendo  dell  slstcma 
Copernicano  in  Italia.     Borna  1876,  S.  46 — ^^48. 

9)  Berti,  a.  a.  O.,  S.  238—241. 

10)  Hipler,  Analecta  Warniiensia,  S.  68. 

11)  Ucber  den  Almanach  Frophatii  Jndiei  sehe  man  Stein- 
schneider, Prophatii  Judoei  Montepessulani  (a.  1300),  Proce- 
minm  in  Almanach  adhuc  ineditum  etc.  (Bnllcttino  Boncom* 
pagni  1876.  October.  S.  595—614.) 
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Constante  an-,  ein  ziemlich  concludenter  Beweis  für  unsere  Annahme. 
—  3.  „Opusculum  de  sphera  mundi  lohannis  de  sacrobusto  etc." 
Am  Endo:  „Fuit  excussum  hoc  opusculum  in  Alma  Complutensi  Vni- 
„versitatc  Anno  Domini  Millesimo  quingentcsimo  vigesimo  sexto.  Die 
„vcro  decimaquinta  Deccmbris.  Apud  Michaelem  de  Eguia.  E  re- 
„gione  Diui  Eugenij  cömorantem:  \bi  venundaütur."  —  4.  „Toxtus 
Do  Sphera  loannis  de  Sacrobosco  etc."  Am  Ende:  „Impressum  Pa- 
risiis in  officina  Herici  Stephani  e  regione  Schole  decretorü  sita. 
Anno  Christi  siderum  conditoris  1516.    Decima  die  Maij." 

Eine  zweite  Handschrift  derselben  Bibliothek  mit  der  Signatur: 
„Manuscripta  Mathom.  Nr.  11"  enthält  auf  Bltt.  1—57,  die  in 
Folioformat  sind: 

„GEORGII  JOACHIMI  RHETICI 
„doctrina  triangulorum  additis  qbudä 
„in  locis  explicationibus  SMA"^^) 
(d.  h.  Sebastiani  Miejii  Argcntoratensis). 

Bltt  58 — 85  in  Quarte  enthalten  dann  eine  Umarbeitung  derselben 
Handschrift  von  demselben  Bearbeiter,  und  weiter  folgen  noch  zehn 
weitere  Handschriften  schwedischer  Mathematiker  z.  T.  in  schwedi- 
scher Sprache.  Als  Handschrift  eines  Buches  von  Rheticus,  das  dieser 
selbst  auf  Coppernicus  zurückführt,  dürfte  dieselbe  wohl  Erwähnung 
an  dieser  Stelle  verdienen.  Aus  demselben  Grunde  führe  ich  hier 
noch  die  Originalhandschrift  des  Canon  Triangulorum  des  Pi- 
tiscus  an,  welcher  die  rheticus'schen  trigonometrischen  Arbeiten  end- 
lich zu  Ende  führte.  Dieses  Manuscript  ist  auf  Papier,  52  Bltt.  mit 
4  Vor-  und  einem  Nachblatte  zusammen  gebunden.  Es  befindet  sich 
in  der  Königl.  Bibliothek  zu  Kopenhagen  mit  der  Signatur  „Gl.  Kgl. 
Saml.  Nr.  2  89  fol."*»)    Die  Handschrift  hat  den  Titel: 


12)  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  diese  doctrina  triangaloram  ediert 
ist;  wohl  ist  der  canon  doctrinsß  triangulorum  herausgegeben,  aber  keine 
dieser  Ausgaben  hat  etwa  eine  Einleitung,  in  der  die  doctrina  triangulo- 
rum auseinandergesetzt  wird,  sondern  nur  in  dem  Opus  Palatinum  die 
Darlegung,  in  welcher  Art  der  Canon  berechnet  ist.  Dadurch  würde  sich  der 
Wert  obiger  Handschrift  bedeutend  erhöhen.  Der  Canon  triangulorum 
befindet  sich  nicht  etwa  handschriftlich  bei  diesem  Manuscripto. 

13}  Der  Zugang  zu  der  KCnigl.  Bibliothek  zu  Kopenhagen  wurde  mir 
durch  Herrn  F.  l\.  Friis  vermittelt,  den  bekannten  Herausgeber  der  Briefe 
Tycho  Brahe*8.  Leider  ist  diese  grosse  Bibliothek  an  Handschriften  im  Fache 
der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie,  mit  Ausnahme  der  tychomischen 
Manuscripte,  sehr  stiefmütterlich  bedacht.  Die  Universitätsbibliothek  besitzt  in 
diesem  Fache  fast  gar  nichts.  Die  freundliche  Zuvorkommenheit  des  Herrn 
Friis,  sowie  der  Herren  Beamten  der  dortigen  Bibliotheken  erlaube  ich  mir 
hier  ergebenst  dankend  anzuerkennen. 
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„Canon  Triangulol^ 

„ad  radium  et;    [quoad  2^"  et 

tertiä  seriS 
„et  ratio  ^tj^-j 

„100000  00000    [Prima  enim 
„series  et  ratio  100000  00000  00000 
„supputata  est. 
„Primum  ad  ßingula  J  scrupula  2^^  \\  mox  ad  singula  i  prima 

„W.  J.  Coyet.* 


u 


Auf  dem  ersten  Vorblatt  verso  steht  von  anderer  Hand  geschrieben 

„Hsec  est  viva  manns,  manus  hsec  est  vera  Pitisci 
„Has  scripsit  Canones  imperiosa  manus. 

„In  labore  requies." 


¥•    Coppernleus  als  Arzt. 

Ueber  die  Tätigkeit  des  Coppernicus  als  Arzt  ist  uns  bis  jetzt 
nur  Weniges  bekannt  geworden.  Wir  haben  ein  Becept  desselben 
durch  Prowe  kennen  gelernt  *),  wir  wissen,  dass  er  zu  dem  kranken 
V.  Kuhnheim  nach  Königsberg  berufen  wurde,  und  dass  er  als  Leib- 
arzt der  Bischöfe  von  Ermland  grössenteils  da  seinen  Aufenthalt  hatte, 
wo  diese  ihre  Residenz  hielten^),  lieber  seine  Tätigkeit  als  Arzt 
kann  auch  ich  Weiteres  nicht  beibringen,  dagegen  ist  es  mir  geglückt 
in  Upsala  eine  Fülle  von  medicinischen  Recepten  zu  entdecken,  welche 
von  ihm  in  verschiedene  Bücher,  die  ihm  teils  selbst  gehörten,  teils 
für  ihn  als  Leibarzt  des  Bischofs  angeschafft  waren,  eingezeichnet 
sind.  Aus  ihnen  können  vielleicht  Mediciner  von  Fach  weitere  Schlüsse 
auf  die  medicinischen  Kenntnisse  des  Coppernicus  ziehen.  Vielleicht 
findet  sich  Jemand,  welcher  diese  sicher  nicht  schlecht  lohnende  Arbeit 
auf  Grund  dieser  ersten  Veröffentlichung  zu  unternehmen  geneigt  ist. 
Die  Coppernicus-Forschung  würde  ihm  in  hohem  Masse  zu  Danke 
verpflichtet  sein. 


1)  Prowe,  Mittheilangen.    Tafel  11. 

2)  Man  sehe  darüber  F r o w e ,  Copernicus  in  seinen  Beziehungen 
zu  dem  Herzog  Albrecht.  Thorn  1855.  und  Hipler,  Kikolaui 
Kopernikus  und  Martin  Luther.    Braunsberg  1869. 
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1.  Im  Besitze  des  Coppernicus  ^)  befand  sich  ein  Werk,  jetzt 
mit  der  Signatur  „35.  VII.  4."  der  Universitätsbibliothek  zu  Upsala 
gehörig,  mit  dem  Titel:  „Practica  valesci  de  tharanta  ||  que  alias 
philonium  dicitur."  Dasselbe  besteht  aus  4  unbezeichneten  und  360 
von  I  — CCCLX  bezeichneten  Blättern.  Am  Ende  steht:  „Preclaris- 
„simü  op^  valesci  de  tharäta  reueredissi  |  mi  mg'ri  necnö  artis  medi- 
„cine  doctoris  famosis  ||  simi.  Finit  feliciter  Imp^ssum  lugd'.  p  Johä- 
„nem  l  trechsel  alemanü.  Anno  nre"  salut'  Millesimo  ||  quadringgtesimo 
„nonagesimo  Die  vero  decimo  ||  nono  mensis  maij.  Amen."  *)  Dar- 
unter das  Druckerzeichen.    Auf  der  Rückseite  des  vordem  Deckels 

steht  untereinander 

„D  Fabiani" 

„Nicolai  Coppemicj" 

„In  tes'to  fabiano  Emerich  assignatus'' 

Davon  ist  die  erste  Zeile  Autograph  des  Fabian  Emerich,  die  zweite 
Autograph  des  Copperuicus,  die  dritte  von  einer  dritten  Person  ge- 
schrieben. Wenn  Prowe  behauptet  die  erste  und  dritte  Zeile  seien 
von  einer  Hand,  so  irrt  er,  ebenso  darin,  dass  er  die  zweite  Zeile 
für  einen  späteren  Zusatz  erklärt.  Sie  ist  ganz  unzweifelhaft  von 
Coppernicus  selbst  geschrieben.  Am  obern  Rande  von  Bltt.  2»  steht 
die  Notiz 

„Collegij  Bm'sbergensis  Societatis  Jesu." 

Auf  Bltt.  1*,  dem  Titelblatte,  hat  Coppernicus  Folgendes  geschrieben: 

Contra  dissentoriam.  Flores  garioflorum  pulveratas  mitte 
in  vinum  rubrum  calefactum,  bibe  ad  noctem  unum  haustum  et  maue. 

5^  Semen  fseniculi,  sileris  montani,  camodreos, 
radice  celidonis  an*  3" 

Semen  apii,  aut  petroselini,  piperis,  cinamomi,  aniseos 
masticis,  spicis  M.  an"  3i 
Isopi,  abrotani,  polii,  calamgnti,  origani,  semon 
aneti,  luniperi  an"  3  s. 
Et  zuccaris  quantumvis 
Fiat  pulvis  et  sumatur  cum  pane  tusto  vespere, 


10 


1.  Flores  II  fl.  —  3.  Semen  faßniculi,  sileris  ||  Sen  feii  sil*.  —  5.  aut  petro- 
selini ||  aU  petrqj.  —  aniseos  ||  anieos.  —  10.  Fiat  ||  fe. 

3)  Zuerst  ist  auf  dasselbe  von  Prowe  aufmerksam  gemacht  worden.  Man 
sehe  dessen  Mittheilungen  S.  13,  dann  Hiplcr's  Analecta  Warmiensia 
S.  57.  Anm.  46. 

4)  Hain,  Bcpertorium  Nr.  15250.  Derselbe  führt  im  Ganzen  4  vor 
1500  erschienene  Ausgaben  des  Buches  auf. 
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mane  et  ineridie.  Hie  pulvis  non  Bolum  visom 
clarificat  etiamsi  pene  fuerit  amissus,  sed  et 
stomachum  confortat  et  purgat,  lapidem  frangit, 
opilacionem  epatis  et  splenis  solvit  et  omnem 
5  ventositatem  expellit. 

Ex  Thesauro  Euonymi  PhiliatriRogero  autore  collectum. 

RöJ)leto  vase  distillatorio  foliis  agrimonise,  verbeDCB,  fseniculi, 
ruthse,  utrino*th8ß(!)  et  levistici  superasperge  aliquantulum  vini  albi 
et  clari  et  vasis  lutatis  distilla.  Hie  liqaor  tumorem  palpebrarum  ex 
10  frigore  iam  reprimit,  lippitudinem  desiceat,  laehrimas  intercipit,  viflum 
clarifieit,  inaculas  frangit.  Quod  si  efficatiorem  volueris  pro  fraii- 
gendis  maculis  addc  folia  gillinici  et  morsus  galline  (anagallicis)  cai 
flores  rubri. 

Potest  etiam  e  fsenieulo  eliei  aqua  ad  vasis  cas"  (!?)    Nam  ex 

15  radicibus  et  foliis  faeniculi  in  aqua  decoctis  liquor  eoUectus  in  pelui, 

super  aquam  illam   adhue   buUientcm    posita  in  phiala  servatnr  et 

quotidie  mane  et  vespcii  gutta  una  in  angulo  oculi  ponitur  ad  prse- 

dietas  causas  communi  oxperlmento. 

Item  ut  maculam  frangas  myrrham  et  aloen  trita,  cum  praedictis 

20  aquis  misce  et  colati  liquoris  guttam  mane  et  sero  in  utroque  angulo 

oeuli   pone.     Item  aqua  de  floribus  Spinae  albae  et  salice  dcstillata 

praeunetionem,   calores  et  ruberem  oculorum  removet,  laehrimas  de 

eadem  causa  iuterrumpit  et  maculas  de  eadom  caussa  frangit. 

Auf  Bltt.  1^  folgt  dann : 

Convenicncius  est  lubrificaro  ventrcm  per  inferius  cum  clistiri 
25  vel  suppositorio  quam  per  superius  cum  medicina,  quin  omnis  medi- 
cina  laxativa  quantumcumque  levis  debilitat  membra  nobilia  et  proprie 
stomachum  et  epar,  propter  quod  omnifarie  sunt  evitandae,  nisi  quando 
requiritur  aliorum  membrorum  evacuacio  vel  venarum.  Item  conetur 
sanitatis  eustos  omni  die  ventris  lubricitatom  debitam  servare,  quin 
30  in  hoc  est  maximum  juvamentum  pneservans  a  malis  passionibus  et 
proprie  soda  pulsativa,  voragine,  stotlionoma,  febribus  putridis, 
apostomatibus,  membrorum  interiorum  ydropisi  et  colica. 

Item  fei  porci  vel  bovis  cum  oleo  bulitum  parumper  et  ab  um- 
bilico  superius  iuunc*um  vomitum  procurat,  ab  umbilico  vero  inferius 
35  secessum. 


7.  freniculi  II  fei.  —  8.  levistici  ||  lavistici.  —  13.  rubri  ||  ruber'.  —  16.  sa- 
a 
per  II  si  q).  —  28.  membrorum  ||  membro! 


1    ^^an^i^iipVHIi^        ^^'^7' 
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Sappositorinm  ita  facito.  Farinae  siliginis  vel  ordei  avenseve, 
qnantumvis  salis  communis  et  mellis  quantum  sufficit  incorporentur 
pro  daobas  sappositoriis  addito  vero  fei  alterius  animalis  bovis,  caprae 
vel  porci  vel  vituli,  et  si  yis  acuere  addito  aliquid  de  aloe. 

Bltt.  2  und  3  enthalten  die  Tabula  des  Bandes.  Hier  hatCop- 
pernicus  am  Rande  zum  schnelleren  Auffinden  sich  angemerkt,  wo  die 
einzelnen  Hilfsmittel  gegen  Krankheiten  der  einzelnen  Körperteile 
be^nen.  So  liest  man  der  JReibo  nach:  „oculorum,  Aures, 
Nares,  Lingua,  Dentes,  Guttur,  Cor,  Stomachus,  Epar, 
Spien,  Renes,  genitales,  Matrix,  gutta,  febres,  pesti- 
lencia,  Apostemium'^,  dazu  auf  Bltt.  2'>  die  allgemeine  Bemer- 
kung auf  dem  untern  Rande  „De  iutostinorum  morbis.^' 

Bltt.  4  ist  unbedruckt;  auf  der  Vorderseite  desselben  steht  Nach- 
folgendes: 

9^  radicis  apii  fseniculi  an**  3  s.  1 

capillosve  florum  buglossse  ro/3  an"  3i 
pass.  3  s.  mirab.  sudorum  cmbli  itrinorum 
an*  5i  agaricis  sause  an  3iij  corticis  iSiij  artcmisii 

^  corticis  istius  jiij  yere  3v  dysimte  Süj  masticis  5  s.  5 

Psilothrum. 

9^  uvas  amidi  an'^  Ji,  auripigmenti  3-  b. 
calcis  vivse  Süj  md. 

Aliud. 

^  pulveris  prsedicti  3i,  saponis  3i\j  vel  Siij.  s.  10 

vel  Jxxviij. 

Aliud. 

9^  hyosquiami  5-  s-  infunde  in  acctum  per  diem  et  noctom  et 
siccatae  guttae  hcdersß  J.  s.  sevi  ovilli  J.  s.  misce  et  aromatisa. 

De  Ovis  mirabile.  15 

?c  vitellos  V,  albumina  viy  conquassato  et  vesic«  oleo  livi  confri- 
catae  indito  etc. 

^  salis  nitri  seu  petri  %i    )    ^  ^     . 

aluminis  scissi  »j    J  «**  *1"»  f°^"- 

Endlich  steht  auf  der  Rückseite  des  letzten  (360)  Blattes: 

IX  grana  ordei  faciunt  3i,  octo  3  faciunt  S  20 


1.  Psilothrum  II  psilot^.  —  2.  aras  ||  woas.  —  8.  bjosqtiiAmi  ||  hynisq. 
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Ad  conservacionem  dentium  et  contra  eorum  dolorem. 
9cpiretri  8cafizag*e(?)  piperis  3^5' 
semen  apii,  balaustise,  capsulae  glaDdium  masticis 
cornu  tauri  usti,  coralTi  rubri  usti  auT  3i  s. 
5  florum  rosarum  3i  aluminis,  zuccari  3  s. 

exhiis  fiat  pulvis  subtilis  ut  alcool,  qai 
postmodum  cum  melle  puro  incorporetur,  fiat  per 
modum  linimenti,  sed  prius  mel  benc  depuretur 
ab  eius  immundiciis,  tum  gingiyas  confrica  et  expue. 

10  Pro  mittenda  urina. 

^  seminis  communis   amygdalorum   frigidorum  a  corticibus  ex- 
corticatorum  an"  §  s.,  fiat  ex  eis  lac  secundum  artem  cum  sequis 
diu  relicj  (1)  dissolvendo ,  fiant  duo  haustus ,  quilibet  sit  mi- 
nor S 
15  Contra  lapidem. 

9c  philipenduli  3  s.,  cibebe,  rorismarini  an*  5i  berbse  comerii  ss 
fiat  pulvis. 

Unguentum  quando  distortum  aliquod  mombrum. 

^  mirtilaginis,  spilii,  faenugraeci  an  J  ij  farinsB  malvarum  radicis 
20  et  cum  decoccione  florum  camomillae  fiat  omplastrum-,  in  forta- 

mentum  addatur  terrae  sigillatae  B  i  et  boli  armenici  S  i.  s. 

%  Kvfitvov  Akorig  MsXavov  oivov 

2.    Die  Universitätsbibliothek  zu  Upsala  besitzt  ein  anderes  Bach 

in  Folio  mit  Signatur  „31.  V.  4.  144"    Dasselbe  enthält  an  erster 

Stelle  die 

„Cirurgia  magistri  Petri  de  largelata" 

von  im  Ganzen  132  Bltt.,  wovon  das  letzte  leer  ist.    Am  Ende  steht 

einfach 

„Venetijs.  1499.  die.  12.  Septcmbris"  ^) 

Angebunden  ist 

„Opus  pandectarum  Matthei  silvatici 
„cum  Simone  ianuense  et  cü  quotatio- 
„nib*^  auctoritatü  Plinij  galieni  i  alio- 
„rum  auctorü  in  locis  suis." 


3.  capsalffi  II  capule. —  11.  seminis  communis  amygdalorum  ||  sei^  auj  a^^. 
—  21.  boli  armenici  II  bo  ar. 

5)  Hain,  Repcrtorium  Nr.  1639,   welcher  aber  das  letzte  leere  Blatt 
nicht  kennt.  —  Anch  ron  dieser  Schrift  existieren  5  Drucke  vor  1500. 
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mit  dem  Drackrermerk: 

„Q  Iinpressnm  VonotiJB  mSdato  t  espSais  Nobilis  Vi- 
,^  Dni  Octaniani  Scoti  Ciais  ModoeticuBis.    qainto 
,^dna  Martias.    i498.     Per  Bonetum  Locatellam 
^ergomonsem."  ^) 

im  Ganzen  182  BItt.     Auf  dem  Titelblatt«  des  ersten  Stackes  steht 
von  Coppernicns  Hand: 

„Pro  bibliothecte  Epali  in  arce  Heilsbergk" 
darunter  von  anderer  Hand: 

„Liber  Bibliothecte  Varmiensis" 

Auf  der  leeren  Rackseite  des  vorletzten  Blattes  dieses  ersten  Stückes 
(dem  131  des  ganzen  Bandes)  bat  CoppeniictiB  Folgendes  gesclirieben: 

Item  snccua  gälte  quercetiute  vatet  ad  fistnlas  et  ulcera  eo  ab-    1 

Inta. 
Item  viscmn  de  pomo  arbore  tercio  in  cerevisia  coqno  et  ea  co- 

lata  com  pastu  potato,  valet  contra  podagram. 

Contra  paralisim  bonnsO)  corporis  5 

Ib  salivam,  ratam,  caatorenm,  decoqne  in  vino  et  da  bibero. 

Contra  colicam  et  yliacam 
9r  snccom  sasquiami,  acetnm  et  farinam,  misce  et  applica  ad  lo- 
cum  dolentem 

Contra  dissenteriam  10 

9^  garioflonun  pnlveris  satis,  mitto  in  vinnm  rnbram  calidnm,  bibc 
ad  [noctem]  nnnm  hanstum  et  mane^). 

Am  Kande  steht  dazn:  vide  corollarinm  in  pandecta. 
Contra  pestem 
^  camforie  3iS33ii|  diptaminis  5  s-i  zvccaris  candi  3üij,  fiat  pul- 
vis, qni  debet  recipi  post  infectionem  ante  demnnctionem  cum  15 
vino  bono  ad  pondns  Soreni.    Provocat  sudores  et  curat. 

1.  qnercet'me II qu'üne. —  19.  noctem  igt  Coniectur. —:  IS.  dcmanctio- 
ncm  11  demancionem. 

«)  Hain,  Bopertorinm  Nr.  ISaoa.     Davon  II  Ausgaben  Tor  1900. 
T)  Dies   itt  daBselbe  Rccept,   »ckbeE  oben  als  erstea  aas  dem  Valesius 
de  Thainnta  milgeUilt  iat.     Ana  der  obigen  Furang  ist  daa  Wort  noctem, 

ala  aasgeltMcn,  eingef&gt  worden. 
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Alii  pulveres  salvificantes. 
9f  boli  armcnici  5  Jj ;  cinamomi  S  s ; 
zeduarii  3ij;  radicis  tormentillae,  diptarainis,  szandalorum  ru- 
brorum  an  3ii;  rasornra  eborum  ferri  an  5!  5  spodii,  anthemii 
5  acetosi  an  ^ij;  corticis  citri,  margaritarum  an  5i-,   smaragdi, 

iacinti  rubri,  zapbiri  an  ^i;  os  de  corde  ccrvi  3i;  carabe,  comu 
unicorni,  coralli  rnbri,  auri,  argenti  tabularum  aü  9i;  zaccaris 

lib  s  vel  quantum,  qui  utitur  iam  inferri  sub  pondere  unius 
floi-oni  ungarici;  contra  ruborem  furie(l)  *). 

10  9^  camphoram,  alibanum,  muram(l);  pulverisantur  et  mittantor  in 
aquam  rasaceum  sab  equali  pondere  et  liniatur  rubor.  Ad  nl- 
cera  valet  farina  tritici  cnm  melle  mixta  emplastrata. 

Anf  der  Rtlckseite  des  letzten  Blattes  des  ganzen  Bandes  (314)  steht 
von  Goppernicas  noch  Folgendes  verzeichnet: 

Pillulae  imperiales  Arnoldi  de  Villa  Nova^), 

quae  possunt  accipi  omni  tempore  sine  praeparatione  prsecedenti,  diota 
vel  custodia,  mane  et  sero,  ante  cibum  vel  post  absque  syrupo  per 
quemcumque  hominom  sanum  vel  inürmum.    Valent  in  omni  materia 

5  digerenda  et  quacumque  ogritudine,  cducentes  sine  Isesione  qaiquid 
snperfiuam,  invoniunt  et  confortant  membra  principalia  et  debilia, 
laeticiam  adducentes  rotardant  canos,  qui  ex  corruptis  huraoribus  pro- 
deunt,  consolidant  quidquid  dilaceratum  est  mordicativis  salsis  humo- 
ribus,  virtutem  visivam  supra  omuia  procurant,  stomachum  prseponnut 

10  et  conservant,  catarrum  compescunt,  tussim  sedant,  anginas  et  omnia 
faucium  et  oris  vicia  tollunt,  fumositatem  stomachi  cducunt,  stoto- 
nomam  repellunt,  intellectum  augcnt,   nervös  roboraut  et  vegetant, 


2.  boli  armenici  ||  bö  ar.  —  4.  fcrri  ||  fe  i. 

8)  Auch  dieses  Recept  ist  schon  lilnger  als  coppcrnicanisch  bekannt  Es 
ist  mit  dem  von  Prowe,  Mi ttheilungon,  Taf- II.  edierten  identisch.  Die 
Abweichungen  des  Frowe'schcn  Textes  sind:  Zeile  3.  tormentillai  radicis.  — 
sandalorum.  —  4.  cras  für  fe'i.  —  8.  von  vel  quantum  liest  Prowc 
vel  qi**  I  fe  pnluis,  es  fehlt  also  an  dieser  Stelle  der  ganze  Schluss. 

9)  Von  Amoldus  de  Villa  Nova  kennen  wir  ein  Breviarium  practica» 
medicinse,  das  yor  1500  drei  Auflagen  erlebte,  ein  Spoculum  medicio»;, 
ein  De  arte  cognoscendi  venena,  ein  De  virtutibus  herbarum, 
ein  Liber  de  vinis,  das  auch  vielfach  in  deutscher  Sprache  gedruckt  ist, 
einen  Tractatus  de  aquo^  vitsi  simplici  et  composito,  endlich  ein 
Regimen  Sanitatis.  Welches  der  beiden  ersten  Bacher,  denn  von  diesen 
kann  wohl  nur  die  Rede  sein,  Coppernicus  excerpiert  hat,  konnte  ich  nicht 
entscheiden. 
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dentes  a  putredine  cnstodiunt,  valent  contra  epidimiam,  contra  scabiem 
arteticam  et  podagram,  dormire  faciunt,  corpora  lapsa,  ne  egritadines 
incidant,  prseservant,  utramque  colicam  cum  fiecmate  trahunt,  leviter 
purgant.  Qui  demum  vult  purgari  per  has  pillulas,  sumat  prima  die 
unam,  secunda  duas,  tercia.die  tres  etc».  usque  ad  Septem  vel  quan- 
tum  recipienti  videbitar  expcdire.    Quarum  compositio  ita  se  babet. 


^  amomi 
anisi 
Cardamomi 


reubarbari  ad  pondus  omDinm  prse- 
dictorum,  aloes  succas  ad  pondus 
totius  supradictse.  Omnia  confi- 
ciantur  cum  syrupo  violarum  vel  10 
rosarum  et  conserventur  in  massa 
una  et  cum  uti  volneris  fac  pillulas 
ad  formam  ciceris  vel  pisi. 


au  5i 
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Cinaraomi 

Zoduarii 

Masticis 

Nucis  musce 

Garioflorum 

Croci 

Cubebi 

Liquoris  aloes 

Turbith  boni 

Mannte 

Agaricis 

Senae 

Quinquo  granarum  mirobellarum. 

3.    Weiter  besitzt  die  nämlicbe  Bibliothek  einen  Band  in  fof. 
mit  der  Signatur  „31.  V.  4.  142."    Derselbe  enthält  den  Druck  betitelt: 

„Ortus  Sanitatis 

„De  herbis  i  plantis 

„Do  animalibus  et  reptilibus 

„De  Auibus  i  volatilibus 

„De  Piscibus  i  natatilibus 

„De  Lapidibus  :  in  terre  venis  nasceti 

„De  Vrinis  i  earum  speciebus 

„Tabula  medicinalis  Cum  directorio 

„Generali  per  omnes  tractatus."  *<*) 

ohne  Ort  und  Jahr.    Ueber  den  Titel  steht 

„Liber  Bibliothecae  Varmiensis" 

Vorgebunden  sind  vier  Schmutzblätter.   Auf  der  Rückseite  des  Deckels, 


15 


20 


bus 


10)  Wahrscheinlich  Hain,RopertoriumNr.  8942,  obwohl  der  Titel 
nicht  völlig  genau  stimmt.  Der  Hortus  Sanitatis  ist  eins  der  vielfachst 
aufgelegten  medicinischen  Compendicn, 
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den  Vorsetzblättern  V^-\  2^  sowie  auf  Bltt  a^^  steht  von  Copp^- 
nicus  Hand  Folgendes  geschrieben  : 

Rückseite  des      Colica  b^  berme  fuc^ 
Deckels.  Dissuria  lolbe  ptff^e 

Lytargia  l^eupt  lüct^im 
Apoplexia  ber  flad^t 
Epilepsia  bie  faHenbe  fu^ 
Peripleumonia  e^n  gcftocr 
Sff  bcr  luitge  vnde  oritur  ptisis 
Spasmus  ber  Iranipff. 

Kanneil 
10  [    Ingfer 

Neilken  .  .^  , 

Item  l  Annis  /  "^^  ^^«^ 

Fenkelsött 

Gartenkommel 
15  l   Pudersenis  iiij  f^gl 


Ma 


Flores  Camomillarum 
Sumitates  Absinthii 
Folia  Menthse  crispse 
Rose  Lubec. 
20^ Item/    Malvffi  radices  medium  Ma 
Semina  liny    / 
Succus  foliorum  Salicis  ma 
Oleum  Rosarum  pro  gl 
StopmeU  Mam 

Bltt.  1«. 

25  Razes  in  secretis  medicinse.    Qui  ex  consuetudino  quater  in  anno 

minui  consueverunt :  cum  ad  quadragint«  annos  perveuerint  ter 
in  anno  minuantur,  et  cum  ad  sexaginta  bis,  et  cum  ad  septna- 
ginta  semel,  et  post  hsec  a  minuitione  caveant.  Senes  vero  post 
annos  sexaginta  a  minuitione  capitalis  venee  caveant,  neqne  qui 

30  septuaginta   quinque   habeant   annos  minuantur  vena  basilica. 

Hsec  ille. 


Item. 


Estas  ver  dextras,  autumnus  hyemsque  sinistras 
Quatuor  htec  membra:  cephe.  cor.  pes.  epar  vacuanda 
Yer.  cor.  epar.  estas :  ordo  sequens  reliquas. 
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Item  Polipodiom  Engelsuss  addcr  Steyolackeritze  gesoten  mit  Anijs 
vnde  fenchel  vnde  kumell  itzlichs  gleichvil  yn  eynn  pfant  Was- 
sers vnde  dass  getruncken  macbt  den  Baach  reine  Ynde  treibet 
So  mit  auss  vill  böser  feactikeyt. 


Item  Craussemutze  puluer  yngenomen  Mit  milcb  vortreibt  die  spol-  5 
worme.  Menta  gesothenn  ynde  do  mitte  gebeet  dass  zcuss- 
wollenn  gemacht  benympt  die  Swolst  behendirlich.  Item  die 
stime  gestrichen  mit  dem  Safft  benympt  dass  heubt  we.  Der 
Safft  getrnncken  mit  honigwasser  genanth  Malsa  stillet  dass 
sausen  yn  den  oren.  10 

Item  Mnscaten  gestossenn  vnde  gemischet  mit  lorber  vnde  die  genucz 
mit  weyn  machet  wol  harnen.  Item  der  Samen  von  grasse  mit 
wyn  genuczet  machet  harnen.  Item  der  Samen  von  Melonenn 
Machet-wol  harnenn  vnde  reiniget  die  lenden  vnde  Nyrenn. 


Item  kresse  Samen  gekauet  yn  dem  Munde  vnde  gehalten  vnder  der  15 
Zcungen  benympt  ir  die  lemde  vnd  machet  widdervmb  reden. 
Nasturtium  kresse  alleyn  gegessen  ist  nicht  gutt,  wen  sie  myn- 
nert  die  krafft  dess  menschen  vnde  machet  bosse  feuchtung, 
wont  ess  wechsett  gern  von  feuchter  erden  vnd  seiden  yn  der 
Sonne. 


Item  Marubium    e3m   kraut   genant    Gotisvorgessenn    ist   gutt    Zcu  ^ 
brauchenn  Vor  die  Pastilentz  die  blatter  adder  den  safft  mit 
eynem  tuchelen  genetz  vnde  darumb  geslagen.    Item  der  Saff 
von  Marubium  gemischet  mit  bomöU  vnde  den  yn  dy  oren  ge- 
tan vortreibet  iren  grosszenn  smertzen  warhafftich. 


Item  wer  der  starkenn  sucht  warttenn  ist  adder  sie  hett  alss  dann  ist  25 
Apoplexia,  der  side  ater  nesselnn  mit  weyn  vnnd  trincke  den 
dick  iss  vorgetth  ym.    Item  Wer  nut  nett  zcu  stul  gynge  Alsso 
dass  er  alleczeit  gelust  bette  vnnd  doch  nicht  schaffen  mechte, 
;Bitt  16         der  nucze  mirra  mit  kesse  brue  er  genesset  zcuhant.  | 

Podragra  (I) 

Item  die  brue  der  ynne  ruhen  gesotten  seyn  gestrichenn  vff  wethun  30 
der  gelider,  alss  vff  Podagram  ist  fast  gutt. 


Item  wenn  die  Such  adder  gicht  am  dem  leibe  druck  wo  dass  were 
der  nemo  Castorium  dass  ist  bebergeil  vnde  side  den  yn  weyn 
vnnd  schmore  sich  an  der  selbigen  stat  ess  hillfft  an  zweifell. 
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Item  PoUey  frisch  gestossenn  vnde  vff  dy  such  Podagra  genant  hilfft 
balde. 

Raute. 

Item  Serapio  der  meiater  spricht  dass  die  bletter  von  raute  gegessenn 
5  mit  figen  vnnd  weiss  nuss  benemen  den  gififtigon  vnde  tottlichen 

schaden  der  Pestilentz  vnde  ist  das  aller  gewisthe  Presernatinum 
dass  man  haben  magk. 


iBJttÄ 


Item  Ruta  gesoten  mit  essig  vnnd  den  gennczt  benympt  das  we  der 
brüst  vnnd  vortreibet  den  hust  vnde  ist  gutt  dene  die  eynen 
10  kurtzenn  odam  han  vnde  heilet  dass  geswer  vff  der  langen  ge- 

nant Peripleumonia  do  von  dem  menschen  enlsteet  vnnd  her- 
kompt  die  darre. 

Item  dass  Saff  von  ruten  gelossen   yn  dy  nasse  locher   benympt   das 
blutten.    Widdervmb  dass  Saff  von  aternesseln  machet  blatten. 


15  Item  Trefflich  ist  rate  vor  vorgifft.  Alzo  Serapio  Von  dem  wcsol 
wen  sie  sich  mit  der  slangenn  beisset  szo  isset  Mastela  raten 
Sso  mag  ir  dy  Slange  keiun  gifft  zcufagenn. 

Item  Raten  gesoten  yn  öle  vnde  dass  warm  yn  die  oreu   gelossen 
vertreibet  die  worme  dor  ynne. 


20  Item  Ruten  Saff  mit  Losscn  (?)  ole  gemiscet  vnd  mit  essig  vnnd  dass 
heubt  do  mitte  gestrichen  benympt  dass  heubtes  we. 


Vrtica  nesselenn. 

Item  Nesselen  Samen  ist  gutt  calculosis.    Dyascorides  spricht  Nes- 
selenn gesotenn  vnn  die  gestossenn  vnd  ussen   vff  den  bauch 
25  geleit  weichet  yn. 

Item  Nesselenn  gesoten  vnde  die  haut  do  mitte  gewaschen  heilet  den 
bossen  grind. 

Item  der  Samen  gestossen  vnde  gemischet  mit  honig  vnde  alzo  gc- 
nucz  mit  wyn  benympt  den  alten  hust  vnnd  räumet  dy  brüst  in 
30  warheit. 

Item  der  Same  gepuluert  vnd  gestrawet  yn  den  schaden  Cancer  ge- 
nant vortreibet  d^n  zcohant. 
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Item  eyter  nesseln  bleter   in  öle  gesoten  heilet  wanden  von  dem 
dobenden  hande  gebissenn  zcahant. 


Item  welcher  nicht  vele  gehorenn  mag  der  szal  der  selbigen  nesseln 
wurtzelen  yn  weyn  adder  yn  wasser  syeden  vnde  das  triocken 
ess  hilff  yn  behende.  5 


Item  ater  Nesseln  gestossen  nnt  salcz  vnde  mit  eiger  totom  vod  mit 
honer  Smalcz  gemenget  vnde  yn  den  sweis  bade  die  haut  do 
mit  bostrichenn  zwe  adder  mall  vortreibet  dass  Jucken  vnnd 
rüde  hutt. 


Polegium   poUey.  10 

Item  wer  sich  am  leybe  krymert  der  siede  polley  mit  wasser  vnnd 
wasche  sich  mit  dem  warmen  wasser  iss  vorget  ym  vnde  wirt 
darna  nicht  rudigk. 

Item  Polley  gepuluert  vnde  dy  zceno  do  mitte  gereben  vortreibet  alle 
smertzen  do  von.  15 

Item  Polley  mit  honig  vnde  salcz  gemist  hilff  den  lamen  vnnd  zcu- 
brochen  gelydern  do  uff  geleit. 


Item  PoUey  gesoten  yn  weyn  ist  gutt  genucz  widder  den  snoppen 
vnde  Widder  den  flnss  dess  heubtes. 

£ndlich  findet  sich  auf  Blatt  a^^  Folgendes: 

Item  Sueramp  same  genuczet  vortreibet  die  spolworme  vnde  ist  auch  20 
gut    vor   vorgifft   besunder  vor    das  beisenn  der  vorgifftigenn 
thire. 

Convenit  Acetosa  calido  stomacho  item  iecuri  cordi.    excitat 
appetitum  comedendi.    Item  Succus  immissus  auribus  pellit  tu- 
morem  bie  geftuolft    Item  Succas  valet  contra  fluxum  sanguinis  25 
alio  nomine  dissenteria.   Nota  quod  aqua  acetosa  mixta  Teriaco 
valet  maximum  contra  pestem. 

4.  Noch  ein  Buch  der  Universitätsbibliothek  zu  Upsala  ist,  wenn 
auch  nur  durch  einzelne  Worte  als  Randnoten,  durch  Coppemicus 
Hand  ausgezeichnet.  Es  ist  dies  der  Band  mit  Signatur  „31.  Y.  3. 
140."    Dieser  Band  enthält: 

1.    ,  J^ETRVS  II  DE  1  MONTAGANA",  Am  Ende  (Bltt.  148»)  „Im- 

T«U  LZn.  84 
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„pressum  Uenetijs  per  loannem  2  Gregoriü  |  de  Gregorys  fratres. 
„Anuo  domini.    M.  ccccc.  die  ||  xxviy.  Martis."  ^^). 

2.  „Practica  loännis  anglici  physici  clarissimi  ab  D  opis  prestatia 
„Kosa  medicine  nücupata/^  Am  Endo  Papie  1492.  die.  24.  lannarij. 
„  II  loänesantonius  birreta  ipressioni."  ^*) 

3.  „Practica  Antonij  Gaainerij  papiensis  ||  doctoriB  preclarissimi/' 
Am  Ende:    „Impressum  opus  mandato  2  expensis  Nobilis  viri  Du*i  |j 
„Octauiani  Scoti  cinis  Modoetiesis.    i496.    16^.  Kaien,  i  Martias.   Per 
„Bonetü  Locatellü  Bergomensem/' 

Auf  dem  ersten  Blatte  des  Montagana  steht  geschrieben: 

„Liber  V. 

„Cap^li  Var 

„mi'on." 

Hie  und  da  kurze  Noten  auf  den  Inhalt  aufmerksam  machend  von 
Coppernicus  Hand.  Unter  das  Druckerzeichen  auf  dem  letzten  Blatte 
des  Guainerius  hat  er  z.  B.  geschrieben: 

„Signum  pestinm  magnum  dominum  habet  in  prusia.^' 


Tl.    Einige  neue  Daten  fflr  das  Leben 
des  Coppernieus. 

Der  Güte  des  Herrn  Domvicar  Dr.  Woelky  zu  Frauenburg  yer- 
danke  ich  die  Mitteilung  zweier  Actenstücke,  welche  er  im  culmer 
Dioeccsanarchive  entdeckt  hat.  Von  ihnen  ist  mir  erlaubt  worden, 
dasjenige  mitzuteilen,  was  speciell  Coppernicus  betrifft. 

Im  ersten  Actcustücko  transsumiert  und  beglaubigt  Georg  von 
Delau,  Domeautor,  General- Vicar  und  Official  von  Ermland,  vierzehn 
die  Besitzungen  des  Culmer  Bistums  betreffende  Urkunden.  Frauen- 
burg 1514,  October  7. 

Am  Schlüsse  des  Actenstücks  heisst  es: 

„Acta  sunt  hec  Warmie  in  presentia  venerabilium 
„dominorum    Andree    de    Cletz    custodis,    doctore 


11)  Dieses  Buch  habe  ich  bei  Hain  vergeblich  gesucht. 

12)  Hain,   Repertorium,   No.   1108.      Aus  seiner  Beschreibung  folgt, 
dass  dem  Exemplare  der  upsalenser  Bibliothek  Blatt  1--4  fehlen. 

13)  Hain  No.  8099. 
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„NicoUo  Coppernig,  canonicis  (!)  ecclesie  ^ 
„miensis,  in  edibas  consnete  nostre  reaidentie, 
„septimaOctobrisAnnodomiiiiM. V;  docimoqnar 

Im  zweiten  Bocameiite  transsumiert  derselbe  Geoi^  von  Di 
Domcantor  und  General-Vicar  nnd  Official  von  Emiland ,  auf  B 
des  Philipp  Holkeuer,  Kanzlers  des  BischofB  Johannes  von  Culn 
die  SchoQfcnngsnrknnde  des  EönigB  Alexander  über  Calm,  Papan 
Althans  an  den  Bischof  von  Cnlm  vom  26.  Mai  150ö  und  2.  die 
kande  Sigiamunds  I  vom  19.  März  1507,  vrorin  er  die  Einkünfte 
Papan  and  Altbaos  dem  B.  Nicolaua  reserviert.  Franenburg  1 
October  7. 

Am  Schlüsse  heisst  es  in  dem  Documente: 
^cta  sunt  hec  Warmie  in  presentia  venerabil: 
„dominornm  Andreo  de  Clctz  cnstodis,  doct 
„Nicoiao  Coppernig  canonico  ecclesie  Warmiei 
„in  edibus  consnete  uostre  residcntie,  die  sept 
„Octobri^  Anno  domini  Millesimo  qningentcs 
„decimo  quarto. 

In  dem  schon  früher  benutzten  Manuscriptbande  der  Universil 
bibliotliek  zn  Upsala,  in  welchem  sich  die  Gutachten  des  Coppen 
aber  den  Preis  des  Brodes  befinden,  sind  noch  zwei  Stacke  (N 
n.  7.  des  Bandes),   welcho  ebenfalls  zwei  ncne  Daten  fttr  das  Li 
des  Coppernicns  bieten.    Das  erste  amfasst  10  Blatt  nnd  ist  beti 
„Artikel  in  gemeyner  Tagfart 
„2n  Heilsberg  am  xiij  tage  Sep- 
„tembris  Im  jar  lä26  berot- 
„schlagt  bewilliget  vud  jm  gantzon 
„Bischoffthnm  Ermland  ynbelliglich 
„  vud  veste  zcn  halten 
„beschlossen." 
Dasselbe  beginnt  folgendermassen : 

„Nachdem  wir  Maoritius  von  Gotts  gnaden  Bischof,  Jobai 
„Ferber  Dccban,  Tidemannns  gise  Custos,  Johannes  Scn 
„Archidiacon,  Albertus  BischofT,  Nicolaas  Coppemic  Thnm] 
„vnd  ganz  Capitel  der  kirchen  zcu  Ermland  vormerkt  etc.  etc 

Anf  der  RDckscito  des  letzten  Blattes  steht  als  Art  von  Adresse 
„Ve'i.  Ca'".  eccTie  Varmi-en." 


I)  HicTTon  befindet  Bich  ein    abgekDrtter  Abdruck  cbenfalla  in  dem  ol 
Manaicriptn.    Eine  ichr  BpUe  Abaclirifl  im  Biacliüfliclieu  Atchive  ed  Franen 
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Unmittelbar  darauf  folgt  eine  Piece  welche  auf  der  ersten  Seite  be- 
titelt ist: 

„Landsordenung  des  Herezogthumbs  vnd  Bisschoftumbs 
„zu  bartenstein  beschlossen/^ 

Auf  der  Rückseite  dieses  ersten  Blattes  beginnt  das  Actenstflck,  wl- 
ches  21  Blatt  umfasst,  in  folgender  Weise: 

„Landsordenung  Zcwischen  dem  Erwirdigen  in  got  herren  Mau- 
„ricien  Bischöfe,  seinem  Wirdigen  Capitel  zcu  Ermlant,  vnd  dem 
„durchlauchtigen  hochgebornen  fursten  vnd  hrrnn  Albrecht  Marggrafen 
„zcu  Brandenburg  vnd  herzcoge  in  Preussen  zca  Im  Jare  M.  D.  x 
„xviij  Montaga  nach  visitationis  Marie  zcu  Bartenstein,  vfgericht^  be- 
„schloszen,  bewilliget  vnd  vorglichen." 

„Wir  Mauricius  von  gots  gnath  bischoff,  Johan  Ferber  dechan, 
„Tidemannus  gise  custos,  Albertus  Bischoff,  Nicolaus  Coppernic  Dhum- 
„herrenn  vnd  ganz  Capitel  etc.  etc." 

Hier  eine  Zusammenstellung  der  neuen  Daten  welche  sich  für  die 
Regesta  Coppernicana,  wie  sie  Hipler  in  seinem  Spicilegium 
Copernicanum^)  gesammelt  hat,  aus  unsern  Untersuchungen  so- 
wohl in  den  „Reliquiae  Copernicanse  als  diesen  „Inedita  Cop- 
pernicana" ergeben  haben.  Ich  gebe  dabei  den  einzelnen  Daten 
die  nach  Hiplers  Zusammenstellung  ihnen  zukommenden  Nummern  in 
Klammern  unter  Beifügung  von  Indices: 

1500         1.  (7]).    1500  anno  completo.  Astronomische  Beobachtungen. 

(R.  C.  S.  30). 

• 

1541  2.  (26i).    1514.  7.  October  unterzeichnet  „Nicolaus  Coppcrnig 

canonicus  ecclesie  Warmiensis"  zu  Frauenburg  zwei  durch  Georg  von 
Delau  ausgestellte  Urkunden.    (I.  C.  S.  371). 

1525  3.  (69i).    1525.    4.  Juli    beobachtet    Coppernicus   eine  Mond- 
finsterniss  zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  348). 

1526  4.  (70i).    1526.  22.  September.    „Nicolaus  Coppernic  Thum- 
herr"  ist  bei  gemeiner  Tagfarht  zu  Heilsberg  zugegen.   (I.  C.  S.  371). 

1528  5.  (76i).    1528.  Dienstag  nach  Visitations  Marie  (7.  Juli) 

„Nicolaus  Coppernic  Dhumherr"  nimmt  Theil  an  der  Berathung  der 
Landesordnung  des  Herzogthums  Preussen  und  Bisthums  £rmland  zu 
Bartenstein.    (I.  C.  S.372). 

1531  6-  (Ö8i).    1531.    Coppernicus  giebt  seine  Gutachten  über  die 

Brodtaxe  zu  Alienstein,  Heilsberg  etc.    (I.  C.  S.  352—353). 

2)  a.  a.  0.  Seite  265—292. 
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7.  (97i).    1532.  beobachtet  Coppernicus  das  Apogäum  der  Venus.  1532 
(R.  C.  S.  29). 

8.  (99]).    1533.  Juli  und  August  beobachtet  Coppernicus  den  1533 
grossen  Cometen  des  genannten  Jahres.    (I.  C.  S.  344—345). 

9.  (992).  1533.  etwa.  Coppernicus  schreibt  seinen  Common- 
tariolns  de  hypothesibus  motuum  cselestium  a  se  consti- 
tutis.    (I.  C.  S.  117—118). 

10.  (II61).    1537.  8.  September.    Astronomische  Beobachtung  1537 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

11.  (117j).  1537.  10.  October.  Astronomische  Beobachtungen 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

12.  (117)).  1537.  12.  October.  Astronomische  Beobachtungen 
zu  Frauenburg,    (I.  C.  S.  338). 

13.  (II73).  1537.  16.  October.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

14.  (II74).  1537.  31.  October.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

15.  (II75).  1537.  3.  November.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

16.  (117^).  1537.  7.  November.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

17.  (II81).  1537.  12.  November.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

18.  (II82).  1537.  13.  November.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  338). 

19.  (118j)).  1537. 15.  November.  Astronomische  Beobachtung' 
zu  Frauenburg.    (I.  C.  S.  339). 

Es  sind  also  19  neue  Daten  für  die  Geschichte  des  Coppernicus 
gegeben  worden.  Die  Beobachtungen  aus  1537  fallen  in  eine  f(ir 
Coppernicus  wichtige  Zeit,  in  die  nämlich,  wo  es  sich  um  die  Wahl 
des  Dantiscus  zum  Bischöfe  von  Frmland  handelte,  und  Coppernicus 
selbst  auf  der  Wahlliste  stand. 
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XXV. 

Ueber  ebene  Stromcurven  von  demselben  elektro- 
magnetischen Potential. 

Von 

Anton  Wassmuth, 

k.  k.  a.  o.  Uni  versi täte -Professor  in  Czemowitz. 


Das  elektromagnetische  Potential  eines  Stromes  Ton  der  Stärke 
Eins  ist  bekanntlich  der  körperliche  Winkel,  unter  dem  vom  ange- 
zogenen Punkte  aus  der  Strom  erscheint.  Zieht  man  somit  auf  der 
Oberfläche  eines  Kegels,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  magnetischen 
Punkte  zusammenföUt,  eine  Reihe  von  geschlossenen  Stromcurven, 
die  alle  Lagen  der  den  Eegcl  erzeugenden  Geraden  durchschneiden 
d.  i.  vollständig  um  den  Kegel  herumgehen,  so  sieht  man  von  der 
Mitte  aus  alle  diese  Curven  unter  denselben  Winkel  d.  h.  alle  diese 
Curven  besitzen  dasselbe  elektromagnetische  Potential.  Das  Gleiche 
tritt  ein,  wenn  auf  der  Oberfläche  des  Kegels  eine  Reihe  von  Curven 
gezogen  werden,  die  wohl  geschlossen  sind,  aber  um  den  Kegel  nicht 
herumgehen;  auch  jetzt  haben  Alle  das  gleiche  Potential,  nämlich  Null. 

In  beiden  Fällen  überzeagt  man  sich  leicht,  dass  trotz  der  Gleich- 
heit des  Potentials  die  einwirkenden  Kräfte  im  Allgemeinen  verschie- 
den sein  werden.  Da  nämlich  letztere  als  die  Diferentialquotienten 
des  Potentials  nach  irgend  einer  Richtung  genommen  auftreten,  so 
hat  man  einfach  dem  magnetischen  Punkt  irgend  eine  unendlich  kleine 
Verrttckung  in  dieser  Richtung  zu  erteilen  und  für  jede  Stromcorve 
die  Zunahme  des  körperlichan  Winkels  (auf  die  Einheit  der  Ver- 
rttckung reducirt)  zu  bestimmen,  wodurch  eben  die  Kraft  nach  dieser 
Richtung  hin  gegeben  ist.     Selbstverständlich  hätte  man  auch,  statt 


ton   ihmnelben  chldromn^nftisck/a  Polenlinl. 

den  fflagnotiscilßn  Pnnkt  za  bewegen,  diesen  Punkt  festhält 
dafflr  die  Stromcarven  in  entgegengesetzter  Richtung  vcrBchiebi 
nen.  Immer  wird  man,  wie  erwähnt,  finden,  dass  trotz  der  Gii 
des  Potentials  die  Kräfte  im  Allgemeinen  doch  verschiede: 
wenn  anch  zwiacben  diesen  Kräften  selbst  Relationen  besteht 
den.  Solche  Beziehungen  nun  zwischen  den  cIoktromagn( 
Kräften  TOn  Stromcur^cn  gleichen  Potentials  aufzulösen,  be 
dann,  wenn  die  Stromcnrvcn  selbst  in  gewisser  Abhängigkeit  i 
ander  sind,  das  soll  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Abhandlnnj 

Zu  dem  Ende  werden  zunächst  die  gewöhnlichen  Form 
die  elektromagnetischen  Componcnt«u  eines  geschlossenen  '. 
mittelst  Polarcoordinaten  passend  transformirt  und  daran  an 
send  ganz  allgemein  die  Schnitte  von  ühnlichen  Flächen  bei 
Es  zeigt  sich,  dass  die  Wirkungen  der  so  entstandenen  Stroi 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Aehnlichkoit  stehen  und  s&iß 
Resnltirenden  dieselbe  Richtung  haben.  Gestützt  darauf  wi 
Regel  angegeben,  einen  Strom  durch  einen  zweiten,  ähnlich  gel 
von  anderer  Slromatärko  in  seiner  Wirkung  auf  das  Ccntrnm 
setzen. 

Im  zweiten  Teile  worden  ausschliesslich  ebene  Schnitt« 
sonst  beliebigen,  geschlossenen  Kegels  betrachtet  nnd  die  • 
magnetischen  Coinponenten  irgend  eines  solchen  Schnittes 
hängig  von  fUnf  Constauten  des  Kegels  und  als  linearo  Fut 
der  Richtnngscosinusse  des  Perpendikels  auf  irgend  eine  Ehe 
gestellt  Es  wird  ferner  bewiesen,  dass  es  in  jedem  Kegel  i 
einander  senkrecht  stehende  Lagen  der  schneidenden  Ebene  s 
welche  die  Resultirende  auf  der  Ebene  des  Stromes  senkrecb 
nnd  dass  diese  drei  Fälle  (Hauptschnitte}  dem  Maximum  odc 
mum  der  Resnltirenden  entsprechen.  Weiter  wird  gezeigt,  d 
jeder  ebene  Schnitt  in  seiner  elektromagnetischen  Wirkung 
Scheitel  des  Kegels  durch  die  entsprechenden  drei  Hauptschi 
setzen  lasse,  falls  let;^tere  von  Intensitäten  durchflössen  gedac 
den,  die  gleich  sind  den  Cosinussen  jener  (spitzen)  Winkel,  we 
erwähnto  ebene  Schnitt  mit  den  drei  Hauptschnitten  eins 
Dadurch  sind  die  Wirkungen  verschiedener  Schnitte  leicht  vc 
bar  gemacht.  Die  Analogie  der  aufgestellten  Sätze  mit  be 
geometrischen  Untersuchungen  ist  unverkennbar.  In  der  T 
nun  weiter  bewiesen,  dass  sich  die  Bestimmung  der  Wirkungen 
lieber  ebenen  Schnitte  mit  gleicher  Entfernung  vom  Scheitel 
Construction  eines  gewissen  Ellipsoids  (Ctntralellipsoids)  i 
Scheitel  als  Mittelpunkt  zurückführen  lasse.  Der  reciproli 
irgend  eines  Radius-Vcctors  dieses  Ellipsoids  ist  nämlich  prop 
der  Resnltirenden  jenes  Schnittes,  der  senkrecht  auf  diesen 
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Vector  geführt  wurde.  Die  Grösse  und  Lage  der  Hauptaxen  des 
Centralellipsoids  sind  durch  eine  kubische  Gleichung  mit  drei  reellen 
Wurzeln  gegeben.  Durch  die  angegebene  Construction  wird  das  Pro- 
blem ein  geometrisches  und  lassen  sich  daraus  mit  Leichtigkeit  die 
oben  erwähnten  Sätze  sowie  vieles  Andere  ableiten. 

Im  dritten  Teile  werden  ebene  Schnitte  einer  Pyramide  betrach- 
tet, die  elektromagnetischen  Hüräfbe  direct  abgeleitet  und  ihre  Ueber- 
oinstimmung  mit  den  allgemeinen  Gleichungen  gezeigt 


Wir  lassen  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen,  einfach  geschlosse- 
nen Kegels  mit  dem  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  zusammenfallen,  versetzen  auch  dorthin  den  magnetischen 
Punkt  von  der  Masse  Eins  und  legen  überdies  den  Kegel  so,  da« 
er  um  die  Axe  der  x  herumgeht.  Zieht  man  nun  auf  der  Oberfläche 
des  Kegels  eine  geschlossene  Curve,  die  ebenfalls  ganz  um  die  x  Axe 
herumgeht  und  sind  o?,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  dieser  Curve  und  r  die  Entfernung  des  Punktos  vom  Ur- 
sprung, so  sind  die  elektromagnetischen  Componenten  X,  F,  ^  in 
Bezug  auf  den  Ursprung  bekanntlich  gegeben  durch: 


-/ 
-/ 
-/ 


r» 


zdx-xdz 


r» 


xdy — ydx 


r» 


Führt  man  nun  mittelst  der  Relationen: 

X  =  rcostj; 
y  =  r  sin  1^  cos  CD 
z  =  rsinif;sino) 

Polarcoordinaten  ein,  so  erhält  man: 

27t 


y= — /  -fsinwg — l-sini/;cos^cos»  i8»  (1) 


2n 


Z=       /  -(cosoog sintf;cos^8in(öj8» 


f 
f 


mn  dtnuMtn  tlAlroniagntliittm  PoUHtiai. 

Die  Gleichnug  des  Kegels  liefert  if  als  Fanction  von  u,  wäfa 
die  Gleicbnng  der  Flftche,  darcfa  deren  Schnitt  die  Stromci 
standen  ist,  das  enteprechende  r  giebt.  Wird  ein  und  diesell 
■uebmals  getroffen,  so  sind  dem  r  eben  vcrscbicdono  Werte  b( 

Lassen  wir  nnn  den  Kegel  von  zwei  ähnlichen  F1& 
schnitten  werden,  eo  dass  also  die  Coordinaten  des  einen 
zn  denen  des  entsprechenden  zweiten  Punktes  tu  dem  a 
Verhältnisse  l:k  stehen,  so  verbalten  sich  die  zngehdrigen 
und  wie  uns  ein  Blick  anf  die  Formeln  (1)  lehrt,  stehen  so 
die  elektromagnetischen  Kräfte,  die  von  zwei  ähnlichen  Cur 
chen  Potentials  ansgeflbt  werden,  in  dem  angegebenen  ah 
kehrten  Verhältnisse  d.  b.  es  gilt: 

J:J,  —  r:r,  -=  Z:Z^  =  Ä:Ä,  —  h:l 

wenn  R  und  A,  die  Resultirenden  bezeichnen. 

Zugleich  hat  man  fflr  die  lUchtnngBCOsinnsse  von  R  nni 

X     X,     r     r^        ,    z     z, 

R  =  R,'     R='R^     """*     Ä  =  Ä, 

wodurch  also  ansgesprocben  wird,  dass  die  Resttltircnden 
Stromcnrven  dieselbe  Richtung  haben.  Fasst  man  Beides  zi 
80  ei^bt  sich  der  Satz: 

Wird  oin  Kegel  von  zwei  oder  mehreren  fth 
Flächen  geschnitten,  so  Stehen  die  elektromagne 
Kräfte  der  entstandenen  Stromcnrven  (in  Bezug 
Scheitel  des  Kegels)  in  dem  umgekehrten  Aehnlic 
Verhältnisse  und  die  Resnttirenden  haben  sän 
dieselbe  Richtung. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Schnitte  paralleler  Ebenen, 
trischer  Kngeln  etc. 

Wie  unschwer  einzugeben,  gilt  dieses  Gesetz  auch  da 
wenn  die  Stromcorven  nicht  um  den  Kegel  hemmgehen,  soi 
seiner  Oberfiäche  liegen;  es  ändern  sich  eben  die  Integration 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  eine  einfache  Anwcndnn 
Soll  nämlich  die  zweite,  ähnliche  Stromcnrve  dieselbe  Wirl 
das  Aebnlichkcitscentmm  wie  die  erste  ansQben,  so  brancht 
darin,  da  die  Kräfte  den  Stromstärken  direct  proportional  i 
Intensität  imal  grösser  zn  nehmen,  wenn  X:k  das  Aehn 
verhältniss  bedeutet. 
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Wir  wollen  nun  aasschliesslich  ebene  Schnitte  behandeln  und 
schreiben  deshalb  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene  in  der  Normal- 
form: 

ax-\-ßy'\-Y^ —  5  =  0 
WO  also  q  das  vom  Ursprünge  auf  die  Ebene  gefällte  Perpendikel 
und  or,  /?,  y  dessen  Richtungscosinusse  bedeuten.    Drückt  man  nun 
x^  y^  z  durch  die  obigen  Polarcoordinaten  aus,  so  findet  man: 

-  =  -  («cos^+/Jsini|;cosa)+ysinif;sinoD) 

und  dies  ist  der  Wert  für  -,  den  wir  in  die  Gleichungen  (1)  ein- 
zusetzen haben.  Man  erhält  so  die  X,  F,  Z  als  lineare  Functionen 
von  den  Richtungscosinussen  or,  /?,  /  d.  h.  es  ist: 

qX  =  «^i+/?öi-f  yCi 

qY^aA^  +  ßB^+yC^  (2) 

qZ^aA^+ßB^  +  yC^ 

worin  die  neun  Grössen  A^B^..,C^  nur  von  der  Natur -des  Ke- 
gels abhängen'*')  und  folgende  Werte  haben: 


*^)  Wird  ein  einfach  geschlossener  Kegel  durch  eine  nicht  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehende  Ebene  geschnitten,  so  werden  die  ersengenden  Geraden 
entweder  auf  der  einen  oder  der  anderen  Kcgclhälftc  aber  nur  einmal  von  der 
Ebene  getroffen.  Liegt  die  Schnittfigur  ganz  auf  der  einen  KcgelhäUte,  so  er- 
scheint ihr  Potential  als  eine  geschlossene,  ganz  uiu  die  x  Ax.c  herumgehende 
Figur,  deren  Begrenzungseurvo  sieh  nicht  selbst  schneidet.  £s  ist  also  hier 
nach  (u  von  0  bis  2n  zu  integriren.  Dasselbe  tritt  auch  ein,  wenn  die  Schnitt- 
figur zum  Teile  auf  der  zweiten  Kegelhälfte  liegt.  Letzterer  Schnitt  kann  n&m- 
lich  in  seiner  Wirkung  auf  den  Mittelpunkt  stets  durch  einen  entsprechenden 
Stromleiter  auf  der  ersten  Kegclhftlfte  ersetzt  werden,  so  dass  sein  Potential 
zusammen  mit  dem  des  ersten  eine  Fläche  von  der  vorigen  Form  gibt  Was 
über  die  Grenzen  für  das  Potential  gesagt  wurde,  gilt  natürlich  auch  von  den 
Kräften  als  den  Derivirten. 

Gehören  schliesslich  zu  einem  und  demselben  ot  mehrere  yf  (eine  ungerade 

Anzahl)  \p^  y^a*'*V^M+li  ^^  ^^"^  ^^^  Grenzen  für  ^:  0^i...^h+1>  und  der 
Ausdruck  für  das  Potential  wird: 

271;  2n 

V^«  /Sw  /  sint/;8t/;  =  2;c  —  /  (cost^j  — costf/g+costf/g  —  ...)3ö 

0  0 

und  ebenso  werden  die  Ausdrücke  für  X^  Yy  Z,  A^  ...  aus  mehreren  Gliedern 
bestehen;  so  ist  z.  B. 

271 

B^^=^  j  (sinif^i^ — sini/;2*-f-"-)co8w8«  u.  s.  w. 
Auch  erhellt,  dass  die  Gleichungen  (4)  richtig  bleiben. 


von  dtnutlbtn  tldctromagneliichea  I^Uaiiat, 
3«  Sn  ax 

■A^=  I tiai*^cav^dm,    Bj"  f  äa'^icosmSa,    0^-=  f  sin' 
0  0  ö 

an    ■  Bx 

A^^  —  /  cosif  dnu  s— du — I  aia^<MS*^coamdm 

an  in 

B,  =  —  I  sinif'  siDwcOBm^-Sa — I  sm'if;cOBif)C0e*ai 

Q  0 

!n  Zu 

Cj  =  —  /  sinif' sin*»  5-3»—  /  Bin^^'COgif'Biiiiscosat 
an  an 

^3  —         /  C08^C08«g— 3»—  /  Bit)l|'COB*tfIBincod(0 

ö  ö 

an  a« 

B,  "         /  8ini(<C08*»g— 3«—  /  BiD*1f)C0Slf'SiD10C0Bai 

Ca  —       /ain^BiiiMCOBiDK-Sco— /  sm^ificosViBin*» 

Wie  man  sich  leicht  Oberzengt,  bestehen  zwischen  di 
GröBsen  folgende  vier  Relationen: 

At  =  C, 
Bi=A, 

Cl  =  -»8 

At  +  Bt+C,  =  0 
So  hat  man  z.  B. 

B^  —  Af  =  /  8iin('COSOJ0M+  /  sinn»  — g — 3« 

an  3s  3it 

—  /  sini(icoao)3<o+BinoJBini(i   —  /  Binit)cosn3a 

•/  '.  i/ 

da  i()  und  0)  nach  einem  TolIstAndigen  Umlauf  wieder  densi 
annehmen. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (2)  nnd  (4)  findet  man  endUch 
tirende  R  durch  die  Gleichung: 
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worin  die  Werte  von  "if-oat  gegeben  sind  durch: 

«»»  =  ^i«+5j»+-Bs*  =  ^'+  V-b  <?,*  (6) 

a|3  =  -öiQ  —  -ÖjCi  =*  -03^12  —  'Ö2'^3 

Die  Richtungscosinnssc  der  Resultirenden  sind  durch   „-  ^  ^^^ 

z 

^  dargestellt  und  sind  selbstverständlich  unabhängig  von  q. 

Hieran  reiht  sich  die  Beantwortung  der  Frage,  wann  die  Resul- 
tirende  auf  der  zugehörigen  Ebene  senkrecht  stehe  ?  Diese  Bedingung 
wird  durch  folgende  drei  Gleichungen  ausgedrückt: 

2r  =  Äcf,     Y^  Rß    und    Z^Ry  (7) 

oder 

Jr__  J_  Z 

zwei  Gleichungen,  die  scheinbar  auf  eine  Endgleichung  vom  vierten 
Grade  führen.  Nimmt  man  für  «,  /3,  y  Eugelcoordinaten  und  wendet 
man  das  gewöhnliche  Eliminationsverfahren  au,  so  gelangt  man  nach 
etwas  umständlicher  Rechnung  zu  einer  Gleichung  dritten  Grades, 
die  also  mindestens  eine  reelle  Wurzel  hat.  Es  lässt  sich  indes 
leicht  zeigen,  dass  man  es  hier  stets  mit  drei  reeHen  Wurzeln  zu 
tun  hat,  wenn  man  nur  statt  drei,  vier  Unbekannte  a,  /?,  y  und  qR 
einführt    Die  Gleichungen  (7)  lassen  sich  nämlich  schreiben: 

woraus  also  folgt,  dass  die  Determinante  A 


-0  (8) 


J^         i?i,  B^  —  qR,         Ca 

Ci,  Ci,  C^-qR 

sein  muss,  wozu  noch  die  Bedingung:  -^^-f-^öa  +  Cs  =  0  gehört. 
Diese  kubische  Gleichung  hat  nun  bekanntlich  stets  drei  reelle  Werte 
für  qR^  somit  gibt  es  auch  stets  drei  Werte  für  c,  /5,  y  d.  h.  es  gibt 
stets  drei  Lagen  der  schneidenden  Ebene  (drei  Hauptschnitte),  für 
welche  die  Resultireude  auf  der  Ebene  des  Stromes  senkrecht  steht 
Zugleich  ist  hinreiehend  bekannt,  dass  diese  drei  Lagen  auf  einander 
senkrecht  stehen  müssen. 


Eon  dtmitlbai  tlthromaffnetiiiAta  PotenliaL 

Zu  demselben  Ziele  wKren  wir  gelangt,  wenn  wir  die  Frage 
dem  Maximum  oder  Minimnm  der  Resaltircnden  R  fQr  vcrachi 
a,  ß,  Y  beantnortet  hllUen.  Mit  Rttcksicht  auf  die  BedinguDgsglei 
ff*-j-^*+  y* — 1  :=  0  haben  wir  namlicb,  wenn  K  eine  Grösse  bei 
die  sich  nacbtrfiglich  gleich  q'R'  herauBBtcIlt,  die  Function  F 

zn  einem  Maximara  oder  Minimum  zn  machen,   wodurch  wir  ä 
wie  oben  finden,  dass  die  Determinante  D 


sein  muBS.  Diese  Bedingung  D  =^0  kommt  nan  auf  die  frtihe 
gestellte  ^  =-  0  zurQck.  Man  findet  nämlich  leicht,  dass  die  ] 
miuante  D  dargestellt  wird  ah  Product  von  zwei  Determinanten  ( 

.A^—qR,        B„  Cj     I       Uj-hjÄ,        Bi,  C 

O  =       B„        Bt—qR,         Cg     j  X !     -K,,        ^+9^)  ^ 

■     C"].  Q,        Ci—qR,       \     C'„  C„  Cj-I- 

von  denen  die  erste  Determinante  eben  J  ist  und  die  zweit 
der  ersten  durch  die  Aenderang  des  Zeichens  von  qR  hervo 
Wftre  diese  zweite  Determinante  fttr  sich  gleich  Null,  so  hicss 
jenen  Fall  ins  Auge  fassen,  in  dem  die  Richtungscosinnsse  o 
negativ  wflren  und  somit  auch  q  die  entgegengesetzte  Richtung 

Will  man  die  Determinante  D  vermeiden,  so  kann  man  die 
tion  J/=Jt»+r»4-zs  — Ä-(i<»+i9»+j^— 1)  in  Bezug  auf  ihr 
mum  oder  Minimum  untersuchen,  die  Differentialqnotienten  der 
ponenten  mit  Hilfe  der  Gleichnngen  (2)  ansdrDcken,  k^  J^  h 
men,  wodurch  man  schliesslich  wieder  auf  «^  =  0  gefabrt  wird 

Es  ist  somit,  wenn  wir  Alles  zusammenfassen,  folgende) 
bewiesen:  In  jedem  geschlossenen  Kegel  gibt  es  s^ets 
auf  einander  senkrecht  stehende  Lagen  der  schnei 
den  Ebene,  fflr  welche  die  Resultirende  auf  der  £ 
dos  Stromes  senkrecht  steht,  und  fallen  diese  drei  '. 
mit  der  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimnn 
Besnltirenden  zusammen. 

Wir  wollen  die  so  bestimmten  Schnitte  —  üauptschnittc  u 
lUcbtungen  der  zugehörigen  Perpendikel  —  Hauptrichtungen  m 

Sind  qRi,  qRi  und  qR^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  J 
so  findet  man  wegen  ^i+£j+Cb=0  die  Relation  B,+i^+ü 
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wodurch  ein  Anhaltspunkt  wegen  des  Zeichens  der  Resaltirenden 
gegeben  ist 

Um  nun  auch  die  Schnitte  einer  zweiten  Ebene  in  gleichem  Ab- 
stände q  vom  Scheitel  zu  betrachten,  seien  A,  fi  und  v  die  Richtungs- 
cosinusse des  Perpendikels  auf  diese  zweite  Ebene  und  X\  Y'  und 
Z*  die  elektromagnetischen  Componenten  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt des  Kegel,  so  dass  also: 

ist.  Bedeuten  aber  d-i,  d^^  dg  die  Richtungscosinusse  des  Perpendikels 
in  Bezug  auf  die  eben  bestimmton  Hauptrichtungen,  so  wird 

d,  ='Air,-ff4ft+vyi 
dg«  Aofj  +  fi/Jj-f  vyj 

sein,  wenn  die  verschiedenen  Werte  von  er,  /?,  y^  die  RichUingscoai- 
nusse  far  die  einzelnen  Hauptrichtungen  darstellen.  Da  nun  be- 
kanntlich: 

«1    ft    n 

«8  ft  y«    ===  +  1 
«8  A  y« 

ist,  so  erhält  man: 

v-=yA+rA+y8^8 

welche  Relationen  man  auch  unmittelbar  hätte  niederschreiben  kön- 
nen.   Mit  diesen  Werten  fttr  A,  fi,  v  ergeben  sich  die  Componenten: 

qX'  =  *i(«i^i+Mi+hCi)+ VMi+|S.fii+y«C,) 

qZ'  =  J,(«iCi+i?,C8+ j',C8)-|-«,(«,Ci-f  jJ,C,+y,C,) 

die  verschiedenen  a,  /},  j^  genügen  aber  den  neun  Gleichnngen: 

«jA+ft^l+ysCi  •=  «Ä8«8  =  9-^8 


von  demailhen  elelOromagnelUcken  PoUnlial. 


wo  also  Xi,  Tj,  Z^  die  ComponeDten  des  -Bj,  X^  Y^Z^  di 
n.  s.  w.  bedeuten. 

Man  erhält  somit: 

Jr'=  a,A,-f-fl^s-|-ÄsJr8 

Bo  dass  also  die^Componenten  irgend  eines  Sehn 
lineare  Functionen  der  Componenten  der  Uanpt 
eracheinen. 

Uit  Hilfe  des  im  ersten  Teile  Ober  Ähnliche  Curren 
sowie  des  eben  anfgeateltteit  Gesetzes  ist  es  somit  imme 
sobald  die  Componenten  fOr  die  drei  Hanptscfamtte  besti 
die  drei  Componenten  irgend  eines  beliebigen  ebenen  Schnit 
mittein. 

Da  ferner: 

X,X^-fr  y^Y^+ZA  =  J?.fi.(«,«.  +  M.+y./»)  ~ 

n.  s.  w,  ist,  findet  man  Bchliesslich  fdr  die  Resoltirende  B' 

denkt  man  sich  also  statt  der  Intensitäten  Eins  in  den  b( 
Hanptscbnitten  der  Reibe  nach  die  Stromstärken  j,,  S^  xi 
ersetzen  jetzt  die  Hanptschnitte  den  erwähnten  ebenen  Schni 
Resnltirenden  R',  oder  es  folgt  der  Satz: 

Joder  ebene  Schnitt  lässt  sich  in  seiner  elek 
netischen  Wirkang  anf  das  Centrnm  des  Kegels  d 
drei  in  gleicher  Entfernung  liegenden  Hanptsch 
setzen,  falls  nur  letztere  von  Intensitäten  durc 
gedacht  werden,  die  gleich  sind  den  Richtnngsi 
sen  des  Perpendikels  anf  die  Ebene  in  Bezag 
Haaptrichtnngen. 

Haben  wir  somit  ansser  den  drei  Hanptricbtnngen  no< 
drei  anf  einander  senkrecht  stehende  Bichtongen,  deren  1 
Cosinusse  in  Bezng  auf  die  Hanptricbtnngen  respoctire :  J^d 
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iiisii  sein  mögen,  bo  sind  die  zugehörigen  Resnltirenden  R\  B"  and 
Bf"  bestimmt  darch: 

woraus  durch  Addition: 

Ä'2_{_y2'/2^  22*^2  _  Ä^«+Ä22_^72^2  (i2) 

d.h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Resnltirenden  je  dreier 
auf  einander  senkrecht  stehender  Schnitte  (von  gleicher 
Entfernung  q)  ist  constant. 

So  liessen  sich  nun  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  zu 
denen  man  indes  auf  geometrischen  Wege  viel  schneller  gelangt 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  (5)  mit  q\  wo  q  eine  Linie 
bedeutet,  die  vom  Centrum  ausgehend  in  ihrer  Richtung  mit  q  zu- 
sammenfällt und  nennt  I,  17,  f  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
dieser  Linie,  so  dass  S  =  per,  1;  =  p/3,  t  =  qy  ist,  so  wird: 

die  Gleichung  eines  EUipsoids,  wenn  noch  ^^,q^E^  «  1  d.  i. 


qJi 


(13) 


genommen  wird.  Wie  bei  den  Untersuchungen  über  die  Trägheits- 
momente möge  auch  dieses  EUipsoid  den  Namen:  Centralellipsoid 
führen.    Dann  folgt  der  Satz: 

Um  den  Scheitel  des  Kegels  als  Mittelpunkt  lässt 
sich  somit  ein  EUipsoid  (Centralellipsoid)  construiren 
von  der  Art,  dass  der  reciproko  Wert  irgend  eines  Ra- 
dius-Vectors  das  Product  aus  der  Entfernung  q  in  dio 
Resultirende  iZ  eines  in  dieser  Distanz  geführten  Schnit- 
tes darstellt. 

Hat  Q  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  findet  bei  E  dass  Um- 
gekehrte statt;  man  findet  somit  die  drei  Halbaxen  des  Centralellip- 
soids  sowie  ihre  Lage  durch  Lösung  der  Gleichungen  (8)  und  (7). 
Wir  haben  somit  im  Allgemeinen  ein  Maximum,  ein  Minimum  und 
einen  mittleren  Wert  für  die  Resultirende. 

Die  Richtung  der  Resnltirenden  im  Punkte  <r,  ^,  is,  erscheint 
als  Durchschnitt  dreier  concentrischer  Ereiskegel,  deren  Oeffnungs- 
winkel  u,  v,  u>  durch  die  Gleichungen 


ir-w»'«'»  = 
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X  y  z 

COSti  =  — ,       COStJ  =    -  ,      C08W  =  — 

bestimmt  sind  und  somit  leicht  constroirt  werden  können. 

Der  Nutzen  dieser  Construction  besteht  Yor  Allem  darin,  dass 
beinahe  jeder  Satz  über  die  Durchmesser  eines  Ellipsoids  einen  ana- 
logen Satz  über  die  elektromagnetischen  Wirkungen  ebener  Schnitte 
nach  sich  zieht  So  ist  z.  B.  bekannt,  dass  in  einem  ElUpsoide  die 
Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Werte  dreier  zu  einander  senk- 
rechten Halbmesser  constant  ist,  welche  Relation  uns  unmittelbar  den 
Satz  N.  12.  liefert,  wenn  für  die  reciproken  Werte  der  Radien- Vectoren 
die  Resultirenden  gesetzt  werden.  Ebenso  ist  bekannt,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  co^jugirter  Durchmesser  eines  Ellipsoids  constant  ist, 
woraus  also  folgt,  dass  auch  die  Summe  der  Quadrate  der  re- 
ciproken Werte  der  Resultirenden,  welche  dreien  con- 
jugirten  Durchmessern  eines  Punktes  entsprechen,  con- 
stant ist  u.  s.  w. 

Wenden  wir  die  erhaltenen  Resultate  auf  den  Rotationskegel  an, 
so  finden  wir  für  denselben: 

jffj  =  (7^  =  ^j  «  Ci  «  ^3  «  i?g  =1  0,    Ai  =  27rsinVcost^, 
jBg  «  Cg  =  —  J-^i,    qX  «=-  27t  sin  V  cos  ^f .  er, 
5y=  —  nsin^cosif;./?,    gZ  =  —  «  sin^^;  cos  if/ .  y 

und  somit  die  Rcsultirende: 

qR  :=:  ±in  sin*t|;  cos  t^Vl  +  3a^, 

welche  Formel  eine  merkwürdige  Aehnlichkeit  mit  dem  Ausdrucke 
für  die  Wirkung  eines  sehr  kleinen  Magnetes  auf  einen  entfernten 
Punkt*)  hat.    Die  Gleichung: 

gibt  wegen  Bg  «  Q  =  —  ^-4,  ein  Maximum 

qR^  =  A^    für    «  «  1 
und  zwei  gleiche  Minima 

qR^  ^qR^^-^  \A^    für    «  =  0. 

Das  Centralellipsoid  wird  zu  einem  Rotationsellipsoid,  dessen  Um- 
drehungsaxe  mit  der  Axc  der  x  zusammenfällt;  die  Hauptschnitte  sind 
ein  Kreis  und  zwei  congruente  Hyperbeln.    Bemerkt  mag  noch  wer- 


*)  Wiedemann,  Oalvanismas  IL  pg.  181. 
TaU  um.  25 
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den,  dass  die  Richtung  der  Kesultirenden  unabhängig  von  der  Oeff- 
nung  1/;  des  Kegels  ist  und  R  noch  ein  zweites  Maximum  für  ver- 
schiedene ip  (lgV'  =  '/2)  aufweist. 


III. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  die  elektromagnetischen  Wirkungen 
ebener  Schnitte  einer  dreiseitigen  Pyramide  betrachtet  werden.  Es 
seien  deshalb  a,  b,  c  die  Seiten,  A,  B^  C  die  Winkel  jenes  sphäri- 
schen Dreiecks,  dessen  Fläche  das  Potential  für  die  Pyramide  dar- 
stellt.   Setzt  man: 

Z)2 = 1 — cos*a — cos^ft  —  cos^c + 2cos  a  cos  Ä  cos  c  =  (sin  i  sin  c  8in^)*=... 
^2  =  1  —  cos^-4  —  cos^i?  — cos^C — 2cos^cosBco8(?, 

also: 

clD  =  cotg-4sinarfa+cotg-Bsin6dÄ-j-cotgCsincrfc, 

so  ist  bekanntlich  der  sphärische  Excess  E  gegeben  durch 

°*  l-f-COSa-f-COS^'-|-COSö 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation  mit  Rücksicht,  dass 

^E  _^  (l-{~cosg-}'CQsft-{-cosc)^ 


COS' 


2  .-      gO       ^b         c 

lecos^öcos^öcos*.^ 


und 


.  ^E  Z>» 

sin*  -  — 


16cos*  2  ^^^^  2  ^^^*  2 


ist: 


D     dB       ^°«(f~^)  .      ,  _l''*'(?-^)   .  ,,, 


smg 


cos(f-^ 


oder  wegen 


und 


sin  g       sin  &  D 

.sin-4  "^  siujö  "•••'"'  ^ 

A 


E 
2sin2- 


COtgpj 


von  demstlbea  elfilroiaagnelitchea  Polftial, 

wenn  9  den  Halbmesser  des  dem  sphärischen  Dreiecke  nmschrii 
Kreises  bedeutet,  und  zugleich  A^B-\-C  =  2S  gesetzt  wird; 

cot^e.dfi  =  Bio  CS-A)rfo+Bin(S—B)rfi-(- sin  (S—C)d« 

Der  Scheitel  der  Pyramide  habe  nim  die  Coordinaten  : 
und  die  Endpunkte  der  Kantenlängen  (r,,  r,,  r^)  ebenso  die  C 
naten  r^y^x^,  ^^t'^t  ■■•  ^a  ""^  <1'^  Ricbtungscoainiisse  ttiViU-,,  ugi 
K^,  SO  dass  also 


^„i^z:?.   ,^=yrrv,    „,^^=5 

"»  r,    '        «  r,    '      '"»  rs 

ist    Dann  Bind  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  bestimmt 
coso  =  UjBi+VjWa+K'j«', 
cosi  =  U3t»i+>'»>'i+'^a'''i 

und  zugleich  iat: 

«i^^^««  +  '^_eosa('*^  +  *^) 


dh 


die        rj    '    r^  \ri        rj 

Hit  diesen  Formelu  würde  man  die  eiue  Componente  X^ 

und  daraus  die  beiden  anderen  Y  und  Z  erhalten,  indem  raa 
der  u  die  Buchstaben  v,  respective  10  nehme.  Der  EQrze  halber 
wir  nun 

sioa  '         aini  sine 

und  haben  dann: 

COtge.X=  -  [— u,(rcosA+TKcoac)+«»Tf4-MsF] 

+  -  [«,  W—  «»{ TKcoB  c  +  Ucos  o)  4-  «,  ü] 
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Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  5,  der  Entfernung  des  Scheitels 
von  der  schneidenden  Ebene  und  nennen  weiter: 

M  ^2  ^8 

WO  also  A,  fi,  V  die  Cosinusse  jener  Winkel  vorstellen,  welche  q  mit 
den  Kanten  der  Pyramide  macht.    Etwas  anders  geordnet  wird  dann: 

COtgQ,X=  u^l^  k(VC0Bb-\-WC0Sc)'\-  (iW^vV] 

+  u^\_k  W—  fA(  TTcos  c+  Uco%  a)  +  V  Z7] 
+  «*3[AF+ jiif/— v(C;cosa+Fco8&)] 

Bezeichnet  man  nun  die  Grössen  in  den  eckigen  Klammern  der  Reihe 
nach  mit  A',  X,  3f,  so  hat  man  endlich  für  die  drei  Componenten 
die  Gleichungen: 

cotg^.jf  =  uiK'\'V^L-\-u^M 

cotg  p .  r  =«  Vj^K-\-  v^L + t?3M  (14) 

cotg  Q.Z=w^  K-^-  w^L  -f-  w^M 

und  für  die  Resultirende  R\ 

cotg2^.Ä2  ==  Ä'2+i2^Jlf2+2/irico8c4-2LMcosa-|-2ilffl'co8ft 

die  also,  wie  zu  erwarten,  ihrer  Grösse  nach  unabhängig  von  der  Lage 
der  Pyramide  ist. 

Da  die  eben  entwickelten  Ausdrücke  für  die  Componenten  in  der 
vorliegenden  Form  keine  Vergleichung  mit  den  Hauptformeln  N.  2. 
zulassen,  so  wollen  wir  in  N.  14.  statt  der  Grössen  X,  [i^  v  die  Werte 
a,  J?,  y  d.  i.  die  Richtungscosinusse  des  Perpendikels  q  einführen. 
Dazu  gebrauchen  wir  die  Relationen: 

und  erhalten  nach  einiger  Rechnung  Ausdrücke  von  der  Form  N.  2., 
in  denen  die  neun  darin  auftretenden  Coefficienten  folgende  Werte 
haben : 

-4i«=tgp[ — u^\  FcosH-  TTcosc)— t*j^(  FCOSC+  ücosa)— u^^C  ücosa+  Fcosi») 

-l-2nj^M2  TF-|-  2t«2%  ^"f"  2%^  F] 
J?2==tgp[— «!*(  Fcos^+  TVcosc)— vg2(  Tl^cosc+  ücosa)— »s^^  ücosa+  Fcosi) 

+2vio^  TF+  2v2t;8  ü-^-  2t;i^^3  F] 

C3=tg^[— «'i^(  FC08&+  TFcosc)— iV(  ^cosc+  TJcQm)—w^{üco%a\'  FcosZ») 
+2tritr2  TFH-  2^21^3 17+  2Mr,iÜ3  F] 
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somit,  wie  verlangt, 
und  ebenso: 

—  i^s^a + ^i^2)  ÜC08a-|-  («1^2 + VjU2)  TH-  {u^v^  +  ^^2)  ^ 
+  (w3ri+ttit73)F] 

J?3  =a  Cg  =  tgp[ —  (v^Wi  -}- Vjtrj)  Fcosi —  («^2^^2-|-^l'^l)  TFCOSC 

(V3»C'3+*'«W'2)  ÜC0Ba-{-(Vitt'2+^'l"2)  ^+  (^2"^8+«'3^2)  ^ 

Cj  =  -48  »=  tg^[ — (frjWi  +  ir3M3)FcosÄ  —  0c2W2-f-?^'iWi)Trco8c 

— (^3%+^2"2)  ^C0Sa+(?ri7*2+WilO2)  Tr+(fr2W3+«*2«^3)  ^ 
+  («^3«!  +  "'1W3)  F] 

Es  finden  somit  anch  zwischen  diesen  neun  Coefficienten  die  oben  er- 
wähnten vier  Gleichungen  statt. 

Czernowitz  im  OcÄober  1877. 
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XXVI. 

Bewegung  zweier  durch  einen  elastischen  Faden 
verbundener  materieller  Punkte  ohne  Einwirkung 

äusserer  Kräfte. 

Von 

R.  Hoppe. 


Zwei  Pankte  (x^yiz^)^  {^y^)  mit  den  Massen  m^,  m^  sind  durch 
einen  nicht  materiellen  Faden  verbunden,  welcher  bei  einem  Abstand 

^  L  eine  Zagkraft  q  übt,  während  bei  einem  Abstand  ^  L  dieselbe 
null  ist.    Dann  sind  die  Bewegungsgleichungen: 


WO  X'  den  momentanen  Abstand  bezeichnet,  <jf  für  Ü  ^  L   nall   zn 

setzen  ist,  und  die  Accente  sich  auf  Differentiation  nach  der  Zeit  t 
beziehen. 

Nimmt  man  den  Schwerpunkt  des  Systems  für  ^  ^=  0  zum  festen 
Anfangspunkt,  so  sind  die  Coordinaten  des  actuellen  Schwerpunkts 

At^    Bt^    Ct 

Nimmt  man  letztern  zum  Anfangspunkt  der  xyz^  und  bezeichnen  x,  y^  z 
die  relativen  Coordinaten  von  m^,  so  sind  die  festen  Coordinaten: 

x^  =  At'\'X^         yi  =  -ß*+y»         »i  =  Cä4-« 

.        m*  m*  mj 

x^  =  At  —  —  x^       y^^Bt—'  —  y^        Äg  =  a  — — « 
m^  m^  w*j 


1 
I 
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and  es  reicht  Yun  x^  y^  z  zu  bestimmen,  was  durch  die  Gleichungen 
geschieht: 

„  mqx  „  mqy  ,,  mqz 

WO  w  =  «ij-f"^  gesetzt  ist. 

Sofern  die  Componenten  der  wirkenden  Kraft  proportional  a?,  y,  z 
sind,  geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  von  unveränderlicher  Stel- 
lung, in  welcher  der  momentane  Schwerpunkt  liegt,  vor  sich.  Nimmt 
man  diese  zur  Ebene  der  a-y,  so  wird  «  =  0,  und  diq  letzte  der  3 
Gleichungen  fällt  weg. 

Bezeichnet  u  den  relativen  Radiusvector,  so  wird 

m,  m 

//=  tt  -t-  —  u  =  —  u 
m^  mg 

und  man  hat: 

if  *  n  y 

woraus  durch  Elimination  von  q^  und  Integration: 

xy' — ya;'  =  const. 

eine  Gleichung  die  offenbar  auch  für  g  ==  0  besteht.  Nimmt  man  den 
Anfang  der  Bewegung  bei  L^<CL  und  bezeichnet  die  Anfangswerte 
der  einzelnen  Variabein  durch  den  Index  0,  so  wird  für  die  ganze 
Dauer  der  Bewegung 

xy—  yx^  =  x^y^Q  —  ^o^^'o  (1) 

Ebenso  gilt  durchweg  die  Gleichung  der  relativen  lebendigen  Kraft 


r  (^'*+y'*)  +/«9»  =  Y  (^'o^+y  V) 


^  W*+y")  +J  «9»  =  -2*  («='«*+y V)  (2) 

gleichviel  ob  q  wiederholt  null  wird,  da  es  stets  dieselbe  Function 
von  u  bleibt 

Bis  zum  erstenmal  L^  =^  L  wird,  ist 

«'  =  a^'o ;   y'  =*  y'o  (3) 

daher 

Nimmt  man  die  y  in  der  Anfangsrichtung,  die  x  positiv  nach  der 
Anfangsbahn  hin,  so  ist 

und  alle  notwendigen  Data  reduciren  sich  auf 
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Xa  =  M,    I  =  r  fllr  y  =>  0,    nod  Anfangsgeschwindigkeit  -=  1 
denn  dann  bat  man: 

^o-x;    yo *?";    «'o  =  0;    y'o  =  l  (5) 

Bezeiclinct  £  den  Elasticitätscoefficienteu  des  Fadens,  so  ist 

,-e{^^-i)  (6) 

oder,  wenn 

L  —  ^l 

gesetzt  wird,  so  dasa  l  den  Wert  von  u  bei  Nnltapannnng  ansdrflckt, 
Jetzt  lauten  dio  Gl.  (1)  (2) : 

?<''"+»"-'")=-y(f-')*' 

WO  das  Integral  znr  untern  Grenze  l  statt  «o  bekommen  mnsste,  wdl 
von  u  ^  ug  bis  u  =:  2  die  Elasticität  null  ist    Dies  giebt: 


In  Polarcoordinaten,  wo 

X  =  MCOSr;       y  =  usin» 
sei,  werden  die  Gleichnugen : 

„'s^uV*  — l'-n«— 0'    ' 
nnd  nach  Elimination  von  b'  erhält  man : 

«V»  =  A'{f*— «')  —  /■"*("  — 0*=  U  (8) 

woraus : 

».■=±^,     8.  =  ±S  (». 

das  obere  Zeichen  für  wachsendes,  das  untere  für  abnehmendes  u  bis 
u  =  l  gültig.    Beide  Gleichungen  gelten  nur  solange  als  n^l  ist. 


vtrbundmer  maltritüer  ^mktt  oine  Eiavirhmg  äautrtr  KrSJte. 

Die  Function  u  mnss  ein  Maximum  u  —  l-{-u  haben,  nnd 
Ol.  (8)  dem  ElasticitätsgeBetze  entspriclit ,  das  man  noch  fflr  » • 
fortbestehen  lassen  kann,  auch  ein  Uinimam  u  =  l  —  ßi  folglich 
die  Qlcichnng  f7  =  0  zwei  reelle  positive  Wurzeln ,  and  man  k 

U-F(<^~H+l){ß+u-l)(u*+ru-i~i)  ( 

Hiernach  stellen  sich  i  nnd  v  als  elliptische  Integrale  3.  Gattang  i 
Indes  können  wir  sie  dnrch  eine  Vemachlässigang,  welche  der 
nauigkeit  absolut  keinen  Eintrag  tut,  in  einfachere  Fnnctionen  fll 
fuhren.    Setzt  man  n&mlich  statt  des  Ansdrucks  (8) 


Bo  ist  die  Differenz,  um  welche  letzterer  kleiner  ist  als  ersterer. 


-.n.{^y?^+: 


Fl« 


i 


Ihr  erster  Term  hat  also  dio  2.  Potenz  der  elastischen  Längendehn] 
zum  Factor,  ihr  zweiter  ist  wegen  des  Divisors  F  damit  von  gleic 
Ordnung,  während  U  nicht  mit  u  —  l  verschwindet.  Da  nun  das  1 
sücitätsgesetz  (6)  nur  bis  auf  1.  Potenz  der  Dehnnng  gültig  ist, 
wUrde  es,  wofern  l  nicht  sehr  gross  ist,  illusorisch  sein  jene  Differ 
in  Rechnung  zu  bringen. 

Setzt  man  jetzt 


yu  =  :F,-y?=^'.«8in#  ( 

Das  obere  Zeichen  gilt  fOr  negatives  #,  folglich,  da  u  hei  #  = 
sein  Maximum  erreicht,  wenn  man  *  mit  (  wachsen  lÄsst,  fÖr  wa 
sendes  u,  nnd  das  Doppelzeichen  entspricht  dem  in  (9).  Die  Gl. 
gehen  jetzt  über  in 

Sei  (  -=  (j,  v-^t>,  fflr  *  =  0;  dann  hat  man  im  Intervall, 
zum  erstenmal  u  den  Wert  ;  übersteigt: 
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«  =  «l  +  y>  (15) 


r d» 


0 

Zur  Integration  ist  zu  setzen 
dann  wird 


3 


/     ,    7i^k^\        ,    A|//2— X*    . 


yi^+k^     2?7a     +2r2^6J 


das  ist  mit  Weglassung  der  Terme  höherer  Ordnung: 

oder,   da  ^  Hauptwert  von  tj  ist, 

ü  =  Vj  -j-  --  — ,  =  ^,j  -|-  xk  -  ^j5  *  (16) 

Die  äussersten  Grenzen  von  ^^  bestimmt  durch  w  =  Z,  gehen  aus 
(12)  und  (13)  hervor.    Denn  für  w  =  Z  wird  nach  (8) 

ü^kHl^—x^) 
gm  -^  =  -j-  1  j     cos  ^  =  —  — 


12  yf^(i2  _  ^V) 

In  (15)  und  (16)  kann  der  zweite  Term  von  ^  nicht  in  Rechnung 
kommen.    Demnach  sind  die  äussersten  Werte  von  t  und  v 

__   R  _xl    R  ,^_. 

Hier  ist  nach  (5)  (4)  als  Ergebniss  der  vorhergehenden  geradlinigen 

Bewegung 

Zc08t7=  x;     Zsint;  =  il(« — T) 

Bezeichnet  man  diesen  Wert  von  v  durch  a,  so  erhält  man: 


mrtnmdtntr  HuUerieUtr  Punkte  oAae  Einwirkung  datterar  Kräfti 


Die  gesammte  Stosszeit,  d.  i.  die  Zeit,  während  der  der  Fi 
Bpannt  ist,  hat  also  den  Wert 

2R 

nnd  die  TangenÜalverachiebung  w&brend  des  Stosses  hat  den 
Winkel 

2R  icoBo 

Die  Winke^eschwindigkeit  während  des  Stosaeg  ist  constant: 


r  l 

Im  Vorstehenden  sind  die  Bestandteile  ermittelt,  ans  dei 
die  Bewegung  fttr  alle  Zeit  zasammensctzt ;  dean  aus  den 
brachen  geltenden  Gl.  (7),  welche  u'  und  v'  als  Functionei 
allein  bestimmen,  gebt  hervor,  dass  die  Bewegung  periodisch 

Sei  um  den  Schwerpunkt  S  in  der  Ebono  der  relativen  B 
mit  dem  Badins  l  ein  Kreis  beschrieben.  Von  dein  beliebige: 
Punkte  0  beginne  die  Bewegung  in  der  beliebigen  Richtn 
Auf  OB  ßUlen  wir  das  Lot  SA,  verlogen  den  An^ng  der  B 
nach  A,  nehmen  SA  zur  a;  Aie  und  lassen  die  Amplituden  i 
ginnen.  Dann  verfolgt  der  materielle  Punkt  P  mit  der  co 
Geschvöndigkeit  i.  die  halbe  Sehne  AB  von  der  Zeit  ( = 
{  =  r+d,  während  v  von  O  bis  a  wachse. 

Ueber  B  hinaus  beschreibt  P  eine  transcendente  Curvi 
symmetrisch  zum  grössten  RadiuBvector  SE,  ausserhalb  dos 
In  B"  erreicht  er  den  Kreis  und  geht  mit  seiner  Endgeschw 
1  auf  der  Sehne  B'B,,  symmetrisch  zu  BA,  weiter,  in  den 
A,  die  Periode  acbliesst,  so  dass  die  Sttkcke  ABEB'A,,  A^B^. 
AfßjEjBf'Ag  etc.  congment  sind  und  mit  gleichen  Geschwim 
durchlaufen  werden.  Um  die  Werte  der  Variabein  in  den 
punkten  flbersichtlich  zusammenzustellen,  so  hat  man,  wenn 


setzt,  so  das8  v  die  Ablenkung  der  Bahn  aus  ihrer  AnfongE 
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in  A 

B 

E 

B' 

t—T—O 

d 

d+t 

d+2T 

u  —  Zcoscc 

l 

l+k 

l 

V  —  0 

a 

a-|-fo 

0+2(0 

«  =  0 

l  sin  et 

Zsina  +  a 

Z8ma+2(y 

s'-X 

k 

A 

l 

v  =  0 

0 

a+M 

2a +  2(0 

in  Ax 


Bk 


Ek 


B\^i 


t—T^2k{d-^x) 
u  ==  Zcosc« 
«  ==  2Ä:(a+(») 
«  =3  2Ä;(Zsina+(?) 

v  =  2Är(a+CD) 


(2ä+1)cZ+2A:t 

Z 

(27j+1)c^+2ä;o 

(2Ä;+l)Zsin(«+2/c(y 

l 

2Ä;(a+(i)) 


(2Z+l)(^?+r) 

Z+Ä 

(2^+l)(a+ß)) 

(2H-l)(Zsm(x+(y) 

(2^+l)(«»+(ö) 


(2^•-l)d+2jfcT 
z 

{2k'-l)d+2k(Q 

(2Ä— l)Z8ma+2it<y 

iL 

2A;(a+w) 


In  Betreff  der  geradlinigen  Bewegung  von  JS't-i  bis  Bi  bedarf 
CS  nur  der  folgenden  Bestimmungen: 


d  = 


Z  sin  CK 


I 


«*C08[v  —  2Ä;(a+(ö)]  =  Zcosoc  i 

u8in[t;— 2Ä;((x+(i))]  =  A[«—  T— 2ib(rf+T)]    ) 


(23) 


Um  den  Einblick  in  die  krummlinige  Bewegung  zu  erleichtem, 
wollen  wir  zu  Coordinaten  |i;  übergehen,  welche  der  Bahn  BEB' 
angemessen  sind.  Sei  C,  die  Mitte  der  Sohne  BB\  Anfang,  die  | 
in  der  Richtung  CB^^  die  ri  in  der  Richtung  CE.  Die  ursprüngliche 
Gleichung  der  Bahn  ist  nach  Elimination  von  <&  zwischen  (12)  und  (16): 


u 


l 


.   Asin«       \li/F  ^         .1 

H TlFr  COS    T-^ («'—«i) 

'     yF         L^^cosa^         ^'J 


Nun  hat  man: 


I  =  Msin(t? — Vi) 

f]  =  tiC0S(t;  —  t7i)  —  Zcosco 


oder,  mit  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  der  kleinen  Grössen 

V — t>i  und  ob: 

{  =  «  (i>  —  t?i)  5      1/  =  w — Z 

und  mit  Zurückgehen  von  v  auf  ^: 
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,  ,   Xsin  a 

.  „Acosa 

und  mit  Weglassung  des  Terms  2.  Ordnung: 

^       Xcos«^  Asina       ^  ,^^^ 

£  =  -y^^;    i?«-y;prcosd  (24) 

In  B  und  B*  verschwindet  iy,  das  ist  bzhw.  für  ^  =  —  R  und  R ; 
daher  ist  die  Länge  der  Basis  BB' 

^,  .            2Rilcosa 
2/sinfi9  = j-^ — 

y  F 

In  E  verschwindet  £  und  ^,  und  17  geht  über  in 

X  sin  o 


y  ^ 

Die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basis  ist  Vj— v  und  zwar 


(25) 


— Ig (v  —  Vi)  «.  ^  =  — tga sin  ^  (26) 


das  ist  in  B  und  B' 

4  /  ^       _i_*  )  Vi  —  «  in  B 

-tg(v-vi)  =  +tgcr;    v=-j^^+„i^^ 


Dies  differirt  vom  genauen  Werte  v  =  Vj +  («+»)  um  die  Kleine 
1.  Ordnung  o,  eine  Abweichung  die  durch  die  Division  817:  Sf  aus 
einer  Kleinen  2.  Ordnung  hervorgegangen  ist. 

Die  Rectification  der  Curve  gibt: 

B 

<y==  y  yas*  +  81?*  =  y^  /*8^  Vi  —  sin«acos«d 

6 

das  ist  der  Quadrant  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen 

il        Acosa 

sind.  Deren  Excentricität  ist  gleich  der  Sagitte  CEy  ihre  kleine  Halb- 
axe  der  Durchmesser  eines  Kreises,  dessen  Länge  gleich  der  Basis  BB\ 

Die  Krümmung  der  Curve  ist  ^.    Da  nun  aus  (26)  hervorgeht 
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und  sich  soeben  ergeben  hat 

ds  =«  -ZTp^^  Vi  —  sin^acos^^ 

so  folgt  durch  Division  die  Krümmung 

dv  ^  -^ F    sinacosacos^ 
3*  ~"     il    (1  —  sin^acos^O")! 

das  ist  im  Scheitel  E^  wo  <^  =  0, 

8v       yF  sin« 
8«  ~~     A     cos^a 


(27) 


(28) 


in  den  Endpunkten  £,  ^',  wo  «^  *=»  R,  »  0,  so  dass  also  auch  die 
Krümmung  im  stetigen  Anschluss  an  die  geradlinige  Fortsetzung  der 
Bahn  bleibt 

Um  auch  die  zur  Bewegung  verwandte  Zeit  zu  berücksichtigen, 
so  ist 

Da  ^  von  — R  bis  R  variirt,  so  wird  die  Curve  <y  in  der  Zeit 

2R 

durchlaufen,  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  und  Richtung  des 
Anstosses,  ihr  Quadrat  proportional  der  Fadenlänge  und  der  Masse 
m,  und  umgekehrt  proportional  der  Elasticität  des  Fadens. 

Die  Geschwindigkeit  ist 

J  =  AiVl  — sin^ttcos«^ 

im  Scheitel  hat  sie  ihr  Minimum  Xcosor. 

Die  vorstehende  Rechnung  baute  auf  die  2  Voraussetzungen: 

1)  dass  u  im  Anfang  <<  Z, 

2)  dass  X  eine  massige  Grösse  sei,  nicht  zu  gross  um  die  Gv^össe 


(11)  vernachlässigen  zu  können. 


Es  sind  demnach  noch  2  Fälle  zu  untersuchen,  wo  u  im  Anfang 
>>  Z,  und  wo  dasselbe  zwar  <<  Z,  aber  \  sehr  gross  ist.  Im  ersten  Falle 
müssen  die  Grundgleichungen  (7)  so  geschrieben  werden,  dass  sie 
einem  beliebigen  Anfangszustand  bezeichnet  durch  den  Index  0  ent- 
sprechen, nämlich: 


vtrbundeiitr  malerüUer  Punkte  ohne  Einieirkung  äusterer  Kräfti 

Nach  Elimination  toq  v'  erhält  man: 

«'*  =  '»V+('^^)*(»*-«ü»)-''("-%)("+"o-20 
Sei  I+£  das  Uinimnm  von  u;  dann  wird 


{(^)* 


oder,  bis  anf  1.  Potenz  von  b  entwickelt 
Soll  also  c~^0  sein,  Bo  ist  BediDgnng: 

Ist  diese  nicht  erfüllt,  so  überschreitet  die  Bahn  den  Ereis 
nach  innen,  and  die  Bewegung  ist  die  anßinglich  betrachtete 
Bedingung  läast  eich  bei  noch  so  kleinem  »'o  durch  ein  hinre 
kleines  1*0 — l  erfüllen;  ist  hingegen  F{uo — /)*  eine  mSss^e  ( 
so  ist  b'o  sehr  gross,   und  zwar  v\-^  klein  von   der  Ordnni 

Sei  l-\-a  das  Maximum,  l-\-p  das  Minimam  von  u;  daiu 
Gl  (30),  indem  man  l-\-a  für  w^,  l-\-p  für  u  setzt: 


Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  lässt  sie  sich  in  der  Form  dars 

..!_ «/-!-.    ,.u„    i    a.fi  I  "+^[11  "+'>"+W 
«'  =  i'(i+«-»)("-'-W^i+-;rL  +  (2l+«+(l)» 

Entwickelt  man  bis  zu  1.  Potenz  der  Kleinen  n,  p,  so  erhiüt 

1  (      «+?/"   ,   n\  ^ 

*  -  yT-i'-  -5rl'+5.j(V(.+.+0(u-i-» 


•»•     —  1j 
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oder  nach  Weglassuug  der  Kleinen  höherer  Ordnung 

und,  indem  man  t  mit  ^  vom  Minimum  w  «=  Z+l'  ^^  rechnet, 

Da  die  Werte  von  u  nach  Zunahme  von  ^  um  4R  wiederkehren,  so 
ist  die  Dauer  der  Periode 


-'f-A^A'-Y) 


Ferner  ist 


?8d  ,  /«+fJ 


(35) 


^1/ 

-l/=J-^('-'4-'+-7-H»» 

also  nach  Integration 

nach  Vollendung  der  Periode 

4.  =  «.(l---+J?)j/^'  ,36, 

Die  Basis  der  Bahncurve  ^Ita  ist  demnach  selbst  sehr  klein,  aber  nur 
von  der  Ordnung  ^,  während  ihre  Sagitte,  die  Oscillationsweite  ti—ßy 
von  der  Ordnung  1  ist. 


vtr^ndtner  malericBtr  J^nku  ahnt  Eimeirl 


Bezeichnet  v  den  Winkel,  den  die  Tan 
kleinsten  Radius  (d.  i.  für  *  -=  0,  *  =  0)  bi 


Xan  ist  nach  (31)  (35) 

au»+»»e«»  -  8#»  {(^  ain  ») 
woraus 

ferner 

Fahrt  man  diese  Werte  ein,  so  findet  man 
Kleine  (i)tcr  Ordnung,  daraus 

V=:R  —  C08V  —  Jcoi 

Dies  nach  9  diEFerentUrt  and  durch 
bekannt  ani  (37)  dividirt  giebt  dio  KrOmmo 

Dio  vielen  nnrogelmSssigeu  Temne  (j|)ter,  b 
man  gleichfalls  findet,  sind  hirr  weggelassen 

Die  Krümmung  ist  also  durchweg  positi 

mum  u  (9  =  0),  daher  ist  die  Bahncurve 

such  durch  den  Teil  1.  Ordnung  nicht  alter! 

8v 
druck  von  85-  hat  den  Factor  sin9;  es  gil 

Im  Minimum  u  wird,  vollständig  gescbr 

TlU  JLQ. 


(40) 
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im  Maximum  u  (^  =  2R) 

8v      1(2«        (tt-3i3)(3«+l?)  ,  »p»«) 

ä«     z  1«+|J'^     2/(«+/j)     "'■''"  l  j 

Integrirt  man  den  auf  1.  Ordnung  entwickelten  Ausdruck  (38) 

von  ^  =  0  bis  ^  =^  4R,  so  ergiebt  sich  die  Bahnlänge : 

Sic  ist,  verglichen  mit  dein  von  aussen  und  innen  berührenden,  con- 
centrischen  Kreisbogen 

um    7r-.r=-^r kleiner  als  4(i)(Z+a), 

um    —- r _-  grösser  als  4ö)(Z4-/5) 


d« 

ä« 


GL  (41)  dividirt  durch  (32)  giebt  als  Wert  der  Geschwindigkeit: 
in  den  Punkten  «^  =  0,  -ö"  =  2R 

Ist  a  ^  3j?,  so  nimmt  sie  bis  dahin  beständig  ab,  ist  am  grüssten 

für  kleinstes  u^  am  kleinsten  für  grösstes  u»    Ist  cir]>3/?,  so  hat  sie 
ein  Maximum  für 

^^'^  =  2i^ 

nämlich 


r^»^",!'-    TST"     ~  — _       -  .  j^^^^ 
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and  jene  2  Werte  sind  Minima. 

Sei  jetzt  wieder  im  Anfang  u<Cl^  so  dass  die  obige  Einführung 
von  j(,  k  Platz  hat;  doch  sei  X  sehr  gross;  dann  zeigt  die  Gl.  (8), 
angewandt  auf  das  Maximum  u,  dass  die  geradlinig  durchlaufene  Kreis- 
sehne V/^— X*  in  1.  Ordnung,  die  Sagitte  /— x  in  2.  Ordnung  klein 
sein  muss.  Identificirt  man  die  AusdrtLcke  (8)  (10)  von  r/,  betrachtet 
a,  ß  als  gegeben  und  entwickelt  y,  ö^  x^,  X^,  so  findet  man: 

y^a^ß-,      d 2l  +  a-ß 


^  (l^a){l^ß) 


*    = üi^+ß)-^ (^) 


^■*'(/+«)(z~^)(«-iJ) 


(45) 


F  2/+a— /J 

Aus  dem  letzten  Ausdruck  ist  zu  ersehen,  dass  ^  klein  von  der  Ord- 
nung der  elastischen  Dehnungen  sein  muss,  für  welche  dieselben  noch 
proportional  der  Zugkraft  angenommen  werden  können.  Da  auch  y 
und  6  klein  1.  Ordnung  sind,  so  ist  bis  auf  1.  Ordnung 

v~"'T?i+'="+^+l:-(»+^,+|i)-(>+iT^O 

und  die  Gleichung  uu'=  y  U  geht  über  in 

^.'«  l/i^(l+i  5^V(«-n+/)(|8+n-0 

Setzt  man 

€t — ß         fX~\-ß 

tt  =  iH 2"^ ^cos^ 

so  ergiebt  sich: 

Ferner  ist  nach  (44)  (45) 

daher  nach  (7) 

.         nkSt       xXStf^       a—ß  ,    a+ß         \ 

integrirt 

26* 
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V  — Vi 


Diese  Resultate  weichen  im  Hauptwert  nicht  Yon  den  anf&nglich  er- 
haltenen ah.  Daher  wird  die  Natur  der  Bewegung  nicht  dadurch 
verändert,  wenn  l  his  zu  der  gestatteten  Grenze  gross  ist.  Es  sind 
demnach  nur  die  2  Fälle  zu  trennen,  wo  das  Minimum  u<^l  und 

wo  es  I^  Z  ist;  der  Grenzfall  ist  vom  zweiten  Falle  nicht  ausge- 
schlossen. 
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§  2. 

Wie  auch  ein  gegebener  Punkt  P  gegen  einen  gegebenen  Kreis 
(in  der  Ebene  desselben)  liegen  möge  —  es  gilt  bekanntlich  der  Satz: 
das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Endpunkten 
einer  durch  ihn  gehenden  Secante  des  Kreises  hat  immer  dieselbe 
Grösse,  was  auch  für  eine  Richtung  die  Secante  haben  möge.  Diese 
Grösse  ist  also  immer  dargestellt  durch  das  bestimmte  Rechteck  aus 
den  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Endpunkten  Z>^,  D^  des 
nach  ihm  weisenden  Durchmessers;  und  diese  absolute  Grösse  ist 
es,  was  man  ursprünglich  unter  Potenz  des  Punktes  P  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  verstanden  hat. 

Wird  nun  auf  der  Geraden,  die  durch  den  Punkt  P  und  den  Mit- 
telpunkt M  des  gegebenen  Kreises  geht,  die  Richtung  PM  fvon  P 
nach  M]  als  die  positive  erklärt,  die  ihr  entgegengesetzte  als  die 
negative:  so  ist  jedor  der  von  P  aus  zu  nehmenden  Wege  PD^  PD^^ 
entweder  positiv  oil;  r  negativ  gerichtet,  wenn  er  nicht  null  ist.  Wird 
diess  berücksichtigt,  und  wird  dann  jeder  Weg  in  der  auch  sonst  üb- 
lichen Weise  durch  eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  dar- 
gestellt: so  liegt  es  nahe,  die  Potenz  des  Punktes  P  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  nicht  mehr  in  der  vorhin  erwähnten  absoluten  Weise  auf- 
zufassen, sondern  sie  in  algebraisch  geometrischem  Sinne  zu 
definiren :  als  Product  der  algebraischen  Werte  der  Wege,  welche  von 
P  aus  an  die  Endpunkte  des  nach  P  weisenden  Durchmessers  gehen. 
So  ist  auch  Steiner  in  seiner  späteren  Zeit  von  der  früheren  ab- 
soluten Auffassung  zu  der  algebraisch  geometrischen  übergegangen. 
[Vgl.  Steiner's  Theorie  der  Kegelschnitte  von  Geiser;  2te  Auflage]. 

Sei  jetzt  r  der  absolute  Wert  des  Halbmessers  eines  gegebenen 
Kreises ,  dessen  Mittelpunkt  M  heisse ,  und  sei  e  der  nach  Obigem 
positiv  aufzufassende  Weg  von  einem  gegebenem  Punkte  P  nach  M. 
Heissen  wieder  Z>i,  D^^  die  Endpunkte  des  nach  P  weisenden  Durch- 
messers, D^  etwa  der  bei  P  näher  liegende,  so  ist  nach  der  alten 
Auffassung 

PD.PD^i  =-  (6— r)(6+r)  =  6»— r«,   falls  P  ausserhalb  des  Kreises 

dagegen 

PDj  .PD^i  ==  (r  — e)(r-|-e)  =  r«  — ö«,  falls  P  innerhalb 

nach  der  neuen  Auffassung  aber  hat  man 

PD^.PD^^  =  (c-r)(«-)-r)  =  c«— r«,  im  ersten  FaUe 
und 

PD^.PDji  =  {— (r— 6)}{(r+«}  im  zweiten  Falle; 
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d.  h.  nach  der  neuen  Auffassung  ist  für  beide  Fälle  gleichmässig 

wobei  auch  der  Fall  e  =  r  mit  eingeschlossen  ist. 

Hiermit  hängt  der  weitere  Vorteil  zusammen,  den  die  neue  Auf- 
fassung gewährt.  Ist  nämlich  in  ihrem  Sinne  die  Potenz  eines  Punktes 
mit  Bezug  auf  einen  Kreis  gegeben  =  i/j*,  so  lässt  sich  der  gegebene 
Wert,  jenachdem  er  positiv  oder  negativ  oder  null  ist,  sofort  er- 
kennen, ob  der  betreffende  Punkt  ausserhalb  der  Peripherie  oder  in- 
nerhalb oder  auf  ihr  selbst  sich  beünde. 

Wenden  wir  die  neue  Auffassung  jetzt  an  auf  das  Vorkommniss,  dass 
ein  Punkt  P  mit  zwei  Kreisen  zugleich  gegeben  sei.  Dann  sind  die 
zwei  zugehörigen  Potenzen  von  P  entweder  beide  gleichartig  oder 
beide  ungleichartig.  Der  erste  dieser  Fälle  ist  vorhanden,  wenn  ent- 
weder beide  Potenzen  positiv,  oder  beide  negativ,  oder  beide  null  sind, 
d.  h.  wenn  P  entweder  ausserhalb  des  einen  und  des  andern  Kreises 
liegt,  oder  innerhalb  des  einen  und  des  andern,  oder  in  einem  ge- 
meinschaftlichen Punkte  beider  sich  befindet.  Der  zweite  Fall  liegt 
vor,  wenn  entweder  die  eine  Potenz  positiv  und  die  andere  negativ 
oder  die  eine  positiv  und  die  andere  null,  oder  die  eine  ue^tiv  und 
die  andere  null  ist,  d.  h.  wenn  P  entweder  innerhalb  des  einen  Kreises 
und  ausserhalb  des  andern  liegt,  oder  P  ausserhalb  des  einen  und  auf 
der  Peripherie  des  andern ,  oder  P  innerhalb  des  einen  und  auf  der 
Peripherie  des  andern. 

Die  bisher  gemachten  Bemerkungen  sprechen  wol  deutlich  genug 
dafür,  dass  man  anders  als  bisher  sich  zu  verhalten  habe  gegenü'ber 
der  gewühnlich  so  lautenden  Aufgabe:  den  geometrischen  Ort 
eines  Punktes  zu  finden,  dessen  Potenzen  mit  Bezug 
auf  zwei  gegebene  Kreise  einander  gleich  seien. 

Sie  ist  —  soviel  ich  sehe  —  bisher  nur  in  dem  Sinne  behandelt 
worden,  dass  die  betreffenden  Potenzwerte  sowohl  absolut  gleich  als 
algebraisch  gleichartig  seien;  es  ist  aber  jetzt  gewiss  angezeigt  auch 
die  Möglichkeit  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Werte  zwar  absolut  gleich 
aber  nicht  gleichartig  seien.  Die  Behandlung  im  ersten  Sinne  führt 
auf  den  allbekannten  geradlinigen  Ort;  die  im  zweiten  Sinne  führt  auf 
einen  kreisförmigen,  den  man  bisher  nicht  beachtet  hat.  Der  nächst 
folgende  §  wird  demselben  sofort  zu  seinem  Rechte  verhelfen. 

S  3. 

Aufgabe.  Gegeben  zwei  Kreise,  ihre  Mittelpunkte 
M^  und  il/ii,    ihre    Halbmesser   r^    und  r^^;    die   Strecke 
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M^Mix  ^  a.  Mau  ermittle  und  untersache  den  geometri- 
schen Ort  desjenigen  Punktes  P,  dessen  Potenz  mit  Be- 
zug auf  den  einen  Kreis  absolut  gleich  aber  entgegen- 
gesetzt sei  seiner  Potenz  mit  Bezug  auf  den  andern 
Kreis. 

Auflösung.  Es  werde  M^  als  Ursprung  rechtwinklig  verbun- 
dener Coordinatenaxen  M-^X^  J/^F  genommen,  und  der  positive  Zweig 
M^X  der  ersten  Axe  werde  durch  den  Punkt  M^^  gelegt;  alsdann 
sind  die  zwei  Kreise  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

1)  a;2+y«-n«  =  0,      ' 

2)  (aJ^a)«+y»-V  =  0, 

WO  a,  r^,  rji  bestimmte,  positive  Werte  haben.  Für  jede  Lage  des 
in  Rede  stehenden  Punktes  P  hat  man  zunächst  nach  §  2. 


algeb.  Potenzwert  zum  ersten  Kreis  =  PM^ — r,*, 


«  -5 


„    zweiten    „     ^  PM^^^—c^^^ 


wenn  man  aber  die  Coordinatenwerte  von  solchem  P  selbst  mit  ar,  y 
bezeichnet,  so  ist 


und  ist 

man  hat  also  offenbar  anzugeben 


3) 


(algeb.  Potenzwert  v.  P  zum  ersten  Kreis  «  aj^-J-y* — r,* 

\     y,  «         »  ^'      «    zweiten     „      =»  (a;  — a)«+y«— r. 


8 


Da  nun  diese  Potenzwerte  einander  gleich  aber  entgegengesetzt  sein 
sollen,  so  muss  ihre  Summe  null  sein,  d.  h.  als  Gleichung  des  hier 
gesuchten  geometrischen  Orts  ist  anzugeben 

Diese  Ortsgleichung  ist,  wie  mau  sieht,  ganz  identisch  mit  deijenigen, 
welche  durch  Addition  der  beiden  Kreisgleichungen  1)  und  2)  selbst 
sich  ergibt.  Demnach  jedes  Paar  zusammengehöriger  Werte  von  x 
und  y,  welches  die  beiden  Kreisgleichungen  1)  und  2)  zumal  befrie- 
digt, muss  auch  der  Gleichung  4)  genügen;  und  jedes  solche  Paar 
welches  die  Gleichung  4}  nebst  einer  der  Gleichungen  1),  2)  be- 
friedigt, muss  auch  der  andern  genügen.    Somit  ist  zu  sagen: 

I)  Jeder  Punkt,  in  welchem  die  beiden  gegebenen 
Kreise  sich  schneiden  oder  berühren,  ist  auch  für  die 
hier  gesuchte  Ortslinie  ein  Punkt,  in  welchem  sie  je- 
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den  von  jenen  beiden  beziehungsweise  schneidet  oder 
berührt.  Und  jeder  Punkt,  welchen  etwa  die  Ortslinie 
mit  dem  einen  jener  Kreise  gemein  hat  —  sei  es  als 
Schnittpunkt,  sei  es  als  Berührungspunkt  —  muss  ihr 
in  demselben  Sinne  auch  gemeinschaftlich  sein  mitdem 
andern  Kreis. 

Bringen  wir  jetzt  die  4)  auf  die  sehr  nahe  liegende  Gestalt 

5)    W+y^\M{^-'<^y+y^\-n^^r,^\ 

so  sagt  uns  dieselbe  offenbar 


PMi^-f PVji8  =  ri»+ri,2,    d.h. 

II)  Der  Ort  des  Punktos  P,  welcher  mit  Bezug  auf 
zwei  gegebene  Kreise  absolut  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Potenzen  hat,  ist  völlig  derselbe  wie  der  Ort 
desjenigen  Punktes,  für  welchen  die  Summe  der  Qua- 
drate seiner  Entfernungen  von  den  festen  Mittelpunk- 
ten jener  beiden  Kreise  constant  gleich  ist  der  Summe 
der  Quadrate  ihrer  Eadien. 

Ordnen  wir  die  4)  nach  Potenzen  von  x  und  y^  so  dass  entsteht 

so  ist  aus  der  Gleichheit  der  Coefficienten  von  x^  und  '^^  und  aus 
dem  Fehlen  eines  mit  xy  behafteten  Gliedes  bereits  zu  ersehen,  dass 
diese  Gleichung  einen  Kreis  darstellen  werde  oder  könne.  Das  klar 
ste  Licht  aber  über  ihre  Bedeutung  ergibt  sich,  wenn  wir  zunächst 
ihre  beiden  Seiten  mit  der  Zahl  2  dividiren,  dann  beiderseits  {a^  ad- 
diren.  Hierdurch  und  mittels  leichter  Zusammenfassungen  erhalten 
wir 


6,     „-.|+^->.-+V--. 


(.-i)'+: 


Angesichts  dieser  Form  der  Ortsgleichung  ist  sofort  zu  sagen:  ent- 
weder gibt  es  gar  kein  Paar  reeller  Werte  von  x  und  y,  welche  ihr 
genügen,  oder  es  gibt  ein  einziges  solches  Paar,  oder  es  gibt  unzäh- 
lige.   Diese  drei  Fälle  treten  der  Reihe  nach  ein,  jenachdem 

> 

< 

Dasjenige  Paar,  welches  in  dem  zweiten  dieser  drei  Fälle 

a  uftritt,  ist 
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(x=|,    y  =  o); 


diess  sind  die  Coordinateuwcrte  des  HalbirungspuDktes  Mq  der  Strecke 
M^n-    Was  den  dritten  Fall 

angeht,  so  ist,  wenn  er  zutrifft,  die  6)  offenbar  die  Gleichung  eines 
eigentlichen  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  die  Coordinatenwerte  »  und 
0  hat,  und  dessen  Kadius 

sich  darbietet. 

Da  (wegen  a  ^  0)  die  Bedingungsformel 

> 

< 

zu  ersetzen  durch 

> 

a  =  y2ri«+2rnS 
< 

so  machen  wir  über  die  eben  eingeführte  absolute  Wurzel  die  Be- 
merkung: sie  ist  gleich  der  Hypotenuse  h  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks, dessen  Katheten  sind  r{^2  und  rit^2.  Nun  ist  der  Satz  aus- 
zusprechen: 

III)  Wenn  zu  zwei  nach  Lage  und  Grösse  gegebenen 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  JJ/j,  J/j,  heissen  mögen,  der 
geometrische  Ort  desjenigen  Punktes  gesucht  wird, 
dessen  Potenzen  mit  Bezug  auf  jene  einander  absolut 
gleich  aber  entgegengesetzt  sein  sollen:  so  zeigt  sich 
dieser  Ort  entweder  imaginär,  oder  er  rcducirt  sich 
auf  einem  einzigen  Punkt,  den  Halbirungspunkt  M^  der 
Strecke  M^M^^,  oder  er  findet  sich  als  eigentlicher,  um 
eben  diesen  Punkt  Mq  zu  beschreibenden  Kreis.  Wel- 
cher von  diesen  drei  Fällen  eintrete  hängt  davon  ab, 
wie  gross  die  Strecke  Af^il/ii  sei  gegen  die  Hypotenuse  h 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  als  dessen  Katheten  zu 
nehmen  sind  die  Diagonalen  der  zwei  Quadrate,  welche 
über  den  Halbmessern  jener  Kreise  als  Grundlinien  sich 
errichten  lassen.  Je  nachdem  die  Strecke  M^M^j^  grös- 
ser als  /t,  oder  gleich  7i,  oder  kleiner  ist:  hat  man  den 
ersten,  zweiten,  dritten  der  angegeben  Fälle. 


licr  PoUndmit  mlhaiUnen  Krtii, 

Um  noD  die  venchiedraen ,  bei  ansrer  Aufgabe  : 
ErscbeiDUDgen  desto  genauer  und  sicherer  za  erforscb 
fQr  die  Grössen  r^,  r,,  jede  der  zwei  möglichen  Annal 

r,  =  r„     und     r^  ^  r„ 

besonders  berücksichtigen  und  dcrngpraflss  das,  was  j 
eigentumliches  bewirkt,  anch  bcsomJtrs  hervorheben. 

Lassen  wir  also  iu  die  allgemeine  Gleichang  6)  za 
nähme  r^  =  r^  ^  r  eingehen;  jene  wird  dadurch  Qbei 


~l)'+' 


Für  die  iu  dem  allgemeinen  Satz  111)  aufgeführten  Fäll 
aon  die  Bedingungsformel  beziübiingsweise  anf 


und  der  zum  dritten  dortigen  Fall  gehörige  Wert  des 
reducirt  sich  auf  

Hiemach  ist  zu  sagen 

IV)  Wenn  zwei  gleiche  Kreise  nach  Lage 
gegeben  sind,  so  findet  sich  der  Ort  des  g 
entgegengesetzte  Potenzen  mitBezng  anf  s 
Punktes  entweder  imaginikr,  oder  anf  Eine 
ducirt,  oder  als  eigentlicher  Kreis  — je  n 
Abstand  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  1 
sser  ist  als  die  Summe  ihrer  Halbmesser,  i 
oder  kleiner.  Der  im  dritten  Fall  anftrel 
mcsser  q  des  Ortskreises  ist  zu  constrniren 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  Ton  welchen 
Kathete  nebst  der  Hypotenuse  bekannt  ist; 
tenuse  nämlich  gleich  dem  gemeinschaftli 
mosser  (r)  der  zwei  gegebenen  Kreise,  di 
Kathete  gleich  demhalben  Abstand  ihrerM 

Ans  Vorstehendem  ist  —  übereinstimmend  mit  d 
Angabe  I)  —  auch  zu  entnehmen 

V)  Wenn  zwei  gegebene  gleiche  Kreise 
ander  liegen,  so  ist  der  geometrische  Ort 
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aber  entgegeagesetztc  Potenzen  mit  Bezug  anf  sie  ha- 
benden Punktes  imaginär.  —  Wenn  jene  von  anssen  sieb 
berühren,  so  redneirt  sich  der  Ort  auf  den  bezüglichen 
Berührungspunkt,  wobei  als  Potenzwerte  auftreten — 0 
und  +0.  —  Wenn  jene  vielmehr  sich  schneiden,  so  ist 
der  Ort  derjenige  Kreis,  welcher  die  gemeinschaftliche 
Sehne  der  zwei  gegebenen  selbst  als  Durchmesser  ent- 
hält. 

Machen  wir  jetzt  für  die  Grössen  r^,  r^,  die  zweite  der  zu  be- 
rücksichtigenden Annahmen  (nämlich  r,  und  r,]  ungleich),  und  setzen 
wir  des  bestimmteren  rj>rji.  Da  nun  2ri=^+2ri,*  jedenfalls  = 
(ri-|-^ii)*+(»'i  ~^ii)*9  «^*(l  da  bei  der  Annahme  r^  >  rj^  jede  der 
eben  eingeführten  (zusammengesetzten)  Quadratsbasen  positiv  ist:   so 

kann  man  für  die  schon  in  III)  eingefülirte  Grösse  h  (h  =V'2rj^-\-2r^i*) 
bemerken,  dass  sie  auch  als  Hypotenuse  desjenigen  rechtwinkligen 
Dreiecks  sich  darbiete,  welches  die  eine  Kathete  habe  gleich  der 
Summe  der  zwei  gegebeneu  Radien,  die  andere  gleich  der  Differenz. 
Und  hiernach  empfiehlt  es  sich,  die  allgemeine  Ortsgleichung  6)  aus- 
drücklich noch  auf  die  Form  zu  bringen 

7)     [x^^j+y^ j . 

Hält  man  sich  an  diese,  so  liegt  es  nahe  die  folgenden  Bemerkungen 
zu  machen  zu  den  drei  Hauptfällen,  welche  man  in  dem  allgemeinen 
Satz  HI)  zu  unterscheiden  hatte. 

Ist  der  Fall  a'^  h  vorhanden,  so  sieht  man,  dass  in  der  Bedin- 
gung a'^h  immer  mitgesetzt  ist  die  Forderung  a'^  r^-^r^^j  d.  h. 
die  Forderung,  dass  der  kleinere  der  zwei  gegebenen  Kreise  ganz  frei 
ausserhalb  des  grösseren  liege. 

Ist  vielmehr  der  Fall  a  »  /<  vorhanden,  so  zeigt  sich  auch  noch, 
wie  vorhin,  mitgesetzt  a!>ri+**jii  somit  ia>  i(ri4"*'ii)-  Sofern 
aber  die  Annahme  a'=h  jetzt  mit  der  bestimmteren  weiteren  rj^rn 
verbunden  ist,  so  ergibt  sich  für  ^a  auch  die  Angabe  ia<iri;  ein- 
fach deswegen,  weil  alsdann  a^=:h*  =«  2ri*-(-2»*ii*  ™t  sich  bringt 
a*  <[  4rj*  oder  a  <<  2ri.  Die  Verbindung  also  der  beiden  Angaben 
a  —  Ä  und  fj  >  rji  bringt  mit  sich ,  dass  der  kleinere  der  zwei  ge- 
gebenen Kreise  ganz  frei  ausserhalb  des  grösseren  liege,  und  dass 
der  Punkt  Mq  (der  Halbirungspunkt  der  Strecke  M^M^j)  frei  inner- 
halb des  grösseren  gegebenen  Kreises  sich  befinde. 

Ist  endlich  der  Fall  a  <  Ä  (a  <  VöT+^^+ÖV""^^  vor- 
banden, so  ist  hiermit  dem  n  nicht  bloss  jeder  von  0  bis  zu  {ri-^ix) 
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ZU  denkende  Wert  zugelassen,  sondern  es  ist  Mich  die  Möglichkeit 
a>f'jL+rji  durchaus  nicht  abgeschnitten;  es  kann  recht  gut  a>> 

»•i+»'ii  söü^  während  es  gleichwol  "<V(n+«*ii)*  +  (»'i — »'ii)*)  ist: 
Sofern  aber  die  Annahme  a  <^ A  mit  der  weiteren  Bestimmung  r{^^^^ 
verbunden  sein  soll,  die  wir  jetzt  festhalten:  so  ist  (wegen  a^<2r^ 
+  2r,i*)  noch  vielmehr  als  vorhin  o*  <<  4r,*,  a  <C  2r^j  ia  <C  »"i»  d.  h. 
M^Mf^  *<  r^.  Sieht  man  dann  zugleich  auf  die  (bei  a<ih)  reell  und 
positiv  ausfallende  Grösse  ^,  deren  Wert  ist 

9-^iV2i7+^i'^^'=  jV(ri  +  r„)«+(r,~r,,)«-a^-=iyÄ^=:;r« 


m 


hV       /aV 


so  hat  man  offenbar  immer: 

4^*  <C  4ri*,    d.  h.     p  <C  r^. 

Die  Frucht  vorstehender  Erwägungen  ist  der  Satz: 

VI)  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise,  mit  Mittelpunk- 
ten M^  und  3/u,  mit  Radien  r^,  rj,,  und  zwar  ri>rii  ge- 
geben sind,  und  man  sucht  den  Ort  des  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Potenzen  mit  Bezug  auf  jene  haben- 
den Punktes:  so  hat  man  die  Strecke  M^M^  zu  verglei- 
chen mit  der  Hypotenuse  A  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
aus  Katheten  r^'\'r^^  und  r^^-r^.  Findet  sich  dann 
^1^11  !>  ^9  wodurch  die  ganz  freie  Lage  des  kleineren 
Kreises  ausserhalb  des  grösseren  mitgesetzt  ist:  so  ist 
der  gesuchte  Ort  imaginär.  Ist  Mj^M^^^h^  was  gleich- 
falls nur  bei  ganz  freier  Lage  des  kleineren  Kreises 
ausserhalb  des  grösseren  zutreffen  kann:  so  reducirt 
sich  der  gesuchte  Ort  auf  den  Halbirungspunkt  Mq  der 
Streko  M^M^j,  und  es  findet  sich  Ä^  innerhalb  des  grö- 
sseren gegebenen  Kreises.  Ist  endlich  Jl/i3f|i  <[A,  wo- 
durch die  ganz  freie  Lage  des  kleineren  gegebenen 
Kreises  ausserhalb  des  grösseren  nicht  ausgeschlos- 
sen, aber  jede  andere  Lage  zugelassen  ist:  so  findet 
sich  der  gesuchte  Ort  als  eigentlicher  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  Mq  innerhalb  des  grösseren  gegebenen 
liegt.  Was  den  Radius  q  des  Ortskreises  betrifft,  so 
ist  er  als  zweite  Kathete  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
zu  construiren,  dessen  Hypotenuse  »»  JA,  und  erste  Ka- 
thete =  iM^Mi^  bekannt  sind;  und  hierbei  findet  sich 
immer  p^»*!- 

Wenn  man  die  eben  gemachten  Angaben  (namentlich  Q<^ri  und 
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Mq  innerhalb  des  grösseren  gegebenen  Kreises)  mit  dei^enigen  des 
Satzes  I)  verbindet,  so  gewinnt  man  die  folgenden,  mehr  anschau- 
lichen Bestimmungen. 

VII)  Wenn  ein  Kreis  K^  und  ein  kleinerer  JTj,  in  sol- 
cher Lage  gegeben  sind,  dass  ein  eigentlicher  Kreis  Kq 
als  Ort  desjenigen  Punktes  sich  findet,  dessen  Poten- 
zen mitBczug  auf  K^^  K^i  absolut  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Werte  haben:  so  hat  man  mitRücksicht  auf  die 
verschiedenen  möglichen  Fälle  der  gegenseitigen  Lage 
von  Kj^  und  K^i  folgende  Angaben  zu  machen. 

a)  Wenn  K^^  frei  ausserhalb  von  K^  Hegt,  so  fällt  Kq 
frei  innerhalb  von  K^. 

Denn  bei  der  gemachten  Annahme  ist  durch  Satz  I)  zunächst 
dies  unmöglich  gemacht,  dass  K^  und  K^  sich  schneiden  oder  berüh- 
ren. Da  ferner  nach  VI)  der  Mittelpunkt  Mq  von  Kq  frei  innerhalb 
von  üTj,  und  da  ^  <C  r^  sein  muss :  so  bleibt  nur  übrig,  dass  Kq  von 
Kl  frei  umschlossen  werde. 

b)  Wenn  K^  und  K^^  in  einem  Punkte  sich  äusserlich 
berühren,  so  werden  beide  in  eben  diesem  Punkte  von 
Kq  berührt  (nach  I);  und  Kq  liegt  (wie  sein  Mittelpunkt 
Mq)  innerhalb  von  üTj. 

c)  Wenn  Kj^  und  K^^  in  zwei  Punkten  sich  schneiden, 
so  geht  Kq  durch  eben  diese  Punkte  (nach  I.),  hat  übrigens 
seinen  Mittelpunkt  Mq  innerhalb  von  K^, 

d)  Wenn  K^  und  K^j  in  einem  Punkte  sich  von  innen 
berühren,  so  werden  (nach  I.)  beide  in  eben  diesem  Punkte 
von-ffo  berührt.  Dabei  wird  iTo  vonK^  umschlossen  (wegen 
Lage  von  Mq  und  ^<^i)?  wnd  wird  K^^  von  Kq  umschlossen 
(wegen  üngleichartigkeit  der  Potonzwerte). 

e)  Wenn  K^^  frei  innerhalb  von  K^  liegt,  so  hat  der 
Kreis  Kq  weder  mit  K^  noch  mit  K^^  einen  Punkt  gemein 
(nach  L).  Dabei  findet  sich  Kq  frei  innerhalb  yovlKi  (wegen 
Lage  von  Jli^  und^<[ri),  und  wirdüTi,  von  Kq  frei  umschlos- 
sen (wegen  Üngleichartigkeit  der  Potenzwerte). 

Wenn  die  vorstehenden  Sätze  zum  Teil  den  Eindruck  einiger 
Schwerfälligkeit  machen,  so  wird  dies  für  die  etwa  weiter  zu  ent- 
wickelnden um  so  eher  und  wird  so  lange  zu  befürchten  sein,  als 
für  den  neuen  Ortskreis  nicht  ein  passender  kurzer  Name  vorhanden 
ist.  Wie  soll  nun  dieser  lauten?  Wer  fUr  die  in  §  1.  berücksichtigte 
gerade  Ortslinie  den  Namen  „Potenzenaxe^'  liebt,  möchte  fUglich  ge- 
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neigt  sein,  unsern  Ortskreis  als  den  „Potenzenkreis  zu  zwei 
gegebenen ^^  zu  bezeichnen;  dem  steht  aber  der  Umstand  entgegen, 
dass  Ton  Steiner  [in  Crelle's  Jonrnal,  Band  I.,  geometrische  Be- 
trachtangen, Nr.  XL]  bereits  die  Benennnng  „Potenzenkreis  zweier 
gegebenen  Kreise^'  in  ganz  anderem  Sinne  gebraacht  ist  Hienach 
wäre  wol  besser  an  den  für  „Potcnzenaxe"  aach  geläufigen  kurzen 
Namen  „Ghordale^'  anzuknüpfen.  Ich  möchte  deshalb  vorschlagen 
den  Ortskreis  unsres  §  kurz  als  den  „Chordalkreis  zu  zwei 
gegebenen  Kreisen"  zu  benennen,  und  ich  werde  mir  vorerst  — 
wenigstens  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung  —  gestatten, 
dieser  Bezeichnung  mich  zu  bedienen. 

Anmerkung.  Durch  die  so  sehr  einfachen  Rechnungen  unsres 
§  ist  vollkommen  der  Weg  gebahnt  auch  zu  weiteren  Untersuchungen, 
die  von  Interesse  sein  dürften;  ich  hebe  z.  B.  hervor  die  Betrachtung 
derjenigen  Erscheinungen,  die  sich  dann  darbieten,  wenn  von  den  in 
der  Aufgabe  gegebenen  £lemeDten  a,  r^,  r^^  eines  oder  mehrere  ver- 
änderlich werden.  Besonders  wichtig  dürfte  die  Untersuchung  sein, 
welche  an  die  Annahme  sich  knüpft,  dass  zwar  r^  und  rj^  constant 
bleiben,  aber  a  stetig  alle  positiven  Werte  von  0  bis  «  durchlaufe. 
Da  zeigt  sich  nicht  bloss  der  entsprechende  Gang  der  Grösse  ^  der 
Beachtuag  wert ,  sondern  vielmehr  noch  die  Aenderung  desjenigen 
Wegstückes  a:,  welches  durch  die  Gleichung 


^  =  ^+^y2V+2V-a^ 


dargestellt  wird;  es  ist  dies  der  Weg,  welcher  von  dem  Punkte  M^ 
an  über  M^  hinaus  bis  zu  dem  in  dieser  Kichtung  liegenden  Punkte 
D  des  Chordalkreises  geht.  Die  hiebei  namentlich  angezeigte  Frage 
nach  dem  Maximum  oder  Minimum  des  Weges  M^D  ist  unschwer  zu 
erledigen;  nur  wtürden  wir  durch  genaueres  EiDgehen  auf  diese  Dinge 
zu  sehr  von  dem  Hauptzwecke  dieser  Arbeit  abgelenkt  werden. 

Dagegen  darf  allerdings  nicht  unterdrückt  werden  eine  Bemer- 
kung, welche  schon  au  die  eigentliche  Einleitung  unsres  §  sich  knüpfen 
konnte,  und  für  welche  man  leicht  die  strenge  Begründung  finden  wird. 

Wenn  beliebig  gegen  einander  geneigte  Coordinatenaxen  OJT,  OY 
gegeben,  und  wenn  mit  Bezug  auf  sie  irgend  zwei  Kreise  JT^,  K^t 
durch  Gleichungen 

q>x,y  =«  0     und     1</x,y  =  0 

dargestellt  sind:  so  ist  die  Gleichung  qp-|~^  =  0  ^^'^^  ^^^  ^^'^  ^^~ 
Stellung  des  zu  üT^,  K^^  gehörigen  Chordalkreises,  vne  wir  es  zunächst 
bei  rechtwinklig  verbundenen  Coordinatenaxen  gelernt  haben.  Diese 
Angabe  ist  ganz  analog  der  längst  bekannten,  dass  die  Gleichung 
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tp — ^=2=0  für  die  Chordale  jener  gegebenen  Kreise  gelte,  and  fOr 
beide  Angaben  ist  ihre  Richtigkeit  gleichgnt  mit  Hilfe  der  hier  ge- 
botenen Mittel  nachzuweisen.  So  wären  anch  alle  eigentlichen  Hanpt- 
lehren  von  der  Chordale  oder  Potenzenaxe  zweier  gegebenen  Kreise 
ganz  nach  der  Analogie  nnsres  §  3.  durch  Stellung  und  Auflösung 
der  entsprechenden  Aufgabe  zu  entwickeln.  Und  dabei  dürfte  man 
in  den  Fall  kommen  —  gegenüber  früheren  Behandlungen  des 
Gegenstandes  —  sowohl  einer  grösseren  Leichtigkeit  und  Sicherheit 
des  Fortgangs  als  auch  einer  grösseren  Vollständigkeit  und  Genauig- 
keit der  Resultate  sich  zu  erfreuen. 


§4. 

Wenn  der  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  JT^,  f  ^  gehörige  Chordal- 
kreis nicht  imaginär  ist,  so  ergeben  sich,  für  alle  Fälle  giltig,  zwei 
Hauptbestimmungen,  welche  ganz  unmittelbar  an  die  begriffsmässige 
Eigentümlichkeit  jedes  seiner  Peripheriepnnkte  sich  anknüpfen. 

I)  Ist  F  ein  beliebiger  Peripheriepunkt  des  Chordalkreises,  etwa 
innerhalb  von  ^^9  ^^o  ausserhalb  von  Kj^^  befindlich,  so  ist  das  Quadrat 
jeder  der  von  P  aus  an  K^^  zu  ziehenden  Tangenten  PT^,  Pü^i 
gleich  dem  Rechteck  aus  den  Abschnitten  jeder  durch  P  gehenden 
Sehne  des  Kreises  A'^.  Fasst  man  von  solchen  Sehnen  insbesondere 
die  ins  Auge,  welche  in  P  selbst  halbirt  ist  und  deren  Endpunkte 
Qi,  R^  heissen  mögen:  so  zeigt  sich  P  als  Mittelpunkt  eines  durch 
Qi,  lii  und  die  Berührungspunkte  7\],  U^i  jener  Tangenten  gehenden 
Kreises.  Für  diesen  also  ist  die  Sehne  Q^Ri  ein  Durchmesser,  und 
seine  Peripherie  muss  die  des  Kreises  A^^  in  den  Punkten  7\i ,  Un 
rechtwinklig  schneiden.    Hienach  ist  zu  sagen: 

Wenn  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  ein  eigentlicher 
Chordalkreis  vorhanden  ist,  so  zeigt  sich  jeder  einzelne 
Peripheriepunkt  des  letzteren  selbst  als  Mittelpunkt 
eines  solchen  Kreises,  welcher  den  einen  der  zwei  gege- 
benen rechtwinklig  schneidet,  in  den  andern  aber  —  als 
Sehne  desselben  —  seinen  eigenen  Durchmesser  legt 

II)  Zu  den  Kreisen  iT^,  K^i  und  dem  zugehörigen  Chordalkreise 
K  sei  eine  beliebige  Gerade  gedacht,  welche  mit  J^i  die  Schnittpunkte 
^1)  ^1  S^be,  mit  K^i  die  Punkte  A^^,  B^^^  mit  K  endlich  die  Punkte 
/'  Q.  Auf  dieser  Geraden  werden  positive  und  negative  Richtung 
beliebig  aber  bestimmt  unterschieden,  so  dass  jeder  der  Wege,  welcher 
von  ^nem  der  sechs  Schnittpunkte  zu  einem  andern  geht,  seinen 
ganz  bestimmten  algebraischen  Wert  habe.  Sofern  nun  jeder  Punkt 
des  Chordalkreises  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  Potenzen 
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mit  Bezug  auf  K^^  und  K^^  hat,  so  müssen  für  die  eben  erwähnten 
algebraisch  gerechneten  Wege,  näher  fttr  die  von  P  und  Q  aus  zu 
nehmenden  die  zwei  Gleichungen  stattfinden 

PA,.PB,  _  QA, . QB^ 

^^    PA^^,PB,i  ^'       ^^    Q^ii.Q^i,  -      ^' 

jede  von  ihnen  streng  begründet  dadurch,  dass  die  zwei  links  stehen- 
den Quotientenglieder  absolut  gleich  sind,  während  das  eine  —  als 
Product  gleichgerichteter  Wege  —  positiv  ist,  das  andere  —  als  Pro- 
duct  ungleichgerichteter  — -  vielmehr  negativ.  Die  aus  1)  und  2) 
folgende 

PA,.PB,         QA,.QB, 
"^^    PA^^.PB^^       QAj^MB^t 

ist  sofort  auf  die  Form  zu  bringen 

PA,  ßA,    _  QB,   PB,  . 

und  da  die  hier  vorkommenden  Quotientenglieder  immer  noch  alge- 
braisch gerechnete  Wege  sind,  so  liefert  vorstehende  Doppelverhältniss- 
gleichung schon  für  sich  allein  (vgl.  die  folgende  Anmerkung)  die 
Angabe: 

Wenn  unsro  Secaute  PQ  als  Vereinigung  zweier  Geraden  gedacht 
wird,  so  sind  diese  zwei  in  der  Art  projectivisch,  dass 

den  Funkten  P,  Q,  A,^  A^^  der  einen  der  Reihe  nach  entsprechen 
die  Punkte     Q,  P,  B^^  B^^  der  andern. 

♦ 

Die  obige  Gleichung  3)  und  ebenso  die  4)  beziehen  sich  auf  eine 
bestimmt  gedachte  Figur.  Wenn  nun  letztere  unverändert  bleibt, 
und  jeder  in  sie  eingeführte  Buchstabe  immer  seiue  anfängliche  Stelle 
beibehält:  so  bleiben  die  Gleichungen  3)  und  4)  auch  dann  richtig, 
wenn  man  in  ihnen  irgend  eine  der  drei  folgenden  Yertauschungen 
vornimmt, 

erstens  nur    A^  und  B^  durchgängig  mit  einander  vertauscht, 
zweitens  nur  -^^  und  P^  „  „         „  „ 

drittens  sowohl  A^  und  B^  durchgängig  vertauscht,  als  auch 

A^i  und  Bn  durchgängig  unter  sich  vertauscht. 

Vermöge  dieser  drei  Arten  von  Yertauschungen  kommen  nun  zu 
der  4)  als  weitere,  wesentlich  Neues  besagende,  für  die  ursprünglich 
gedachte  Figur  giltige  Gleichungen: 

^^    PB,,QB^QA^PA, 


PA^i  ft4ii       QPj,  PPii 
TeU  LXII.  87 
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6) 


7) 


FB,^  QB^^        QA,^  PA^i 


bei  welchen,  ¥fie  bei  der  4),  der  algebraisch  geometrische 
Charakter  der  einzelnen  Glieder  zu  betonen  ist 

Diese  5),  6),  7)  begründen  für  die  zwei  in  unsrer  Secante  ver- 
einigt zn  denkenden  Geraden  die  drei  folgenden  weiteren  Formen 
der  projectivischen  Beziehung: 

erste  so,  dass  den  Punkten      P,  Q,  i?i,  -4,i 
der  Reihe  nach  entsprechen  Q,  P,  ^j,  Bj^; 

zweite  so,  dass  den  Punkten    P,  Q,  A^^  B^^ 
der  Reihe  nach  cutsprechen  Q,  P,  -Bj,  A^^] 

dritte  so,  dass  den  Punkten      P,  Q,  B^,  B^^ 
der  Reihe  nach  entsprechen  Q,  P,  A^^  -4^. 

Werden  nun  die  Ergebnisse  zusammengefasst,  welche  die  Aus- 
legung der  Gleichungen  4)  bis  7)  darbietet,  so  ist  offenbar  der  all- 
gemeine Satz  auszusprechen: 

Wenn  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  K^y  K^^  ein  eigent- 
licher Chordalkreis  vorhanden  ist,  und  wenn  man  ir- 
gend eine  Secante  einführt,  welche  mit  K^  die  Schnitt- 
punkte -4i,  B^  gibt,  mit  K^^  die  Punkte  ^,i,  i^n,  mit  K 
endlich  die  Punkte  P,  Q:  so  bilden  die  genannton  sechs 
Durchschnittspunkte  eine  Involution,  und  diese  ist  im 
Sinne  geometrischer  Anschaulichkeit  genauer  so  za 
beschreiben.  Wenn  man  in  der  Secante  zwei  Gerade 
vereinigt  denkt,  und  wenn  man  auf  der  einen  nimmt  die 
vier  Punkte 

(beliebiger  des)        (  beliebiger  des  ) 
'    ^'     (Paars  -4^,  B^]  '      (Paars  A^^,  B^^]  ' 

so  sind  jene  Geraden  in  dem  Sinne  projectivisch,  dass 
den  eben  genannten  Punkten  der  ersten  der  Reihe  nach 
auf  der  zweiten  Geraden  entsprechen 

(  übriger  des  )        (    übriger  des    ) 
^'      '     (Paars  ^,,  bJ*      (Paars  ^u»  ^u) 

Anmerkung.  Manchem  Leser  dieses  Blattes  ist  es  vielleicht 
erwünscht,  dass  die  an  Gleichung  4)  unsres  §  angeknüpfte  Behauptung 
über  die  projectivische  Beziehung  zwischen  den  Punktreiben  P,  Q, 
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^19  ^11  u^<^  Q>  ^9  -^19  -^11  i^och  ausführlich  und  mit  den  einfachsten 
Mitteln  bewiesen  werde. 

Für  diesen  Zweck  —  ganz  im  Sinne  der  dort  schon  gemachten 
Andeutung  —  ist  es  wesentlich  wenigstens  die  Hauptsätze  heran- 
zuziehen, welche  für  beliebig  gegebene  Punkte  17,  F,  W  einer  Geraden 
dann  gelten,  wenn  auf  dieser  der  Gegensatz  der  Bichtungen  bestimmt 
berücksichtigt  und  zu  entsprechender,  algebraischer  Auswertung  der 
Wege  verwendet  wird.    Man  hat  dann  bekanntlich  allgemein 

0)   UV^  —  VU]     a)  UV  ^  UW+  WV «  WV—  WU. 

Hienach  sind  aus  der  Gleichung 

PA,  ßA,   _  QB,  PB, 
*^    PA^i'QA^^       QB^tPB^^ 

unsres  §  herzuleiten 

PQ   .A^Q    _  QP  ß^P 
PA^^  A^Aji       QBji  ^1^11* 


4a) 
4b) 


PQ  A,,Q   _  QP  B^^P 
PA^Ai^Ai       QB^'B^^B, 


auf  die  sofort  darzulegende  Art 

Um  z.  B.  von  4)  auf  4a)  zu  kommen,  haben  wir  zunächst  nur 
dafür  zu  sorgen,  dass  auf  jeder  Seite  der  4)  bloss  dieselben  Weges- 
grössen  noch  vorkommen  wie  auf  der  gleichnamigen  Seite  der  4a). 

Die  linke  Seite  der  4)  ist  aber  gemäss  der  Gleichungen  ©)  und  d) 
zu  ersetzen  durch 


dann  durch 


dann 


dann 


endlich 


(PQ Aß\(        A,A^^\ 

\PA^^  pAjy   Aß  y 

PQ Aß       PQ.AyA^^      A^A,^ 

PA^y      PAy^      PAy:y,Aß^ PA^y  ' 

PQ4-0^i+^i.4^      PQ.A^A^y 
PA^i  PA^y.Aß' 

PQ.A^A,^ 
^      PA^y.Aß* 


Durch  ganz  analoges  Verfahren  wird  die  rechte  Seite  der  4)  über- 
geführt in 

QP.B^B^^ 


^       QBy^.B^P 


27« 
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Es  ist  also  ans  4)  durch  blosse  Anwendung  der  0)  und  ([)  zu  ziehen 
die  Gleichung 

welche  durch  einfache  Umwandlung  jeder  Seite  in  einen  Doppel- 
quotienten sofort  die  Gestalt  4a)  erhält. 

Da  man  nun  ohne  weiteres  übersieht,  wie  auch  die  4b)  aus  der 
4)  mittels  der  ©)  und  d)  zu  gewinnen  sei,  so  darf  man  überzeugt 

sein,  dass  allerdings  vermöge  der  Gleichungen  ©)  und  d),  d.  h.  ver- 
möge des  algebraischen  Charakters  der  in  4)  vorkommenden 
Wegesgrösscn,  immer  die  drei  Gleichungen  4),  4a)  und  4b)  zumal 
bestehen.  Für  diese  Trias  ist  es  ferner  charakteristisch,  dass  ihre 
drei  linken  Seiten  der  Reihe  nach  auf  Grund  der  Zuordnungen  (P,  Q), 
(P,  ^j),  (P,  ylji)  ebenso  gebildet  sind  wie  die  rechten  auf  Grund 
der  analogen  Zuordnungen  (Q,  P),  (Q,  7^^),  (Q,  B^^).  Man  sieht  also 
dass  hier  in  der  Tat  drei  solche  Doppclverhältnissgleichungen  vor- 
liegen, wie  sie  nach  der  ursprünglichen  Darstellung  Steiners  (der 
sich  hiebci  durchaus  an  absolute  Streckeuwerte  gehalten  hat)  für  die 
projectivischc  Beziehung  zweier  geraden  Punktreihen  notwendig  und 
hinreichend  sind.  —  Dazu  braucht  kaum  noch  bemerkt  zu  werden, 
dass  alle  Gleichungen  uusres  §  —  von  3)  an  —  eben  auch  dann 
wahr  sind,  wenn  die  in  ihnen  vorkommenden  Wege  sämmtlich  nicht 
als  algebraische,  sondern  einfach  als  absolute  Werte  genommen  werden. 

§  5. 

Wenn  nach  der  Bedeutung  gefragt  wird,  welche  der  hier  ein- 
geführte, zu  zwei  gegebenen  Kreisen  gehörige  Chordalkreis  für  die 
Geometrie  haben  oder  gewinnen  möchte:  so  ist  es  für  mich  selbst 
jedenfalls  angezeigt,  zunächst  fremdes  Urteil  hierüber  abzuwarten. 
Es  bleibt  ja  doch  immerhin  dieses  sicher,  dass  die  Beachtung  des 
Chordalkreises  so  gut  als  die  der  Chordale  als  eine  wissenschaftlicbe 
Pflicht  des  Mathematikers  erscheinen  müsse.  Und  wie  sehr  die  Be- 
rücksichtigung des  einen  und  des  andern  geometrischen  Orts  zur 
wissenschaftlichen  Vollständigkeit  gehöre,  darf  ich  wol  noch  zu  ver- 
anschaulichen suchen  durch  folgendes  einfache  Beispiel. 

Auf  einer  unbegrenzten  Geraden  seien  vier  Punkte, 
A,  B,  a,  /J,  ganz  beliebig  gegeben;  es  soll  auf  joner  Ge- 
raden selbst  jeder  solche  Punkt  X  ermittelt  werden, 
welcher  der  Forderung  genüge,  dass  das  Rechteck  mit 
Seiten  XA,  XB  gleich  sei  dem  Rechteck  mit  Seiten 
X«,  Xß. 
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Bei  roin  goometrischor  Beliandlnog  dieser  Aofgabc  liegt  es  nabc, 
zuerst  an  die  altbchanutc  Lehre  vod  der  Poteuzcnaxo  zweier  Kreise 
sich  zu  erinnern.  Denn  wenn  solche  über  AH  und  aß  als  Durch- 
messern beschrieben  sind,  und  man  führt  die  /.n  ihnen  gehörige  Po- 
tcnzenaxe  oder  Cbordalc  ein;  so  ist  klar,  dass  diosc  (niemals  fehlend») 
mit  der  Geraden  ABaß  einen  Durchschnitt  X,  gibt,  welcher  der  Auf- 
gabe genügt. 

Mit  diesem  allein  sich  zu  bombigen  wäre  nun  sehr  übel  getan. 
Dies  ist  einesteils  aus  jeder  streng  angelegten  algebraisch-gee metrischen 
Behandlung  der  Aufgabe  zu  entnehmen,  sofern  sie  notwendig  anf  eine 
(Übrigens  leicht  zerlegbare)  Gleichung  des  dritten  Grades  führt,  deren 
Wurzeln  man  soeben  mnss;  audemteils  wird  es  uns  ganz  unmittelbar 
nahe  gelegt  dnrcb  unsere  Lehre  vom  Chonlalkreis. 

Heisst  nämlich  K  der  Cbordalkreis,  welcher  zu  den  vorhin  er- 
wähnten, Ober  Ali  und  aß  zu  beschreibenden  Kreisen  zu  suchen  ist, 
and  findet  sich  A'  als  eigentlicher  Kreis:  so  liefert  dieser  mit  der 
gegebenen  Geraden  Aliaß  zwei  Durchschnitte  X,i,  Xj,,,  deren  jeder 
der  Aufgabe  genügt  Findet  sich  K  auf  einen  Punkt  X^  reducirt,  so 
hat  man  sich  an  diesen  zu  halten,  welcher  auch  notwendig  auf  diu 
-  gegebene  Gerade  zu  liegen  kommt.  Ist  endlich  der  Cbordalkreis 
imaginär,. so  behält  man  in  diesem  Falle  bloss  die  durch  X,  gebotene 
Auflösung  der  Aufgabe,  während  in  den  zwei  vorhergehenden  Fällen 
beziehungsweise  drei  oder  zwei  von  einander  verschiedene  reelle  Auf- 
lösungen vorhanden  siud.  —  So  erkennt  man  gewisä  deutlich  geiiug, 
wie  die  obige  Aufgabe,  sowohl  was  Construction  als  was  Determination 
betrifft,  wesentlich  erlange  die  vereinigten  Benutzungen  der  Chordale 
und  des  Chordatkreises  zu  zwei  gegebenen  Kreisen. 

An  die  Ausführung  vorstehender  geometrischen  Betrachtung  er- 
laube ich  mir  nur  noch  die  Bemerkung  ausdrücklich  zu  knüpfen,  dass 
es  keine  Schwierigkeit  hätte,  auch  die  hier  (§  3.)  durch  Rechnung 
entwickelten  Hauptsätze  sämmtlich  durch  Anwendung  des  rein  geo- 
metrischen Verfahrens,  ohne  die  Hilfsmittel  der  Coordinatentheorie, 
zu  gewinnen.  Davon  kann  man  sich  durch  eine  leichte  Ueberlegnng 
überzeugen,  welche  an  Satz  II)  des  g  3.  zu  knüpfen  ist  Man  braucht 
sich  hiebci  nur  zu  erinnern,  wie  leicht  die  gewöhnliche  Elementar- 
gcomctrie  auch  ihrerseits  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  zu  fin- 
den wisse,  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate  seiner  Entfernungen 
von  zwei  fest  gegebenen  Punkten  einen  constanten  Wort  haben  soll. 

Ludwigsburg  im  Februar  187». 
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xxvni. 


Untersuchungen  über  das  Dreieck. 


Von 

Emil  Hain. 


IV. 

Beispiele  symmetrischer  Transversalensysteme. 

1.  ABC  seien  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks.  Die  eine 
Seite  der  (reraden  BC^  welche  das  Dreieck  selbst  enthält,  sei  die 
positive,  die  andere  die  negative.  Tragen  wir  von  B  aus  auf  AB 
die  Länge  -f-^'  t^^^)  so  befindet  sich  der  andere  End^rnnkt  Ac  auf 
der  positiven  Seite  von  BC,  Ist  a!  negativ,  so  mtlssen  wir  AB  über 
B  hinaus  verlängern.  Wird  a'  als  symmetrisch  nach  &,  c  {BC  =  a) 
vorausgesetzt;  so  bestehen  zwischen  den  Ah  verschiedene  Beziehun- 
gen, von  denen  einige  im  folgenden  aufgestellt  werden. 

Es  sei  BAc  »  a'  =»  CAb.  Wird  a'  als  positiv  vorausgesetzt  und 
sind  Ae{a)y  Ac{b)^  Ac{c)  die  l^ormalen  von  Ae  auf  die  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC'y  so  gibt  die  Figur: 

Acia)  =  a'sin  ß 
Ae(b)  «  (c — a')sina 
Acic)  =  0 
wo  Wkl.  BAC^  «;  ebenso: 

Ah{a)  =  a'sin  y 

Ah(b)  -=  0 

Ah(c)  =  (5  —  a')  sin  a 


r 
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Die  Form  dieaor  Ausdrucke  bleibt  he 
der  andera  Seite  von  BC  befinden,  ii 
nehmen  ist. 

Werden 
trimctrische 

die  den   Seiten  normalen 
Coordinaten  gebraucht,  so 

A^  —  a'amß    (c—a') 

—■ff  '■'-■ 

=  «■4             o(»_. 

At  =  u'c                 0 

Sonach  ist 

I  iTe  0 

oder  wenn  wir  nnr  die  Cocfficicnteu  ( 
AU,  =  a{a--b){a'-c)    a 
Fflr  a'  ~  a  wird: 

A,Ao  =  {tt-bna^c)    l 
Zwei  Gerade: 

fllffl  +  ölW  +  C: 

Bind  parallel,  wenn: 


Die  Harmonikale  des  lukrciscentrumi 
Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  d 
die  Gleichung: 

Xa-\-xl,-{-Xc 

Nun  ist: 

I  (a-6){o-c)    b{a-h) 


Die  AbAc  sind  also  für  a'  ^  a  einaud 
monikalen  des  Inkreiscentrums. 

(Archiv  SXXXVI.    Emsmann,  En 
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Für  a!  ^  —a  erhalten  wir: 

AhAc  =  (a+*)(a-f  c)     — 5(«+^)     —cia-^c) 
In  diesem  Falle  treffen  die  AhAe  die  BC  in : 

Die  ^1  liegen  in  der  Harmonikaien  des  Punktes: 

des  Spieker'schen  Punktes,  des  Inkreiscentrums  des  Mittendreiecks. 
Für  a'=  *+c  wird: 

Die  .^ftil^;  treffen  dann  die  ßC  in  jenen  Punkten,  in  welchen  die  äusse- 
ren Winkelhalbiren  (Ion  die  Gegenseiten  treffen. 

Für  a'=  ^'=  c'=  7»  wird: 

AbAe^  a(vi  —  b)(m — c)     bm(m  —  b)     cm(in  —  c) 

Die  AhAc  treffen  die  BC  in  Punkten  u4j,  welche  in  der  Geraden 
a(m—a)  liegen.  Der  Punkt  a(m—a)  wird  also  auf  folgende  Weise 
construirt:  Man  trage  von  den  Ecken  des  Dreiecks  ABC  auf  den 
Seiten  desselben  gleiche  Stücke 

BAc  =  CAb  =  m 

nach  Innen  (oder  nach  Aussen)  ab.  Die  AbAc  treffen  die  BC  in 
Punkten  der  Geraden  a(m4^a),  wo  das  obere  Zeichen  für  die  Con- 
struction  nach  Innen,  das  untere  für  die  nach  Aussen  gilt. 

Ist  das  Dreieck  ABC  gleichseitig,  so  erhalten  wir: 

AbAc  ^  a —  a    a'     cl 
Drei  Gerade: 

bilden  ein  Dreieck  von  der  Fläche: 

abc  EJ^ :  /I^Jf^z 
WO 

Für  die  AbAc  ist  hier: 

J  =  a^a'-]-  ft'+  c'-  a),     J^  =  a» 
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Wir  haben  also  den  Satz: 

Liegen  auf  den  Seiten  AB,  AC  eines  gleichseitigen  Dreiecks  die 
Punkte  Ac,  Ab  so  auf  derjenigen  Seite  von  BC\  welche  das  Dreieck 
enthält,  dass: 

BAe  =  CAb  =  a'; 

so  wird  für  £a'  =  const  auch  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks ,  das 
die  Geraden  AhAc  bilden,  constant.  Für  £a'=a  schneiden  sich  die 
AbAc  in  einem  Punkte. 

2.  A^  sei  ein  solcher  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC\ 
dass  die  Stralen  BA^,  CAj  mit  der  positiven  Seite  von  BC  die  Winkel 
ß\  y'  bilden.  Bezeichnen  wir  mit  n  die  Winkel  des  Dreiecks  und 
mit  A^(a)  die  Normalen  von  -4^  auf  die  BC\  so  gibt  die  Figur: 

Ai^)  ^  sin(y--/) 
-4i(a)  sin/ 

A^(c)  _  sm(ß-ß') 
A^{a)  sin)3' 

Die  trimetrischen  Coordinaten  von  A^  sind  also: 

^  sin(y-/)  siniß-ß') 

^—  sin/  sin/i' 

=  sin/5?'sin/    8in/3'sin(y  — /)    8in/sin(i3— /3') 

Dann  ist: 

AA^  =  0    sin/sin(/J— /?')    —  sini3'sin(y -/) 

Diese  Gerade  trifft  ^C  in 

Ya  =  0  8inj3'sin(y  —  /)  sin/sin(i3—/J') 

=  0      sin  ß'sm(y  —  /)  6in(a  -  «')    sin  y'sin(/3  -  /S')  sin(a  -  «') 

Wir  haben  sonach  den  Satz: 

Liegt  A^  so  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC,  dass  die  A^B, 
A^C  mit  der  positiven  Seite  von  BC  die  Winkel 

A^BC=ß\    A^CB^y' 

bilden;  dann  treffen  sich  die  AA^  in  einem  Punkte 

y  =  sin  a'sin(jS— /3')  8in(y —  y') 

Wenn  die  Stralen  BA^ ,  CA^  mit  der  negativen  Seite  von  BC  die 
Winkel  jS',  y'  bilden:  so  sind  die  «'  negativ  zu  nehmen.  Jedem  Punkte 
y  entspricht  also  ein  Punkt 

y  =  sin  «'sin(jJ-f-/3')  sin(y  +  y') 


426  Hain:  Untersuchungen  über  das  Dreieck, 

Wir  wollen  sie  durch  die  Bezeichanngon  y+ ,  y^  auseinander  halten, 

so  dass 

y+  ^8intt'sin(/? — ß')sin(y--y') 

y-  ^  8ina'sin(/J-|-/^')8iQ(y+y') 

Für  a'=2a  wird: 

y+  ^  sin  2«  sin(iJ  —  2ß)  8in(y  —  2y) 
^  sin  a  cos  «sin/?  sin  y  =  cosa 

d.  h.  Liegen  die  Pnnkte  Aj^  so  in  der  Ebene  eines  Dreiecks,  dass 
die  Geraden  BA^ ,  CA^  mit  der  positiven  Seite  von  BC  Winkel  bil- 
den, die  zweimal  so  gross  sind,  als  die  Dreieckswinkel  in  den  be- 
treffenden Ecken;  so  gehen  die  AA^  durch  das  Umkreiscentrum  des 
Urdreiccks. 

Für  «'«-^  wird  | 

y+  =  sin^sin2sin|=  1; 

wir  erhalten,  wie  die  Figur  unmittelbar  ergicbt,  das  Inkreiscentmm. 
Dividiren  wir  den  Ausdruck 

sin«'8in(/3  +  /3')8in(yTy') 
durch  ilcosacosix'  und  setzen  wir  tanga'»  a^,  so  finden  wir: 

y±  =  rTjL  cos  ß  cos  y  [tang  ß  tang  y+h^iTl^i  tang  y+c^  taug  /5)] 

Für  «1  =  ft|  =  cj  «  tang  A  «  «  wird 

y±^  ecos/Jcosy+sin/Jsiny^sina 
(Archiv  LIX,  418.) 

Die  Werte:  l  =  45®,  £  =  1  geben  das  Puuktcpaar: 

C08(/5— y)^sina 

Dasselbe  teilt  die  Entfernung  des  Grebe'schen  Punktes  vom  Mittel- 
punkte des  Feuerbach'schcn  Kreises  harmonisch. 


V. 
Die  Antipunkte  des  Umkreises. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC^  U 
der  Mittelpunkt  des  Umkreises  desselben;  so  liegt  auf  der  Groraden 
UP  jenseits  von  P  ein  solcher  Punkt  %  dass 


u  Jf.l         l  r.'- 
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{ßü^=  UP 

Diesen  Punkt  $  nennen  wir  den  Antipunkt  von  P  bezüglich  des  Um- 
kreises. 

P  sei  gegeben  durch  seine  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  Drei- 
eck ABC\  so  dass: 

P^Pa     pb     Pe 

Bezeichnen  wir  mit  P(a),  $(a),  U(a)  die  Normalen  der  Punkte  P, 
%  U  auf  die  BCj  so  ist: 

-P(a)  =  ^^,       I/(a)«r  COS« 

wenn  BC^a,  ^ABC  —  F,  Winkel  CAB  =  a,  Aü ^  r. 

Die  Figur  gibt: 

2U{a)  =  P(a)4-$(a) 

*(a)»2rcos«-g^ 
Die  Coordinaten  von  P  sind  proportional  den  !ß(a),  wir  erhalten : 

$  =  cos«——  .^^^cos« — (cosft+cosßcosy)  -J^ 

^  cos  ü{bph  -f-  cpc) — a  cos  jJ  cos  ypa 

Sowol  die  Figur,  als  die  so  erhaltene  Form  von  $  zeigt,  dass  der 
Ort  der  Punkte  $  eine  Gerade  ist,  wenn  die  P  auf  einer  Geraden 
liegen.  Es  entspricht  dann  jeder  Geraden  a^  eine  Gerade  a^ ,  deren 
Gleichung  wir  nun  bestimmen.    Haben  wir 

SO  ist 

Ja  =»  COS  «(5a:6  4~  ^'«)  —  a  cos  j5  cos  y  ar« 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich: 

la         cos«  cos« 

xa^  th    — cosycos«         cos/J 
Ic         cosy        — cosacos/S 

^  — acos/JcosyEa+*cös«E6+öCos«yc 

Dies  in  die  Gleichung 

£a^xa  °"  0 
eingesetzt)  gibt: 

Qj  =  a(6iC0s/}-fci  cosy— (34  cosycos  y) 
Ist  O]  ^  ^9  so  ^^d  ftvcl^  ^1  "==  <>f  <!•  ^-  ^®  unendlich  entfernte  Oe- 
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rade  ist  sich  selbst  conjugirt    Ebenso  muss  a^  ^  a^  werden ,  wenn 
die  Gerade  a^  durch  C7  geht.    Es  ist  dann: 

Oj  =  a(ii  cos /5-|- Ci  cos  y+cTj  cos«  —  ojcosa  — «iCOsjJcosy) 

Nun  ist: 

2^ai  cos«  =  0 

F 


also: 


cosit+cosöcosy  = 
^        ^       '       ra 


öl  =  — -01  =  Ol 


Sind  also  ?IS®  die  Antipunkte  von  ABC^  so  sind  wegen  der  Con« 
gruenz  dieser  beiden  Dreiecke  P  und  ^ß  Congruenzpunkte.  So  ist 
z.  B.  der  Höhenschnitt  des  Dreiecks  919@^  der  Punkt: 

co8a(icos«co8y-f"^co8«cos/5)  —  acos/J*cosy*^cos« — cosßcosy^S 

Sind  iS,  //  Schwerqunkt  und  Höhenschnitt  des  Urdreiecks,  so  liegt  S 
bezüglich  UH  harmonisch  zu  S. 


VI. 

Ueber  einige  Symmctriokegelschnitte. 

1.  Trifft  eine  Gerade  die  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC  in  A^^ 
und  PA^ ,  wo  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ist^ 
die  Seiten  AC^  AB  in  Ab^  Ac\  so  liegen  die  Punkte  Ab  auf  einem 
Kegelschnitt. 

P  sei  gegeben  durch  die  Coordinaten:  77«,  pt^  p  -  Die  Gerade 
^li^iCj  habe  die  Gleichung 


Dann  ist: 


^l'a~l"^1^6'f'^l^c  =  0 


PA-  V 

—  *ll>a 

—  Ci/>a 

Ab  —  Ci  p 

0 

«/ 

Ac  —  b^pa 

«1' 

0 

wo 

Wir  nehmen  an,  die  Punkte  Ab  liegen  auf  dem  Kegelschnitte 

2gaasra^'\-^^gbcXbirc  =  0 

Zwei  von  den  Punkten  Ab  liegen  auf  BC,  sie  sind: 

Ba^O    c^pb      h' 
Ca  =  0      Ci'      h^pe 
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Für  diese  Punkte  ist 

gbbCj^Ph^'i'gccbi^'i'^QhcbiCipi,  ==  0 

Hieraas  erhalten  wir: 

ghb       ^  pcpabjbi 

—  2gbc        Pa(*i'ci'  +  b^  Cj  pipc) 

Sonach  ist 

gaa  =  C^a^'phpc 

—  2gbc  ^  PaibiC^'+biCipbpc) 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  auf  welchem  die  Ab  liegen,  ist  dem- 
nach: 

^^i(biPb-tc^pc)pbpeXa^-'£pa[(a^pa-{'bipb)(aiPa^C^c)ib^Cj^pbpe']xbXe=0 

Ftlr  a^  =  a  wird: 

gaa  =•  a{bpb-\'Cpc)pbpc 
—  2gbc  =  Pa[iapa + bpb)  (apa  +  cpc)  +  bcpbpc"] 

Die  Gerade  a^  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  entfernt«  der  Drei- 
eckebene. Die  A^  liegen  im  Unendlichen.  PA^  wird  der  BC  parallel. 
Man  hat  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  zu 
den  Seiten  desselben  Parallele,  so  liegen  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  den  Seiten  auf  einem  Kegelschnitt. 

2.  Es  treffe  eine  Gerade  die  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC  in 
A^.  P  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  desselben.  In  Ai  werde 
zu  PA  eine  Parallele  gezogen,  welche  die  Seiten  AB^  AC  in  Ae^  Ab 
trifft    Die  Punkte  Ab  liegen  auf  einem  Kegelschnitt 

Die  Gerade  A^B^C^  habe  die  Gleichung: 
Für  P=pa  ist 

AP^O     pc     — pb 

Der  unendlich  ferne  Punkt  von  AP  liegt  auf  der  Geraden 

axa-\'bxb']-cxe  =  0 

und  hat  die  Form 

bpb  "^cpc    —  apb    —  apc 

Verbinden  wir  diesen  Punkt  mit  ^i,  so  erhalten  wir  die  Gerade 

a(b^pb'\-e^pe)     b^{bpb'{-cpc)     Ciibpb-^-cpc) 
=  0%'  b^a'  c^a' 
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wenn  wir  setzen 

a/=  b^pb  +  CiPc 
Somit  ist 

Ak^c^a'        0        — aa/ 

Ae  ^  b^a'     — aa^^        0 

Ba=0  c^b'      —  ii/ 

Setzen  wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  letzten  Punkte  in  die  Glei- 
chung 

ein,  so  erhalten  wir: 

Hieraus  folgt 

gvb  hb^b^'c'a* 

2gb^  '^  a\b^c^b'c'+bcb^'c^') 

Sonach  liegen  die  Ah  auf  dem  Kegelschnitt 

Zaa^a^'b*c'xt?'\-2a\b^c^b*c'-\-bcb^*c^*)xhXc  =  0 

3.    Es  seien 

a^Xa'^b^Xh'\'C^Xi:  =  0 
a^Xa-^-b^Xb-^-c^Xe  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Geraden.  A^^  A^  seien  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Seite  BC.  AP(P^pa)  schneide  die  Gerade  a^  in  P«'; 
A^Pa  die  AB,  AC  in  A,  Ab.  Dann  liegen  die  Ab  auf  einem  Kegel- 
schnitt. 

Mit  den  Abkürzungen 

a'    =bph'\'Ope 
cii'  =  bipb-^-e^pc 
Of'  =  b^pb-^c^pc 

haben  wir  _ 

Pa  =  «2       —  Oj^6      —  «8JPc 
^1^0  Ci  — bi 

AiPa  ^  Ojfli      b^a^*        ^1^ 

Diese  Gerade  trifft  die  AC,  AB  in 

Ah^e^€t^'        0        — aj«i' 


Bai 

Zwei  der  Punkte  A^  U^en  aof  der  BC, 

sie 

Ba  =  0      c,V    - 

-s,s 

Cn  =  0      —CtCf' 

i,o,' 

In  Hbtilicber  Weise  wie  in  den  früheren  Fi 
Kegelschnitt 

'2git  =  Oj'(6,Ci6,'(;,'+*,Cji 

VIL 

Punkte  Steiner'gcher  Verwa 

P  und  Q  seien  beliebige  Punkte  in  dt 
ABC.  AP  treffe  SC  in  Pa.  Die  bezüglich 
Gegenstralen  von  QPa  treffen  sich  in  einem  '. 

P  =  Pa     pb     pc 
Q^qa     qt     qc 

Dann  ist 

Pa  =  0  pt 

QPa  =  pi  qc  — p<qb    ptqa     - 
Zwei  Gerade 

OjXa-J-JgO'j  +  Cja'c  -=■  ( 

werden  dnrch  das  Geradenpaar  xa^  ±  ka^  hai 

APa  =  0     pc      —pb 

BC=  10        0 
Die  Coordinaten  der  QPa  sind: 

pbqc  —  pcqh  —  «.0  +  A. 
pcq,  =  X.pe  +  l 

—pbqa  =  ».—pb- 
Diese  Gleicbaogen  geben 

»c  —  Sa,     l-=p*ge— pc 

Die  Coordinaten  des  harmonischen  Gogenstr 
nach: 

—  (p»«e— Pe9»)  PtS"  - 
Der  barmoniscbe  Oegenstral  von  QPa  zu  ^f 
zn  BA,  C^  haben  also  die  Formen 
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Wir  haben  nun 


Pe  qh  —pb  qc  peqa  —pb  qa 

— Pc  qh         Pa  qc  — pe  qa         pa  qb 


pcqa  — pbqa 

Paqe — peqa       Paqh 

— ph  qa     Pe  qh  — pb  qc 
paqh  — pcqh 

Pcqh — phqc    Peqa 

— 2>cqh         Paqe  —  pe  qa 


=  qaipcpaqb-^-paphqc—pbpcqa) 


qhiphpc  qa  -^-papb  qc  — Pepa  qb) 


=  qdpcpa  qb  -^pbpe  qa  ^PaPb  qc) 


Die  harmonischen  Gegcnstralen  der  QPa  treffen  sich  also  im  Sym- 
metriepunkt 

Q'^  qaipapbqc^pcpaqb—pbpeqa) 

Sonach  ist  die  eingangs  dieses  Paragraphen  gestellte  Behauptung  be- 
wiesen. Der  Punkt  Q'  ist  bekannt  als  der  Steinersche  Gegenpunkt 
von  Q.  Er  ist  der  zu  Q  in  Bezug  auf  den  Eegelschnittbflschel  ABCP 
conjugirte  Pol,  wie  sich  auf  folgende  Weise  ergibt. 


Die  Gleichung  irgend  eines  Kegelschnittes,  der  durch  ABC  geht, 


ist: 


^gbcXb  a;  ==  0 
Die  Polare  von  Q  bezüglich  dieses  Kegelschnittes  ist  die  Gerade 

^^gbcqhqi 


Sqa 


=  gabqh-\-gacqe 


Nun  ist 

^(gabqh-^-gacqe)  X  qaipapbqc^rPcPnqb'—pbPcqa)  = 
^gabpcpa  qa  qb^  +  ^gabpapb  qaqb  qc  —  ^gab  pbpc  qa^  qb 

+  ^gacpcpa  qa  qh  qc  +  ^gaepapb  qe^  qa  —  ^gaepbPc  qc  qa^ 

=  2nqa£gbepbpe 

Weil  P  nach  der  Voraussetzung  ein  Basispunkt  des  Büschels  ist,   so 
wird  £gbcpbpc  =  0.    Q'  geht  also  durch  alle  Polaren  von  Q. 

Ist  P^  S^bc  der  Schwerpunkt  des  Axendreiecks,  so  ist 

Qa'  ^  qa  {hqb  +  cqc  —  aqa) 

Für  Q^  G^a  wird  ausserdem 

G'=  a(b^+c^—a*)  ~  COS« 

Der  Steiner'sche  Punkt  des  Grebe'schen  Punktes  bezüglich  des  Schwer- 
punktes ist  das  Umkreiscentrum. 

Der  Punkt  der  gleichen  Paralleltransversalen  ist 
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T=  be(<A-\-ae—bc) 
(Archiv  LXI  178). 

T  ist  also  der  SteiDer'sche  Qegenpankt  von  s  in  Bezt 
d&B  Inkroiacentnini  des  UrdreiecbB.  Wir  haben  also  folgei 
gtmction  von  T: 

S,  I  seien  Schnerpunkt  und  Inkrciscentrum  des  Dreiec 
AI  treffe  BC  in  l,.  Man  ziehe  zu  Sla  den  bezQglich  BC,  A. 
barmoniscben  Stral.    Die  so  gezeichneten  Straten  treffdn  si 


vni. 

Die  konischen  Polaren. 

1.    Sind  ta,  pa  den  Abst&nden  der  Pnnkto  JT,  P  von  d 
BC  des  Dreiecks  ABC  proportional,  so  gilt  die  Beziehnng 

fflr  alle  Fnnkte  eines  Kegelschnittes,  der  durch  die  Ecken 
nnd  den  bosonderen  Namea  „konische  Polare  von  P  in  E 
das  Dreiaeit  ABC"  führt. 

Setzen  wir 

80  ist 

gl^  —  pile+pcEj 

die  Form  der  Tangente  im  Punkte  |  der  Corve  S.  FOr  A 
Dio  Tangent«  in  A  ist  die  Gerade 

0     pc     pi 

sie  triEFt  die  BO  in 

^1^0         pt         — pe 

=  0        papi      —p<.pc 

Die  A,  liegen  in  der  Geraden  phpc,  der  Harmonikaien  von 

Trifft  die  Harmonikale  von  P  die  BC  in  J7a,  so  sind 
Tangenten  der  konischen  Polare  von  P, 

För  fo  =  pa  ist  pbic  -i-pdb  =  2pipc. 

Die  Harmonikale  eines  Pnnktea   ^t  mit  der  Polare  > 
bezüglich  seiner  konischen  Polare  zusammen. 

T»ll  IiXU.  '8 
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Die  Polare  von  Q  ^  ga  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 

^paXhXc  ==  0 

hat  die  Form:  phqc'\-pegh' 

Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  konische  Polare  eines 
zweiten  Punktes  ist  zugleich  die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf 
die  konische  Polare  des  Ersten.    Die  Gleichungen 

pbic-^-peib  =  0 
gehen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes.    Derselbe  hat  die  Form 


a  pc  pb 
h  0  pa 
c    pa     ^ 


=  Pa{hpb  +  cpc—apa) 


Der  Kegelschnitt 

EpaXbXe'^  0 

ist  eine  Parabel,  wenn  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Glei- 
chung der  unendlich  entfernten  Geraden  genügen.    Es  muss  also  sein: 

Zapaipph'^rcpc—  apa)  =  ^a^pc? — 2£bcphpe  =  0 

In  variablen  pa  stellt  diese  Gleichung  einen  Kegelschnitt  dar,  welcher 
die  Seiten  des  Urdreiecks  in  ihren  Mitten  berührt 

Die  konischen  Polaren  aller  Punkte  derjenigen  Ellipse,  welche 
die  Seiten  des  Urdreiecks  in  den  Mitten  berührt,  sind  Parabeln. 

Nach  Schendel  (Elemente  der  analytischen  Geometrie,  Seite  79) 

ist  der  Kegelschnitt 

^gbcXhXe  =  0 

Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Ausdruck 

^  =  £a^gbc^  —  2£bcgabgae 
negativ,  Null  .oder  positiv  ist. 

Ist  P^pa  «  ^a-j-i-j"^  ^^^  Symmetriepunkt  erster  Ordnung, 
so  gibt  die  Rechnung 

^  ==  —  lQF^(p^  —  ^q>abc£a—4abc£a 

Für  positive  q>  ist  also  S  immer  eine  Ellipse.  Die  Auflösung 
der  Gleichung  ^  =  0  gibt  zwei  reelle  Wurzeln  für  tp.  Unter  den 
konischen  Polaren  der  Symmetriepunkto  erster  Dimension  gibt  es 
immer  zwei,  aber  nur  zwei  Parabeln. 

Für  das  Inkreiscentrum  wird 
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Nun  ist 

2Ebc  ->  2a^  • 

-ö"  ist  negativ.    Die  konische  Polare  dos  Inkreiscentrums   ist  eine 
Ellipse. 

Die  Ellipse  £xbxe  =  0  schneidet  den  Umkreis  des  Urdreiecks, 
die  konische  Polare  des  Grebe'schen  Punktes  £axbxc  =  0  im  Punkte 
(a — b)(a  —  c),  dem  harmonischen  Pole  der  Geraden  b — c,  auf  wel- 
cher alle  Punkte  g)a+*+(?  liegen.  Dieser  vierte  Schnittpunkt  ist 
Basispunkt  des  Eegelschnittbüschels 

E((pa-\'b-^c)xbXc  =  fpSaxbXc^  2{b-{'C)xi,Xc  =  0 
Durch  Projection  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  konischen  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  schneiden  sich 
im  harmonischen  Pol  derselben  bezüglich  des  Urdreiecks. 

Dies  erhellt  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  2^pa(nocc  =^0 
selbst  Der  harmonische  Pol  einer  Geraden  xa  ist  der  Punkt  xbxe. 
Die  konische  Polaro  von  F  ist  der  Ort  der  harmonischen  Pole  aller 
Geraden,  welche  du'^ch  F  gehen. 

2.    Die  konische  Polare  des  Schwerpunktes  hat  die  Gleichung: 

ZbcxbXc  =  0 
Hier  ist 

^  «=s  Üa^g^c^ — 2Sbcgcagab  =  —  3a*Ä*c^ 

Die  Curve  ist  eine  Ellipse,  ihr  Centrum  der  Schwerpunkt  S  ^  bc. 

Trifft  die  Harmonikale  von  F  die  BC  in  J7a,  so  berührt  die 
konische  Polare  von  F  die  Alla.  Die  Alla  sind  hier  die  durch  A 
zu  BC  gezogenen  Parallelen. 

Die  konische  Polare  des  Schwerpunktes  ist  eine  Ellipse,  deren 

Centrum  der  Schwerpunkt  ist,  und  welche  die  durch  die  Ecken  des 

Dreiecks  zu  den  Gegenseiten  parallel  gezogenen  Geraden  berührt.   Die 

Gerade 

SA  ^  bxb  —  cxc  =0 
trifft  die  Ellipse  in 

Es  ist 

Die  Determinante 


@a  =  — &c    2<?a    2ajb 
@6@c  =  — o        2b    2c 


—  a    2b     2c 
10      0 
a         b      c 

verschwindet.    @6@c  ist  parallel  zur  BC, 

28* 
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Ist  S  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  und  wird  die  konische 
Polare  des  Punktes  S  bezüglich  .des  ürdreiecks  von  AaS  in  ©a  ge- 
troffen, so  sind  die  @&@c  parallel  den  BC, 

Die  AS  und  BC  sind,  weil  BC  durch  AS  halbirt  wird  und  die 
durch  A  zu  BC  gezogene  Parallele  Tangente  st,  conjugirte  Halb- 
messer. 

• 

Die  durch  S  zu  BC  parallel  gezogene  Transversale  trifft  die 
Ellipse  in  den  Punkten  !(&8(c.    Man  findet 

Die  Elimination  aus  den  Gleichungen 

hcxhXc'\-caxcXa'^abxaXh  =  0 
gibt 

SUh^hc    ca(l  +  V3)    aZ»(l--V3) 

SSic  —  bc    ca(l  — V3)     a^l  +  yS) 

Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  %b  9le  wird  durch  die  allgemeine 
Distanzformel  bestimmt,  welche  für  zwei  Punkte  F^pa^  Q^qa  gilt, 
so  dass 

—,  _  -abc2a(pbq-qi>p)(pcq-qcp) 

p^q^ 

wo 

p  =  £apai     q  =  2aqa 

Die  Rechnung  gibt: 

p  =  q=  Safte 

Femer  ist:  

SA  =  isa  =  iy2ft2+2c*— a» 

22:a« 


5^«  +  SW 9 

Ausserdem  haben  wir: 

a     2F       AF 
SA.S^u.smASÜb^Wy^'--^^ 

Sind  a;,  y  die  Halbaxen  der  Ellipse*,  so  ist: 


a;«-|-yS 


xy 


9 
4F 

sys 


Eaini   Unttnudaaigm  iihtr  da 
Die  AnflöHDDg  dieser  Gleichnngea  gibt: 


Die  konlacho  Polare  des  Schwerpunktes  : 
Ellipse,  welche  nach  £aler  dem  Dreieck  . 
kann.    Sie  hat  den  Flächeninhalt: 
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IX. 
Die  geraden  Polar 

1.  Die  tileichung  der  geraden  Polare 
auf  die  Curve 

ü=/(ft„     Xi,     «,)  = 
lautet: 

du       .SU       ,   du 

wenn  in  U  für  die  x  die  £  snbstitairt  wcrd 
auch  Harnionikale,  wenn  U  eine  Curve  3. 
bestehend,  darstellt 

P  =  pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  dct 
dreiecks  ABC.  Die  Gleichungen  der  Gen 
sind : 


=  0 
=  0 

10 


1  Bezng  auf  das  I 
Sl, 

L.(l._fe\  h 

Pb  \Pa       pcj     p, 


Die  Harmonikale  von  C  in  Bezug  anf  das  I 

dUa  dVa 

SU„ 
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Diese  Gerade  trifft  die  BC  im  Punkte 

Pc  \Pa  pb/  ph  \pa       PcJ 

\pi       pej  \pb       paj  \pc       Pa/  \pe       ptj 

Die  ARa  treffen  sich  im  Paukte 


^=^''(?a~WVa~pl) 


dem  Pole  der  Geraden 

der  Verbindungsgeraden  der  Punkte  |,  P. 

Die  Harmonikaien  eines  Punktes  Q  in  Bezug  auf  die  Dreiseite 
PBC  treffen  die  BC  in  Ra.  Die  ARa  schneiden  sich  im  harmonischen 
Pol  der  Geraden  l'Q  bezüglich  des  Urdreiecks. 

2.  Trifft  AP  die  BC  in  Pa,  schneiden  sich  die  Harmonikaien 
eines  Punktes  £  in  Bezug  auf  die  Dreiseite  ABPa^  ACPa  in  A^^  so 
begegnen  sich  die  AAj^  im  Punkte  i 

Die  Gleichungen  der  Geraden  AB^  APa^  BPa  sind: 

a-c  =  0,     -  =  0,    Xa  =  0 

pb 

Dann  ist  für 


"—«•^d-ö 


die  Harmonikale  von  |  in  Bezug  auf  das  Dreiseit  ABPa  die  Gerade 

dUab  SUab  dUab  

dia  3|6  9|6    ~ 


\pb       PcJ  pb  \pb         Pc/ 


Ebenso  erhalten  wir  die  Form  der  Harmonikalen  von  £  in  Bezug  auf 
das  Dreiseit  ACPa: 


\pb       PcJ  \pb        pcJ 


Pb 


Die  Harmonikalen  von  £  in  Bezug  auf  die  Dreiseite  ABPay  ACPa 
treffen  sich  in 

^i  =  — 2Sa    h    ic 
Sonach  ist 
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^^1  =  0     ie     Sb 

Die  AA^  treffen  sich  im  Punkte  £. 

3.  Die  Hannonikalo  von  P  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC^ 
welche  die  Seiten  BC  in  IIa  trifft,  ist  zugleich  die  Harmonikale  von 
F  in  Bezug  auf  das  Dreiseit,  welches  die  Alla  bilden. 

4.  Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  in  Aj^ 
und  ist  ihre  Gleichung: 

Ea^xa  ==  0 

so  ist  die  Figur  ABCA^B^Ci  eine  vierseitige  Curvo  von  der  Glei- 
chung : 

XaXbXc(aiXa-{'biXb'\'C^Xc)  =  0 

Setzen  wir 

U==nSa£aJa 
so  finden  wir: 

Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  in  A^^  und  con- 
struirt  man  die  gerade  Polare  des  Punktes  £  in  Bezug  auf  die  Drei- 
seite AB^C^\  so  treffen  diese  nach  Caylay  die  BC  in  Punkten  einer 
Geraden  von  der  Form  . 

h  f  c(2ai  la  +^1  f  6  +  q  5c) 

Die  Curve  U  des  vierten  Grades  bestehe  aus  vier  Geraden: 


Dann  ist 


wo 


Sa^Xn  =  2a^Xa  =»  Ea^Xa  =  £a^Xa  ==  0 


Die  Harmonikale  von  £  in  Bezug  auf  das  Dreiseit 

JSa^  Xa  •  ^^8  ^a  •  2a^Xa  =  0 


hat  die  Form 


£s  ist  identisch: 


^1    ?3    I    ?4  ^ 

£2      £3      £4 

f  +  ßi    h     ßi 

Y  +  Yi     <^i    Yi 
•1 


a. 


=  0 
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Ai 


Die  Geraden  c^+c^i,  «i>  «i  treiFen  sich  in  einem  Punkt  Der  so  be- 
wiesene  Cayley'sche  Satz  lautet: 

Die  Harmonikalen  eines  Punktes  £  in  Bezug  auf  je  drei  der  vier 
Geraden 

schneiden  die  übrigen  vierten  in  Punkten  einer  Geraden  von  der  Form 

X. 

Ein  Symmetriepunkt  erster  Ordnung. 

Die  Fusspunkte  der  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  seien  Ha,    Man 
verlängere  AHa  übi  r  Ha  bis  A\  so  dass 

^  n  n 

WO  n  ein  beliebiger,  numerischer  Wert  ist.  Durch  B\  C  werden  zu 
AC,  AB  Parallele  gezogen,  die  sich  in  -4". treffen.  Sind  A'\a)  die 
Normalen  von  -4"  auf  BC,  so  gibt  die  Figur: 

A"(i) i+5,      ^"(,)  =  _Hlft 

n  « 

Für  die  Normalen  xa  eines  jeden  Punktes  der  AA"  gilt: 

a:6:arc  «  A"(b):A''(c)  =  (c+a):(a+&)  =  (c+a)  ;^:(«+*);^^ 

Die  symmetrische  Form  dieser  Proportion  beweist,  dass  die  AA^'  sich 
in  einem  Punkte  D  schneiden,  dessen  Normale  auf  BC  die  Länge 

hat.  Indem  wir  den  Proportionalitätsfactor  weglassen  urd  das  Drei- 
eck ABC  als  Coordinatendreieck  betrachten,  schreiben  wir: 

Die  Punkte,  deren  Coordinaten  cyklisch  substituirt,  den  Ausdrücken 

gleich  sind,  heissen  Symmetriepunkto  erster  Ordnung,  weil  die  Grössen 
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a  nur  in  der  ersten  Potenz  erscheinen.  Ist  9  «»  1 ,  so  erhalten  wir 
das  Inkreiscentrum.  Der  Punkt  9)  =00  ist  der  Grebe'sche  Punkt. 
Dem  Falle  q>=0  entspricht  der  Punkt  D^b'\-c^  welcher  also  einer 
der  Grundpunkte  der  Symmetriepunkto  erster  Ordnung  ist.  Die  Har- 
monikale (gerade  Polare)  von  D  in  Bezug  auf  das  Dreiseit  ABC  hat 
die  Gleichung: 

Der  Abstand  eines  Punktes  P  mit  den  Seitennormalen  pa  von  einer 
Geraden 

aiXa-^biXb-^c^Xc  =  0 

hat  den  Ausdruck: 

^(ilPn 

y2:ai«— 2  2?^»!^  COS« 

wo  «  die  Winkel  des  Fnndamentaldreiecks  bezeichnen. 

Für  Ol  =»  {a-\'b){a-\'e)  wird 

Za^^  =  Za^+2Za\b+c)-\-^^cSa'\-^Zb'^ 
2:^1  ci  cos«  =  n(ft+c)2:(6+c)coso  =  n{b'\-c)2a 

=  4a5ciSa+2:a3(i+<?)+22;6«c« 
Sa^^  -  22;^!  tfji  cos  «  =  2;a*  —  Zb^c^ 

Somit  ist  der  Abstund  d  eines  Punktes  P  von  der  Harmonikaien  von 
Dl 

,  _  ^(g+&)(fl+g)l>« 

Die  Entfernung  des  Punktes  D  von  seiner  Harmonikaien  ist: 

J7(ft+g)         JP 
V2:a*— -TP?  *  -2;dc 

Die  Gerade  &-|-<^  ^^t  die  Reciproke  der  Harmonikaien  von  Z>.  Trifft 
diese  die  BC  in  ^o,  ist  J  das  Inkreiscentrum  des  Urdreiecks,  schnei- 
det AI  die  BC  in  /a;  so  trage  man  den  Winkel  ^iaAIa  auf  der  an- 
dern Seite  von  Ala  auf,  so  dass  der  neue  Schenkel  die  BC  in  S)a 
schneidet  Die  2)a  liegen  nach  einem  bekannten  Satze  in  der  Reci- 
proken  von  Ja^h^c  d.  i.  in  der  Geraden  b-\-c.  Die  Gleichung  des 
Umkreises  ist  SaxhXc^  0.  Die  Polare  eines  Punktes  £  in  Bezug 
auf  denselben  Jiat  die  Form 

Für  fia  =  1  erhalten  wir  die  Gerade  b-^-c. 

Die  reciproke  Gerade  der  Harmonikaien  des  Punktes  D  ist  die 
Umkreispolare  des  Inkreiscentrums. 
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Die  konische  Polare  von  D  in  Bezug  auf  das  Dreiseit  ABC  hat 
die  Gleichung 

Bio  Bestimmung  des  Kegelschnittes 
hängt  von  dem  Ausdrucke  ab : 

^  =  Sa^ghc^ — 22bcgabgac 

Hier  ist 

ZaV^  «  22:b^c^+2abc2a 

2bcgabgac  =  3  äbc  Sa  -f-  £b^  c* 

^  ist  negativ.    Die  konische  Polare  von  D  ist  eine  Ellipse.     Die 
Polare  eines  Punktes  S  in  Bezug  auf  diese  Ellipse  hat  die  Form 

Kt =  (c+a)gc+(a+J)& 

Die  Auflösung  der  Gleichungen 

bestimmt  den  Mittelpunkt.    Er  hat  die  Form  bc(b-{-c)^  ist  also  das 
Inkreiscentrum  des  Mittendreiecks,  der  Spieker'sche  Punkt. 

Die  Harmonikaien  aller  Punkte,  welche  auf  der  Harmonikaien 
des  Inkreiscentrums  des  Urdrciccks  liegen,  hüllen  einen  Kegelschnitt 
ein,  die  Polokonik  der  Harmonikaien  des  Inkreiscentrums.  Die  Glei- 
chung dieser  Curve  ist: 

i:xa*^2£xh{tc=-0 
Ihr  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  Z)  ^  i-f^*- 
Wien,  Januar  1878. 
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XXIX. 

Miscellen. 


1. 

Weiterer  Beitrasr  zur  Theorie  der  Cissoide*). 

I. 

Von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  der  Cissoide  kann  man  zu 
dieser  drei  Tangenten  legen  und  die  Berührungspunkte  derselben 
bilden  ein  Dreieck,  das  Berührungsdreieck.  Wir  wollen  nun  unter- 
suchen, welches  der  Ort  der  Punkte  ist,  für  welche  der 
Flächeninhalt  des  Berührungsdreiecks  constant  ist 

Es  seien  o;,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  P,  und  die  Parameter 
der  Berührungspunkte  ergeben  sich  als  Wurzeln  nachstehender  Glei- 
chung 

2u^y — a:(l  +  3t*«)  +  a  =-  0  (1) 

welches  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  u  der  Cissoide  ist, 
wenn  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Functionen  des 
Parameters  dargestellt  werden,  nämlich 


X 


(2) 
a 

Ordnen  wir  die  Gleichung  (1)  nach  den  fallenden  Potenzen  von  u, 
so  erhalten  wir 


*)  Siehe  dieses  ArchiT:  Rationale  ebene  Curyen.  Teil  56.  pag.  144.  sowie 
Beitrag  zar  Theorie  der  Cissoide,  ibid.  Teil  57.  pag.  335. 
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3x  x—a 

2y  2y 


woraus  sich  sofort  ergiobt: 


3x 


Wi  =%  +  W2  +  «S  =  2i^ 

X  —  a 


(uh 


UjU^U^ 


2y 


(3) 


(4) 


wo  ttj,  t*2)  %  die  Parameter  der  Berührangspunkte  bezeichnen,  welche 
als  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  auflxeton. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  uiu^u^  sei  ^,  somit  ist  bekanntlich 


oder 


Nun  ist 


somit  ist 


wo 


2A 


a 


a 


l+tt,»    «,(!  +  »,«) 


a 


1+V     WsCl  +  V) 


a 


a 


l+V    »s(l+V) 


2A 


a 


8 


Jk=l 


t*l      1      t4,  (1  +  ^i) 
M3      1      1*5,(1  -f  1*3^) 


a« 

1 

*=i 

1 

1 

1     1*1     ttj* 

1      t*2       Ug^ 
1       "8      «3^ 

«( 

^)l 

Wi      Wj* 
t*^      t*2* 


2 


Anf*k(i+t*Ä2)_(„)^ 


1      tt,       Ui 

1     ua     Mg* 
1     W3     Ws* 


1       tij       Wj* 
1       «*3      t*3* 


A-=  — 


2A 


a 


2 


ist  und  auch  eine  Constauto  bezeichnet,  da  der  Voraussetzung  gemäss 
/\,  sich  nicht  ändern  soll. 


Bczeicbnen  wir  nan  mit  (u'),  einen  Ansdnick,  der  aus  (u),  sich 
crgiebt,  veno  wir  u,-  mit  ttf  ersetzen,  so  kGnnen  wir  der  Determinaato 

11    «1    t*,»j 
1     u»    V 

1  1       Uj      Mg'  I 

eine  filr  tmseren  Gebrauch  passeDdere  Form  verleihen.    Ea  ist  nämlich 

11     %     «1*1*      13         {").      {»*).l 
1     «,    «,»=("'»      («*'>     («'>» 

Nun  ist  wegen  (w);  =  0 

(«*)i  -  (»)i* 

(«'),  =  (»)i'+3(»)» 

Fuhren  wir  diese  Werte  in  die  obige  Determinante  ein,  so  erhalten 
wir  nach  kurzer  Umformang 

I     3  M,     («),»! 

('Oa   -2(»)i      0      3(«), 
I     0  3        Msl 

oder  entwickelt 

jl    »,    «,»1» 
(«),.i-27(w)s+2(«),»[(u),-3{»),]|  -    1    «,    V  (6) 

U  «,  «»»I 

Mit  Rücksicht  anf  die  Gl.  (6)  können  wir  die  Gl.  (5)  schreiben: 

[inw<l+«,»)p  =  («),»(«),f-27Wa+2{»)i*[M3-3(«)0)     (7) 

3 

Es  handelt  eich  nan  dämm  tIvi(l-\-ut')  als  Function  TOn  (u),  und 

(u)g  darzustellen  und  hernach  in  die  so  tranaformirte  Gleichung  (7) 
die  Werte  aus  der  Gleichung  (i)  für  (u)^  und  (u)3  einzufahren. 
Nnn  ist 

A»tCl  +  «,»)  =  (w),[14-(u»),+(«»),  +  (u«)J 

ferner  wegen  (u)t  =  0  ist 

(■.■),=-2(.),(«)„    «.-(»V,    M, -("),' 
Bomit  iBt 
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Führen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so  erhalten  wir 
nach  Ettrzang  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor  {u)^ 

^*003  {l+[00i -(«)«?}  -WiM-~27M3+2(u)i2[(u),~3(t*)J}   (8) 

Führen  wir  nun  aus  Gl.  (4)  die  Werte  für  {u)^  und  (t»)8  ein,  womit 

wir  die  Bedingung  einführen,  dass  v^u^ti^  ein  Berührungsdreieck  ist, 
was  wir  schon  bei  der  Einführung  (f«)^  =  0  vorausgesetzt  haben,  so 
erhalten  wir 

^yV—  a)[4y2+(2a;+a)»]+a;»[6(a;— a)y2_a.a(g^^^)]  _  o    (9) 

WO  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wurde. 

Der  Ort  der  Punkte*)  constanter  Berührungsdreiecke  bei  der 
Cissoide  ist  demnach  eine  Curve  fünfter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte in  der  Spitze  der  Cissoide. 


II. 

Jedem  Punkte  P,  den  wir  kurz  als  Pol  des  Berührungsdreiecks 
bezeichnen  wollen,  entspricht  in  der  Ebene  der  Cissoide  ein  bestimm- 
tes Berührungsdreieck,  somit  auch  dessen  Schwoipunkt  S.  Die  Be- 
wegung des  einen  hat  eine  bestimmte  Veränderung  des  anderen  zur 
Folge.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  welches  ist  der  Ort  des  Punk- 
tes P,  wenn  der  ihm  zugeordnete  Dreiecksschwerpunkt  eine  bestimmte 
Curve  durchläuft.  Bezeichnen  wir  mit  |,  ri  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  des  Berührungsdreiecks  t^t^2^9  so  ist 


S 


a    3 


3t=i  1  +  tti* 

3  1 


(10) 


a 


Nun  ist 

i        ^  3-f2Wi«-2(ti),(u)8+M.^-4(ti)2 

3  1 


Jk=l  tt»(l  +  Wk*) 

(^)i'  Ws  -  Ml  Ws  -  3(u),  (n),(n)3 + {u\^  -  2(u),> + (»i),+  S(u)^* 

(«)3{[l-M2?  +  [(«)i~00s?} 


*)  Siehe  Sitzb.  d.  kOnigl.  böhm.  GeselUch.  d.  Wissensch.  Prag,  23|2.   77. 
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Diese  Ausdrücke  gelten  fOr  jedes  Dreieck,  dessen  Ecken  auf  der 
Gissoide  liegen-,  y^ollen  wir  zeigen,  dass  dieselbon  auf  ein  Berührangs- 
dreieck  sich  beziehen,  so  müssen  wir  die  Werte  ftlr  OOi»  M2»  Ms 
aus  der  61.  (4)  einführen.    Wir  erhalten  so 

3  _i o  Vdb^y-Jf? 

(11) 

1  .A  ..^^3      2.. 


Somit  ergeben  sich  uns  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (10),  (11) 
als  Schwerpunktscoordinaten  des  Berührungsdreiecks 

^^"V+(2HF^ 

(12) 
_  2oy 

Die  Gleichungen  (12)  geben  uns  die  verlangte  Abhängigkeit  der 
Punkte  P  und  S.  Beschreibt  nämlich  der  Schwerpunkt 
des  Berührungsdreiecks  einer  Gissoide  eine  Gurve  nter 
Ordnung,  so  durchläuft  der  entsprechende  Pol  P  eine 
Gurve  2nter  Ordnung,  welcher  die  imaginären  Kreis- 
punkte als  nfache  Punkte  zukommen.  Die  Punkte  P  und  S 
stehen  demnach  in  einer  cyklisch  quadratischen  Verwandtschaft*}. 

Beschreibt  in  speciellem  Falle  S  eine  Gerade,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  reellen  Asymptote  mit  der  ^- Achse  (nämlich  der 
Rückkehrtangente  der  Gissoide)  hindurchgeht,  so  ist  ihre  Gleichung 
von  der  Form 

Ai;  — S+a  =  0  (13) 

und  der  Kreis,  welchen  der  entsprechende  Pol  P  beschreibt,  zerfällt 
in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  in  eine  reelle  Gerade,  deren 
Gleichung 

—  2Ay+2Ä+a  =  0  (14) 

Die  sich  entsprechenden  Geraden  (13),  (14)  sind  ersichtlich  parallel. 
Agram,  November  1877.  K  Zahradnik. 


*)  Siehe  „Ueber  eine  geometrische  Verwandtschaft  in  Bezog  auf  Cnrven 
dritter  Ordnung  und  dritter  Classe",  Sitzb.  d.  k.  k.  Akademie  der  Wissensch. 
Wien  S|3.  77,  wo  ich  den  zweiten  Teil  dieses  Aufsatzes  angef&hrt  habe. 


Note  ttber  den  Anedrack  fUr  das  Innere  Potential  eines 
homogeneB  ElHpsoids. 

Sind  B,  ß,  1  dio  Quadrate  der  Halbaxea  eines  Ellipsoids,  bo  ist 
laa  Potential  V  fttr  einen  inneren  Punkt  x,  y,  x  gegeben  durch : 

V      _  rd»  _   g  /^    d> j,  /"    (fa       _       Z*"    ds 


St.    Setzt  man: 


vodurcb  also  dio  Bestimmung  von  P^  auf  die  von  P^  zarttckgefotirt 
8t.    Für  F  erbalt  man*): 

ind  wegen 

i„         SP.  .  .8P.  .     8Po 


A.  WaBBmnth. 

*)  Man  Tergiciche:  Thomion  o.  Tait,  thcorei.  Fhyiik,  pag,  63  u.  64. 


Litterarii 

C( 
Lehrbücher,  Saa 

Lehrbuch  der  elementarer 
Oberlehrer  am  Gymaaaium  in 
Combioatorik.    Wolfenbttttel  1 

Die  hier  befolgte  Methode 
sirer  Erneitcrnng  des  Zahlbc) 
systematischo  Gestaltung  dea  I 
und  iu  einer  Ausdehnung  durcl 
Lehrbuch.  Bas  systcmatisirer 
griff,  das3  ein  Princip  a  prioi 
vorgefassteu  Meinungen  genäli 
trächtigt  und  den  Gegenstand 
wo  dies  zu  augenfällig  sein  ^ 
Bas  gcgenwftrtige  System  und 
leitung  der  Praxis  des  olgebra 
daher  mit  der  Natur  des  Sto 
Bies  ist  um  so  mehr  anzuerk' 
dos  Buchs  um  so  weniger  ent 
roann's  bearbeitet  ist,  der  die  i 
gemeineres  erklären  will,  und 
er  auf  einen  Punkt  gelangt,  wc 
nichts  bezweifeln  kann.  So  ' 
GrasBmann  gegangen.  Jener 
keineswegs  unanfechtbaren,  j( 
Stellungen,  welche  die  Erkläru 
hü  scheinen.  £r  lässt  sich  gen 
T«il  Lxn.  B«n  4. 
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Seiten  nimmt  das  Lehrbuch  einen  für  sich  yerständlichon;  den  ge- 
wöhnlichen elementaren  Vorstellungen  angemessenen  Anfang.  An  der 
Bearbeitung  ist  die  Absicht  des  Verfassers  «u  erkennen  im  System 
keinen  leeren  Platz  zu  lassen  und,  wo  ein  leeres  Fach  (eine  Ausnahme) 
durch  die  Natur  der  Sache  bedingt  ist,  wie  z.  B.  beim  Divisor  null, 
darüber  Erklärung  und  Nachweis  zu  geben.  Um  so  mehr  erstaunt 
man,  wie  gleichwol  so  grosse  Lücken  im  System  bleiben  konnten. 
Die  Lücke  von  weitestem  Umfang  ist  wol  die  folgende.  Auf  jede 
Erörterung  einer  Operation  folgt  unter  dem  Titel  „Rechnung  mit 
Resultaten"  die  Combination  der  bis  dahin  erklärten  Operationen. 
Hier  ist  aber  allein  berücksichtigt  die  neue  Operation  mit  Resultaten 
der  alten  und  zwar  unter  den  bis  dahin  geschehenen  Erweiterungen 
des  Zahlbegriffs,  nicht  aber  das  Umgekehrte.  Es  ist  durchweg  ver- 
gessen, dass  es  sich  auch  handeln  muss  um  die  alten  Operationen  mit 
Resultaten  der  neuen,  namentlich  um  Nachweis  der  Gültigkeit  der 
frühern  Aufstellungen  nach  der  neu  eingeführten  Erweiterung.  Ins- 
besondere ist  deshalb  die  algebraische  Addition  der  Brüche  gar  nicht 
erwähnt  worden.  Das  Fehlende  in  Ausführuug  zu  bringen  war  zwei- 
mal Gelegenheit  und  Aulass:  erst  bei  den  eiuzelncn  Operationen, 
hernach  im  Abschnitt  B.  betitelt  „die  relativen  Zahlen".  Der  letztere 
handelt  ausdrücklich  und  im  ganzen  von  den  Erweiterungen,  der  Null, 
den  negativen  Zahlen,  der  Eins,  den  umgekehrten  Zahlen,  den  irratio- 
nalen Zahlen;  er  ist  aber  ganz  dürftig  und  geht  auf  keine  der  theo- 
retisch wichtigen  Fragen  ein.  Eine  Vcrgesslichkeit  ist  es  auch,  dass 
der  Verfasser  erst  die  Vorschrift  gicbt  durch  keine  Zahl  zu  dividiren, 
die  auch  null  sein  kann,  später  aber  selbst  dagegen  fehlt,  indem  er 
Gleichungen  durch  Division  durch  die  Unbekannte  x  auf  nicdcrn  Grad 
reduciren  läest  ohne  von  Ausschluss  der  Wurzel  a;  =  0  ein  Wort  zu 
sagen.  Die  Vorschrift,  wie  sie  ausgesprochen  ist,  kann  leicht  in 
piTiktischer  Hinsicht  zu  weit  gehend  gedeutet  werden;  gerade  da  aber, 
wo  sie  ihre  Hauptauwendung  hat  und  wo  der  Wortlaut  genau  passt, 
wird  sie  ausser  Augen  gesetzt.  Ferner  ist  viel  vergossen  bei  der 
Reduction  der  Gleichungen.  Die  Lücke  tritt  schon  in  dem  vorberei- 
tenden Abschnitt  über  die  Polynome  auf  und  zwar  in  vielfacher  Weise. 
Hier  wird  aufgestellt:  Jeder  nur  mittelst  der  6  ersten  Rechnungsarten 
zusammengesetzte  Ausdruck  heisst  algebraisch,  jeder  andere  transcen- 
dent.  Nur  Logarithmen  werden  ausgeschlossen,  an  irrationale  Expo- 
nenten hat  der  Verfasser  nicht  gedaclit.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass 
jeder  Bnchstab  alle  erklärton  Bedeutungen  zu  haben  fähig  sein  muss. 
Irrationalzahlen  sind  als  Wurzeln  und  Logarithmen  erklärt,  es  bleiben 
also  nach  Ausschluss  der  letztern  die  irrationalen  Wurzeln.  Bei  Er- 
klärung der  Pol}Tiome  wird  nun  die  im  Anfang  beobachtt»tc  All- 
gemeinheit fallen  gelassen,  so  dass  am  Wortlaut  der  Sätze  nichts 
weiter  zu  vermissen  sein  würde  als  die  Bedingung,  dass  die  Exponenten 
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rational  sein  müssen.  Doch  als  eine  solche  Selbstbeschränkung  er- 
scheint die  Polynomform  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  nicht 
mehr.  Hier  wird  behauptet,  jede  algebraische  Gleichung  (im  vorigen 
allgemeinsten  Sinne)  Hesse  sich  durch  die  erklärten  Transformationen 
auf  die  polynomische  Grandform  bringen.  Es  wird  nur  erklärt,  wie 
man  einen  Nenner,  eine  Wurzelgrösso  entfernt.  Für  mehrere 
Wurzelgrössen  ist  die  Regel  nicht  ausreichend;  ebendarum  durfte 
abe^  auch  der  Grund  nicht  fehlen,  warum  sie  für  mehrere  Nenner 
ausreichend  ist.  Es  ist  daraus  ersichtlich,  dass  der  Verfasser  den 
Fall  gar  nicht  beachtet  hat.  Das  oben  genannte  Princip,  dass  jeder 
Buchstab  alle  erklärten  Bedeutungen  zu  haben  fähig  sein  muss,  so 
dass  die  algebraischen  Operationen  keine  Beschränkungen  erleiden, 
wendet  der  Verfasser  zur  Motivirung  der  eingeführten  Kechnungs- 
grössen,  der  Null,  der  negativen,  umgekehrten  und  irrationalen  Zah- 
len an.  In  der  Tat  ist  damit  der  richtige  Weg  zur  Erklärung  der- 
selben betreten,  aber  mit  dem  Gesagten  die  Sache  nicht  erledigt. 
E3  war  zu  zeigen,  wie  sie  als  Rechnungsresultate  Bedeutung  haben, 
sofern  kein  Resultat  das  letzte  ist,  und  nach  Vollzug  beliebig  vieler 
Operationen  an  ihnen  immer  wieder  positive  ganze  Zahlen  erhalten 
werden  können,  und  dass  dann  jedes  positiv  ganzzahlige  Resultat 
richtig  sein  muss.  Ebenso  verhält  es  ^ich  hernach  bei  den  com- 
plexen  Zahlen,  die  bei  den  quadratischen  Gleichungen  erörtert  wer- 
den. Die  Determinanten  werden  nur  bis  zu  3.  Ordnung  aufsteigend 
unter  den  Eliminationsmethoden  entwickelt,  worauf  dann  eine  un- 
bewiesene Behauptung  über  die  höheren  Ordnungen  folgt.  Schon 
dieser  unbefriedigende  Ausgang  zeigt,  dass  dies  Zuwerkegehen  nichts 
instructives  hat.  Die  Determinantenlehre  ist  einmal  ein  Gegenstand, 
der  ohne  Entstellung  und  Verhüllung  der  einfachen  Gesetze  nicht 
anders  als  vom  allgemeinsten  Anfang  aus  getrieben  werden  kann; 
sie  gehörte  in  den  letzten  Abschnitt,  die  Combinatorik.  Auf  die 
Gleichungen,  behandelt  bis  zum  4.  Grade,  wozu  noch  die  Exponential- 
gleichung kommt,  folgen  die  Reihen  und  Kettenbrüche,  endliche  und 
unendliche,  welche  hinsichtlich  der  in  Betrachtung  gezogenen  Objecto 
sehr  tiöf  in  das  Gebiet  der  Analysis  hineinführen.  Gleichwol  hat 
der  Verfasser  den  elementaren  Standpunkt  nie  überschreiten  wollen. 
Für  einen  solchen  Zweck  hätte  sich  gar  manches  tun  lassen,  um 
wenigstens  klare  Begriffe  zu  erzielen,  was  hier  nicht  geschehen  ist; 
das  Gelieferte  ist  ungenügend.  Die  Decimalrechnung  wird  als  an- 
gewandte Arithmetik  aufgeführt;  hieran  schliesst  sich  noch  die  Zins- 
rechnung. Dann  folgt  die  reine  und  angewandte  Combinatorik,  letz- 
tere enthaltend  die  Binomialreihe  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Zum  Zweck  der  Uebung  wird  auf  Hofmanu's  Aufgabensammlung  und 
einige  andere  im  einzelnen  verwiesen.  Um  ein  Gesammturteil  über 
das  Werk  zu  geben,   so  ist  der  Plan  und  Angriff  originell  und  vor- 

4* 
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trefflich,  die  Ausführung  hingegen  in  vielen  Punkten  mangelhaft;  fast 
alles  daran  Auszusetzende  ist  aber  derart,  dass  es  nur  Ergänzung, 
nicht  Abänderung  fordert.  H. 


Legons  d'arithm6tique  guido  ä  Tusage  des  professeurs.  Premiere 
partie:  calcul  num6riquo  avec  de  nombreux  probl^mes.  Par  G.  01- 
tramare,  professeur  ä  Tuniversitö  de  Gen^ve.  Soconde  Edition. 
Genöve-Bale-Lyon  1878.    IL  Georg.    Paris  Gauthier- Villars.    152  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Lehrbuch,  welches  die  Grenzen  des 
bürgerlichen  Rechnens  nicht  wesentlich  überschreitet;  nur  enthält  es 
auch  einiges  wenige  von  Potenzen  und  Wurzelausziehung.  Ein  be- 
sonderes Capitel  bildet  eine  Sammlung  von  Aufgaben,  deren  Lösung 
nicht  durch  directo  Operationen  erfolgen  kann,  welche  vielmehr  ohne 
Anwendung  von  Gleichungen,  die  sich  als  sehr  einfache  lineare  leicht 
darbieten  würden,  durch  Ucberlegung  gelöst  werden  sollen.  Zugabe 
ist  eine  Tafel  der  Primzahlen  bis  20  000  und  eine  Tafol  der  Quadrat- 
wurzeln, Kubikwurzeln,  etc.  bis  zur  sechsten  Wurzel  aus  den  Zahlen 
2  bis  131,  die  Quadratwurzeln  auf  10,  die  übrigen  auf  5  Bruchstellen. 
In  erläuterndem  Vortrag  werden  die  gewöhnlichen  Regeln  entwickelt, 
dann  formulirt,  mitunter  zur  Erläuterung  ein  Beispiel  angewandt. 
Anlass  zur  Besprechung  bieten  einige  in  der  Vorrede  berührte  princi- 
piello  Fragen.  Die  erste  betrifft  den  Unterschied  zwischen  Arithmetik 
und  Algebra.  Diesen  sieht  der  Verfasser  darin,  dass  die  Arithmetik 
mit  bewussteu  Zahlen  rechne,  die  Algebra  mit  Elementen,  um  deren 
Bedeutung  sie  sich  nicht  kümmere.  Hierin  giebt  sich  eine  durchaus 
falsche  Auffassung  der  Algebra  zu  erkennen,  die  auch  einen  gewissen 
Einfluss  auf  die  Ansicht  über  die  Arithmetik  hat.  Die  Algebra  ist 
keine  rein  formelle  Theorie  und  würde  als  solche  beti»achtct  nie  ha- 
ben erfunden  werden  können.  Sie  hat  in  der  Tat  danach  zu  fragen, 
ob  ihre  Elemente  Grössen,  unter  Umständen,  ob  die  Gi:ö8sen  reell, 
ob  sie  stetig  oder  discret  sind,  u.  s.  w.  Nur  das  ist  ihr  eigen,  dass 
die  Elemente  alle  diese  Bedeutungen,  aber  wol  zu  merken  nur  er- 
klärte, bewusste  Bedeutungen  zu  umfassen  fähig  sind,  worauf  ihre 
Geltung  für  Geometrie,  Mechanik  u.  s.  w.  beruht.  Sie  bedurfte  zum 
Zweck  dieser  Bedingung  zu  genügen  einer  nicht  geringen  Ausbildung, 
hat  sich  diesem  Zwecke  gemäss  entwickelt  und  gestaltet,  und  mnss 
also  ihren  unterschiedlichen  Begriff  in  diese  ihre  Fähigkeit  setzen. 
Der  Verfasser  stützt  auf  jene  irrige  Definition  seine  Bevorzugung  der 
heuristischen  Lehrweise  in  der  Lösung  von  Aufgaben;  doch  geht  er 
darin  wenigstens  nicht  so  unbesonnen  zuwerke,  wie  es  oft  geschieht. 
Viele  Lehrer  nämlich  geben  den  Schülern  die  Reihe  von  Betrachtun- 
gen, welche  zur  Lösung  von  Aufgaben  einer  Art  führen,  an  einem 
Beispiele  und  lassen  dieselben  nur  an  andern  Zahlen  wiederholen; 
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sie  behaupten  und  suchen  die  Meinung  zu  erwecken,  auf  diesem  Wege 
gewönnen  die  Schüler  Einsicht  in  den  Grund  des  Verfahrens,  der 
beim  Gloichungsansatz  im  Dunkeln  bliebe.  In  der  Tat  aber  verhält 
es  sich  umgekehrt.  Der  Schüler  hat  im  Grunde  nur  je  eine  Aufgabe 
lösen  gelernt,  wozu  ihm  der  Lehrer  das  Verfahren  vollständig  gesagt 
hat.  "Wie  er  dazu  kommt,  gerade  diese  Reihe  von  Betrachtungen 
anzustellen,  bleibt  ihm  unbewusst,  und  da  er  in  jedem  neuen  Falle 
die  ausreichende  Hülfe  findet,  lernt  er  nie,  dass  er  nach  der  Lösung 
suchen  muss.  Was  nun  hier  dem  Schüler  verborgen  bleibt,  der  Grund 
des  Verfahrens,  das  eben  zeigt  die  Theorie  der  Gleichungen,  deren 
Transformationen  auf  sichtliche  Weise  zum  verständlichen  Ziele  führen. 
Allerdings  ist  es  ganz  gerechtfertigt,  wenn  man  den  Kindern  die 
sichere  Methode  vorenthält,  so  dass  sie  eine  gewisse  Fertigkeit  er- 
werben ohne  im  selben  Augenblicke  zu  wissen,  wie.  Nur  soll  man 
ihnen  nicht  durch  verkehrte  Darstellung  eine  falsche  Einbildung  bei- 
bringen. Zu  vernünftigerem  Grundsatz  bekennt  sich  der  Verfasser, 
indem  er  sagt:  Es  giebt  keine  Methode  alle  Aufgaben  zu  lösen;  der 
Schüler  muss  verschiedene  Betrachtungen  versuchen,  bis  er  eine  er- 
folgreiche findet.  Weiter  geht  die  Vorrede  auf  die  Frage  ein,  woran 
man  erkennt,  ob  eine  Frage  eine  arithmetische  ist  oder  nicht.  Da 
es  ein  solches  Kriterium  vor  der  Lösung  nicht  giebt,  so  entscheidet 
er  sich  dafür,  jede  Frage  eine  arithmetische  zu  nennen,  deren  Data 
bestimmte  Zahlen  sind,  und  falls  sie  nicht  arithmetisch  gelöst  werden 
könne,  den  zeitweiligen  niederen  Standpunkt  der  Ausbildung  der  Arith- 
metik zu  constatiren.  Eigentliches  Motiv  der  Scheidung  war  die  Me- 
thode; dasselbe  wird  jedoch  dadurch  hinfällig,  dass  der  Verfasser  ja 
keine  arithmetische  Methode  aufstellen  kann.  Die  Auskunft  aber,  die 
er  trifft,  ist  ebenso  unfruchtbar;  denn  selten  ist  der  Sinn  einer  Auf- 
gabe und  die  Aufsuchung  der  Lösung  von  den  speciell  gegebenen 
Zahlen  abhängig.  Zwar  weist  der  Verfasser  hier  auf  zahlentheoretische 
Fragen  hin,  doch  diese  fallen  nur  zum  kleinsten  Teil  in  das  Gebiet 
der  hier  behandelten  elementaren  Arithmetik.  Endlich  wird  noch 
entgegengesetzt  die  algebraische  Wurzelausziehungsmethode  (d.  i.  offen- 
bar die  aus  der  Eutwickclung  von  {a-\-hy*  hervorgehende)  und  die 
arithmetische,  der  Bearbeitung  zufolge  bestehend  in  der  sogen.  Fehler- 
rechnung, durch  die  man  bekanntlich  jede  numerische  Gleichung 
approximativ  auflösen  kann.  Wie  der  Verfasser  zu  der  Behauptung 
kommt,  erstere  Methode  sei  nur  auf  Quadrat-  und  Kubikwurzeln, 
darüber  hinaus  nicht  mehr  anwendbar,  ist  nicht  wol  begreiflich. 

H. 


Mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  den  obersten  Klassen 
höherer  Lehranstalten.     Aus    den    bei   Abiturienten  -  Prüfungen    an 
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preussischen  Gymnasien  and  Realschulen  gestellten  Aufgaben  ausge- 
wählt und  mit  Hinzufügung  der  Resultate  (IL  Theil)  zu  einem  Ucbungs- 
buche  vereint  von  H.  C.  E.  Martus,  Professor  an  der  Königstädti- 
schen Realschule  in  Berlin.  Erster  Theil:  Aufgaben.  Vierte  Auflage. 
Leipzig  1878.    C.  A.  Koch.    210  S. 

Die  3.  Auflage  der  Aufgaben  ist  im  223.  litt.  Ber.  S.  29.,  die  der 
Resultate  im  231.  1.  B.  S.  36.  besprochen.  Die  4.  Auflage  bringt  als 
wünschenswerte  Ergänzungen  15  neue  Aufgaben.  Die  vom  Bundes- 
rate des  deutschen  Reichs  festgesetzten  Zeichen  für  die  Namen  der 
Masse  sind  im  Buche  angewandt  und  am  Schluss  des  Inhaltsverzeich- 
nisses zusammengestellt.  Eine  Uebersetzung  in  ungarischer  Sprache 
von  Prof.  Dr.  Gsäszdr  ist  zu  Pest  1878  im  Verl.  v.  Franklin-Tas- 
sulat  erschienen.  H. 


Geometrie. 

Anfangsgründe  der  beschreibenden  Geometrie  nebst  einem  An- 
hang über  Kartenprojection.  Ein  Leitfaden  beim  Unterrichte  an 
höheren  Lehranstalten.  Von  Wilhelm  Mink,  Oberlehrer  an  der 
städtischen  Realschule  1.  Ordnung  zu  Crefeld.  Mit  vielen  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.    Berlin  1878.    Nicolai.    47  S. 

Das  Buch  behandelt  (abgesehen  vom  Anhang)  ausschliesslich  die 
Darstellung  durch  Orthogonalprojcction  auf  2  Ebenen.  Der  erste 
Abschnitt  giebt  die  allgemeinen  Erklärungen  über  die  Darstellungs- 
weise. Hierin  ist  eine  Undcutlichßeit  zu  erwähnen,  der  man  in  Lehr- 
büchern häufig  begegnet,  die  nämlich  dadurch  entsteht,  dass  von  der 
Bildebene  nichts  gesagt  ist.  Das  Einzige,  was  darauf  Bezug  hat,  ist 
das  nicht  erklärte  Wort  „Herabschlagcn".  Dieses  baut  auf  die  nicht 
ausgesprochene  Voraussetzung,  dass  eine  der  Projectionsebenen  in 
der  Bildebene  liegt.  Es  würde  nicht  viel  Worte  gekostet  haben,  in 
diesem  Punkte  den  Forderungen  der  Klarheit  und  Bestimmtheit  des 
Ausdrucks  zu  genügen.  Es  folgen  dann  die  elementaren  Aufgaben 
über  Punkte  und  Gerade,  über  die  Ebene  an  sich  und  in  Verbindung 
mit  Punkten,  Geraden  und  Ebenen;  dann  wird  die  Darstellung  ebener 
Figuren,  ebenflächiger  Körper,  des  Cylinders  und  des  Kegels  erörtert 
und  eine  Anzahl  Aufgaben  darüber  ausgeführt;  den  letzten  Abschnitt 
bilden  Aufgaben  über  die  ebenen  Schnitte  eines  Körpers  und  die 
Durchschnittsfiguren  zweier  Körper.  Im  Anhang  werden  die  verschie- 
denen gebräuchlichen  Projectionsarten  der  Erdoberfläche  einzeln  in 
den  verschiedenen  Lagen  genügend  erläutert.  H. 
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Gruudlagcii  der  Ikouoguoaie.  Mit  Beracksichtigang  ihres  Ver- 
hältiiisaes  zn  anderen  exactcn  Wisse uachaftcn,  insbesondere  zur  Geo- 
metrie dcBcriptive.  Von  Fraiiü  Tili  er,  Professor  am  k.  k.  böhmi- 
Bcheu  Polytechnikum  in  Prag.  I.  Abtheiluug.  Mit  5  Jithogr.  Tafeln. 
(Aus  d.  Abb.  (1.  k.  bühm.  Ges.  d.  Wiss.  VI.  Folge,  9.  Band.) 
(Math,  nat  Classe  Nr.  3.).  Prag  1878.  Verl.  d.  k.  böhm.  Ges.  d. 
Wiss.    4".    88  S. 

Die  vorliegende  Schrift  behandelt  im  Anschlnss  au  Monge,  Geo- 
metrio  dcBcriptive  das  Ganze  der  descriptiven  Geometrie  in  allgemein- 
ster Auffassung  ihrer  Aufgabe  mit  voller  Anwendung  der  nencm  syn- 
thetischen Geometrie.  Weun  auf  dem  Titel  von  einem  Vcrhältuiss 
zur  descriptiven  Geometrie  die  Rede  ist,  so  kann  der  Verfasser  damit 
wol  nur  auf  die  neue  Bebandlungsform  gegenüber  der  von  Monge  bin- 
dcnten.  Am  vrenigsten  kann  der  Name  Ikonognosie  (der  in  der  Schrift 
nicht  vorkommt)  einen  neuen  Wissenschaftszweig  bezeichnen;  denn 
die  Erkennung  des  Dargestellten  ans  dem  Bilde  ist  ein  untrennbares 
Element  der  descriptiven  Geometrie.  Zum  Vcrständnisa  wird  nicht 
allein  Bekanntschaft,  sondern  völlige  Vertrautheit  mit  der  Doctriu  des 
Gegenstandes  solbst  nud  mit  der  neuem  Geometrie  erfordert,  da  der 
hier  entfaltete  Apparat  an  EinfabrnDgeu  einen  so  enormen  Umfang' 
hat,  dass  clu  gehöriger  Einblick  schon*  vorhanden  sein  mnss,  nm  ihn 
beherrschen  zu  können.  Auf  Anwendungen  geht  die  Schrift  nicht  ein; 
es  sind  in  der  Tat  die  Gruudlagen  der  Theorio  allein,  die  sie  auf- 
stellt. Die  jetzt  erschienene  1.  Abteilung  hat  den  Titel:  Von  den 
wesentlichsten  naturgenitisscn  Mittein,  der  Unzulänglichkeit  der  Ent- 
wickelnugs-Eleraente  der  descriptiven  Geometrie  abzuhelfen.  Ihre 
Hauptabschnitte  sind  folgende.  Von  dou  Principien  der  Dolermiaation 
der  Gebilde  des  Raumes  und  ihren  wesentlichsten  Elementen,  Von 
den  Principien  der  Ableitung  der  Projectionen  determinirter  Gebilde 
des  Raumes  und  deren  wichtigsten  Grundgebilde u.  Von  den  Grund- 
sätzen der  Construction  der  Bilder  determinirter  Projectionen.  Hier- 
auf folgen  Schlussbemcrkungen.  Die  BenenuDugen  und  Formulimngen 
sind  in  böhmischer  Sprache,  manche  anch  in  den  europäischen  Haupt- 
sprachen beigefügt.  H. 


Trigonometrie. 

Trtütö  de  trigonometrie  analytique.  Par  W,  Mantel,  Membro 
do  la  Sociötö  Mathiimaticiue:  „Eon  onvermoeide  arbeid  komt  alles  tc 
bovcn,"  ä  Amsterdam,    Arnhem  1877,    P.  Brandor.    125  S. 

Die  vorliegende  Arbeit  lässt  sich  wol  am  besten  als  methodische 
Studien  bezeicbuen.    Zu  einem  IjOlirbuch  kann  sie  nicht   bestimmt 
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sein;  denn  sie  hat  keine  begrenzte  Basis  voraaszusetzender  Vorkennt- 
nisse, betrachtet  vielmehr  jeden  überhaupt  bekannten  Satz  als  zuläs- 
sigen Stützpunkt.  Ebensowenig  ist  sie  auf  wesentlich  neue  Entdeckung 
gerichtet.  Dagegen  zeigt  die  Einleitung,  dass  es  dem  Verfasser  vor 
allem  um  Förderung  der  Methode  zu  tun  war.  Es  werden  darin 
namentlich  zwei  Punkte  besprochen.  Zuerst  wird  der  Fehler  in  Be- 
weisführungen selbst  angesehener  Mathematiker  gerügt,  welche  den 
Grenzwert  der  Summe  von  n  Termen,  die  selbst  von  n  abhangen,  für 
n  =»  00  mit  der  Summe  der  Grenzwerte  identificirt  haben.  Es  wird 
erstlich  die  Frage  auf  eine  Form  gebracht,  in  welcher  es  in  die  Augen 
fällt,  dass  beide  Grössen  nur  zufällig  gleich  sein  können;  dann  wird 
in  sehr  instructivcn  Beispielen  gezeigt,  dass  jede  von  beiden  convor- 
giren  kann,  während  die  andre  ins  unendliche  wächst,  dass  aber  nicht 
einmal  die  beiderseitige  Convergenz  zur  Gleichheit  hinreicht,  vielmehr 
verschiedene  endliche  Grössen  re^ultiren  können.  Dieser  schlagende 
Nachweis  möchte  wol  das  Vorzüglichste  der  gesammten  Arbeit  sein. 
Der  Verfasser  empfiehlt  für  solche  Fälle  die  Methode  der  Grenzcn- 
einschliessung,  die  er  selbst  viel  anwendet.  Der  zweite  Punkt  betrifft 
die  Bevorzugung  von  Methoden.  Der  Verfasser  verwii^ft  schlechthin 
jeden  Kunstgriff  und  will  alleiu  den,  so  bezeichneten,  natürlichen 
Deductionsgang  gelten  Jassen ;.  nur ,  wo  dieser  zur  Zeit  noch  nicht 
gefunden  sei,  müsse  man  sich  vorläufig  mit  künstlichea  Methoden  be- 
gnügen. Der  natürliche  Weg  wird  aber  durch  nichts  charakterisirt 
als  durch  die  Forderuug,  dass  der  Schüler  von  jedem  augewandten 
Mittel  vorher  den  Grund  einsehe,  eine  Forderung  die  schon  von  Vielen 
zur  Anpreisung  ihrer  Methoden  ausgesprochen  worden  ist,  die  aber 
auf  reiner  Illusion  beruht.  Sie  ist  hier  so  wenig  wie  von  irgend  je- 
mand erfüllt,  bedingt  den  didaktischen  Erfolg  in  keiner  Weise  und 
wird  ohne  Beachtung  des  Zieles  des  Unterrichts  willkürlich  herbei- 
gezogen. Niemand  wird  in  Abrede  stellen,  dass  der  Schüler  willig 
und  aufmerksam  dem  Lehrgang  folgen  muss,  ehe  er  die  Sache  und 
mit  ihr  den  Grund  dos  Verfahrens  verstehen  kann.  Kommt  ihm  dann 
ein  Erfolg  unerwartet,  so  wird  er  um  so  mehr  Anlass  haben  den 
Grund  des  Erfolges  zu  beachten,  nicht  aber,  wie  der  Verfasser  be- 
hauptet, das  blosse  Resultat  ohne  den  Weg  zu  merken;  letzteres  würde 
vielmehr  der  Fall  sein,  wenn  ihm  der  Weg  selbstverständlich  schiene, 
noch  dazu,  wenn  es  ein  langer  war.  Der  Verfasser  will  trotz  der 
Länge  seinen  Grundsatz  aufrecht  erhalten:  ein  hundertmal  längerer 
natürlicher  Weg  sei  besser  als  ein  künstlicher.  Die  hier  gebrauchten 
Deductionswege  sind  nicht  übermässig  lang,  doch  geben  sie  auch  von 
dem  obigen  Grundsatz  des  Verfassers  wenig  Zeugniss.  Unter  die 
künstlichen  Mittel  rechnet  er  auch  die  Differentialrechnung  und  die 
imaginären  Grössen.  Erstere  schliesst  er  formell  ganz  aus,  zugunsten 
derer,  welche  sie  nicht  kennen,  letztere  rückt  er  ans  Ende  des  Buchs 
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um  dio  Methoden  anf  reeller  Basis  desto  vollständiger  za  cultiviren, 
ein  Gesichtspankt  der  gewiss  in  hohem  Grade  berechtigt  ist.  In  dem 
Ansschlnss  der  Differentialrechnung  hingegen  verbirgt  sich  eine  von 
Vielen  geteilte  Illnsion.  Alles,  was  man  der  Differenlialrechnung  etwa 
kflnstliches  Mittel  nennen  könnte,  kommt  reichlich  in  Anwendung,  nur 
ist  diese  stets  speciell.  Es  hätte  also  heissen  müssen:  Die  Allgemein- 
heit, die  Theorie  verwerfen  wir.  Dies  ist  es  denn  auch,  was  die 
Deductionen  der  spätem  Teile  des  Buchs  charakterisirt  Je  weiter 
man  sie  verfolgt,  desto  unerquicklicher  werden  sie  durch  den  Mangel 
an  theoretischem  Fortschritt,  durch  die  immer  neu  anfangende  Be- 
gründung, durch  die  YemachlässiguDg  gemeinsamer  Gesichtspunkte. 
Sie  gehen  ganz  in  die  bekannte  uunatOrlich  gezwungene,  schwerfällige 
Form  der  algebraischen  Analysis  über.  Gute  Hoffnung  erweckt  dio 
erste  Deduction.  Es  wird  der  Ausdruck  von  sinCo^-j'^'f'  *••  ^)  ^^ 
sin  und  cos  der  Teilbogen  entwickelt,  die  Form  charakterisirt  und 
nach  Gleichsetzung  der  Teile  durch  combinatorische  Formeln  die  Coef- 
fidenten  der  Entwickelung 

sinnx  =  2?csiu*xcos""~*a; 

bestimmt.  Die  nächst  folgenden,  als  Quellen  von  Formeln  aufgeführten 
Methoden  sind  die  Zerlegung  von  Functionen,  die  sich  in  rationalen 
Functionen  einer  Yariabeln  darstellen,  und  die  für  dio  hinreichende 
Anzahl  von  bekannten  Werten  derselben  verschwinden,  in  lineare 
Factoren  —  und  die  Zerlegung  in  Partialbrüche.  Anwendung  wird 
nur  auf  Beispiele  gemacht.  Bekannt  sind  alle  3  Methoden  hinrei- 
chend; vielleicht  sind  sie  auf  das  eine  und  andre  Beispiel  bisher  noch 
nidit  in  Anwendung  gebracht  worden.  Von  da  an  scheint  das  Ziel 
der  Arbeit  zu  sein,  alle  bekannten  einfachen  Resultate  im  Gebiete 
der  endlichen  und  unendlichen  Reihen  für  Kreisfunctionen  zu  gewin- 
nen. Strenge  Bündigkeit  der  Herleitungen  ist  rühmlichst  anzuerken- 
nen. Irrig  ist  die  Angabe,  die  Ungleichung  biux  <^x<^tgx  (für 
0  <<  aJ  <<  R)  sei  geometrisch  bewiesen.  Sie  zu  beweisen  ist  geome- 
trisch auf  Grund  der  gewöhnlichen  geometrischen  Definition  nicht 
möglich,  wol  aber  rein  analytisch  auf  Grund  rein  analytischer  De- 
finition.   Druckfehler:  S.  19.  Z.  3.  v.  u.  de  la  groupe  statt  du  groupe 

—  S.  57.  Z.  2.  V.  u.  cos»*y  statt  cos»»  -.  H. 


•Vermischte  Schriften,  Zeitschriften. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.    Editor*  in 
Chief,  J.  J.  Sylvester,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  Corr.  Mem.  Inst,  of  France, 
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Associatc  editor  iu  chargo,  William  £.  Story,  ph.  D.,  (Leipsic.) 
With  the  co-operation  of  Bonjamin  Peircc,  LL.  D.,  F.  R.  S., 
Professor  of  mathcmatics  in  Harvard  University,  in  mcchanics,  Si- 
mon New  comb,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  Corr.  Mem.  Inst,  of  France, 
Superintendent  of  the  Amerian  Ephcmeris,  in  astronomy,  and  H.  A. 
Rowland,  C.  £.,  in  pfaysics.  Publishcd  undcr  the  auspices  of  the 
Johns  Hopkins  University.  Volume  L  Number  1.  Baltimore  1878. 
B.  Westermann  a.  C.    New  York.    4".    104  S. 

Dieses  neue  mathematische  Journal  erscheint  in  Heften  in  Quart- 
format, deren  4  einen  Band  von  ungeföhr  384  Seiten  bilden  sollen^ 
zunächst  alle  3  Monate  eins,  eine  Zeit  die  indes  nicht  feststeht. 
Die  Hefte  schliessen  nicht  mit  dem  Ende  eines  Artikels.  Es  enthält 
hauptsächlich  Original-Abhandlungen,  manchmal  auch  Auszüge  ans 
wichtigen  Arbeiten,  die  den  amerikanischen  Studenten  schwer  zugäng- 
lich sind.  Auch  kritische  Artikel  und  bibliographische  Notizen  sind 
in  Aussicht  genommen.  Dagegen  werden  Aufgaben  zur  Lösung  ab- 
gelehnt und  zur  Einsendung  solcher  die  americauischen  Journale  em- 
pfohlen: „The  Analyst",  editcd  and  publislred  by  J.  E.  Hendricks, 
Des  Meines,  Jowa,  und  „The  Mathematical  Visitor",  edited  and  pu- 
blished  by  Artemas  Martin,  Erie,  Pa.  Beiträge  werden  vom  In- 
nud  Ausland  angenommen.  Zu  adressireu  ist  in  allen  Angelegenheiten 
an  William  E.  Story,  Johns  Hopkins  University,  Baltimore,  Md.  Der 
Subscriptionspreis  ist  5  Dollar  f.  d.  Band. 

Das  1.  Heft  enthält  folgende  Abhandlungen. 

S.  Newcomb:  Note  über  Transformationen  für  Flächen  im 
Räume  von  mehr  als  3  Dimensionen. 

G.  W.  Hill:  Untersuchungen  in  der  Linear-Theorio. 

H.  T.  Eddy:  Das  Theorem  der  3  Momente  (ein  Balken  auf  gleich 
hohen  Stützen  in  verschiedenen  Abständen,  von  einer  zur  andern 
gleichmässig  belastet). 

G.  Weichold:  Lösung  des  irreducibeln  Falles. 

Cayley:  Dcsiderata  und  Vorschläge.  N.  1.  Theorie  der  Gruppen. 

H.  A.  Rowland:  Note  über  die  Theorie  der  elektrischen  Ab- 
sorption, 

A.  Ferrero  (Florenz):  Darlegung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 

J.  J.  Sylvester:  Ueber  eine  Anwendung  der  neue^^  atomischen 
Theorie  auf  die  graphische  Darstellung  der  Invarianten  und  Covari- 
anlen  von  binären  Quautics.  Mit  3  Anhängen  und  einer  begleiten- 
den Tafel. 
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Anhang  1.  Ucber  Differentianten  aasgedrackt  in  den  Differenzen 
der  Wurzeln  ihrer  verwandten  Qnantics. 

Anhang  2.    lieber  Hermite's  Reciprocitätsgesetz  (anbeendigt). 

Dass  der  bereits  hinreichend  bekannt  gewordene  Artikel  über  den 
irredncibeln  Fall  hier  die  lange  vergeblich  gesuchte  Aufnahme  ge- 
funden hat,  giebt  der  Aufmerksamkeit  der  Redaction  kein  sonderliches 
Zeugniss.  H. 


Modell  für  den  ersten  Unterricht  in  der 

Goniometrie. 

Der  Unterzeichnete  gibt  bekannt,  dass  jenes  Modoll,  welches  er 
im  61.  Bande  dieses  „Archivs^'  auf  S.  108.  beschrieben  u.  abgebildet 
hat,  von  ihm  käuflich  zu  beziehen  ist. 

Preis  40  Mark. 

F.  Hoza, 

Professor  in  Königgräz. 

(Das  erste  Exemplar  wurde  an  die  Kantonschulo  zu  St.  Gallen 
geliefert). 


h 


>•■} 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

CXLIII. 


Geschichte  der  Mathematik  and  Physik. 

it  Hänselmaun,  L.,  Karl  Friedrich  Gauss.  Leipzig,  Duncker  &  H. 

g  2  Mk.  40  Pf. 

^  Jahrbuch  üb.  d.   Fortschritte  d.  Mathematik,   hrsg.  v.  C.  Ohrt- 

i^;  mann,  F.  Müller,  A.Wangerin.    8.  Bd.    J.  1878.    2.  Hft    Bcr- 

Ij  lin,  G.  Reimer.    4  Mk. 

^  Matthiossen,  L.,   Grundzüge  d.  antiken  u.  modernen  Algebra 

d.  litteralen  Gleichungen.    Leipzig,  Tcubncr.    20  Mk. 

Zuckermann,   B.,    d.    Mathematische   im    Talmud.     Breslau, 


;;;  Hepuer.    2  Mk. 

Methoden  und  Priucipien. 

Krause,  A. ,  Kant  u.  Helmholtz  üb.  d.  Ursprung  u.  d.  Bedeu- 
tung d.  Raumauschauung  n.  d.  geometr.  Axiome.  Lahr,  Schauenburg. 
3  Mk. 

Schmitz-Dumont,  0.,  d.  mathemat.  Elemente  d.  Erkeuutuiss- 
theorio.    Berlin,  C.  Duncker.    12  Mlc. 

Unverzagt,  W.,  d.  Winkel  als  Grundlage  mathemat.  Uutcr- 
suchungen.    4.    Wiesbaden,  Kreidel.    1  Mk.  40  Pf. 

Lehrbücher,  Sammlungen  und  Tabellen* 

Bardey,  E.,  mothod.  geordn.  Aufgabensammlg.  üb.  alle  Theile 
d.  Elementar-Arithmetik.    7.  Afl.    Leipzig,  Teubner.    2  Mk.  70  Pf. 

Fechner,  H.,  Resultate  zu  d.  Aufgaben  f.  d.  1.  Unterricht  in 
d.  Buchstabenrechng.  u.  Algebra.    Berlin,  W.  Schultzens  V.    75  Pf. 

Harms,  C,  d.  erste  Stufe  d.  mathemat.  Unterrichts  in  o.  Reihe 
method.  geordn.  arithmct.  u.  geometr.  Aufgaben  dargest.  2.  Abth. 
Geometr.  Aufgaben.    3.  Afl.    Oldenburg,  Stalling.    1  Mk.  25  Pf. 


Eniess,  C,  Lehrbach  d.  Arithmetik,  n.  o.  Anh.  m.  Uebnags- 
beiBpieleu  f.  Real-  u.  LEtteinachaleu.  1.  Hft.  München,  Hellerer. 
1  Mk.  60  Pf. 

Ncrling,  W.,  Sammlung  v.  Boispiolen  u.  Aufgaben  aus  d.  Bnch- 
stabenrechng.  n.  Algebra.  5.  AR.  Sorpat,  Schnakenbnrg.  2  Mk. 
10  Pf. 

Schlömilch,  0.,  fünfstellige  logarithm.  n.  trigonometr.  Tafeln. 
Wohlf.  Schnlausg.    6.  Afl.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    1  Mk. 

Vcga'B  logarith.-trigonometr,  Handbacb.  62,  Afl.,  bearb.  v, 
C.  Bremiker.    Berlin,  Weidmann.    4  Mk.  20  Pf 


Arithmetik ,  Algebra  und  reine  Analjsia. 

Aschenborn,  K.  H.  M.,  Leiirbnch  d.  Arithmetik  m.  Eingchlnas 
d.  Algebra  u.  d.  niederen  Analj'sis.    3.  Afl.    Berlin,  v.  Decker.    7  Mk. 

Dur^gc,  H,,  Theorie  d.  ellipt,  Functionen.  3.  Afl,  Leipzig, 
Teubner.    9  Mk. 

Haberl,  J.,  Lehrbuch  d.  allgem.  Arithmetik  n.  Algebra.  3.  Afl. 
Wien,  BraumüUer.    6  Mk. 

Heine,  £.,  Handbuch  d.  Eugolfunctioneu,  Theorie  u.  Annendgn. 
1.  Bd.    2,  Afl.    Berlin,  G.  Reimer.    8  Mk. 

Königsberger,  L.,  Vorlesungen  üb.  d.  Theorie  d.  hypercUipt. 
Integrale.    Leipzig,  Teubner.    4  Mk.  80  Pf 

Mansion,  P.,  Elemente  d.  Determinanten.  Mit  vielen  Uebangs- 
aufgaben.    Leipzig,  Teabncr.    1  Mk.  20  Ff. 

Petersen,  J.,  Theorie  d.  algebraischen  Gleichungen,  Eopen- 
hagen,  Hoest  &  S.    10  Mk. 

Schwager,  H.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik  f  Real- u.  Fortbildungs- 
schulen. 4.  Afl.  1.  Tbl.  Wurzburg,  Eollner.  2  Mk.;  Resultate  dazu 
20  Pf. 

Sersawf,  V.,  d.  Fundamente  d.  Determinanten-Theorie.  Wien, 
Seidel  ÄS.    1  Mk.  20  Pf 

Stern,  M.  A.,  Beiträge  z.  Theorie  d.  Bernonlli'schen  n.  Euler- 
schen  Zahlen.    4.    Göttingen,  Dietericb,    2  Mk.  40  Pf 

Stndnicka,  F.  J.,  Lehrbach  d.  Algebra  f  d.  oberen  Klassen  d. 
Mittelsch.    Prag,  Grcgr  &  D.    3  Mk. 

Wendlandt,  H.,  d.  Stnrm'schen  Functionen  zweiter  Gattung. 
Göttiugen,  Vandenhocck  &  R.    1  Mk.  80  Pf. 


Appol,  E.,   Leitfaden   f.    Flächen-   u.   Rauminhalts-Berecbngn. 
Troppau,  Bachholz  &  D.    1  Mk,  50  Pf 


Drasch,  H.,  Constmction  t.  1 
c  RoUtioDsfl&clie  ti.  der  ihr  v.  o.  Pnnkte  a 
pabelü.     Wien,  Gerold's  S.    60  Pf. 

HcsB,  E.,  Ob.  vier  Archimedische  Pol 
Kay.    60  Pf. 

Kantor,  S.,  I.  Ueber  d.  Znsanimi 
radeu  in  d.  Ebene.  II.  Ueber  Eigenach. 
Verbindung  stehende  Steiner'sclie  Sätze.  1 
nerung  bek.  Drcieckssätze  auf  beliebjgon  < 
vollstäadige  n-Ecke.  IV.  Ueber  d-  Kreisi 
bes.  n.  d.  vollstand.  Viereck  im  Allgemi 
60  Pf. 

Mutler,  H.,  Leitfaden  d.  ebenen  Oe 
HfL     2.  Afl.     Leipzig,  Tenbucr.     2  Mk.  8( 

—  J.,  Elemente  d.  analyt.  Geometrie 
2.  Afl.    Braunacbweig,  Vioweg  £  S.    1  Ml 

Salmon,  G.,  analyt  Geometrie  d. 
T.  W.  Fiedler.    4.  Afl.    Leipzig,  Teubner. 

Schräm,  J.,  Lehrbnch  d.  ebenen  Ge 
Wien,  Holder.    1  Mk.  »)  Pf. 

Schröder,  J.  H.,  Elemente  d.  Ptanin 
Unterricht  an  Gyiiuiasien,  Real-  u.  Gcw( 
nover,  Hahn.    1  Mk.  60  Pf. 

Seelhoff,  P.,   Flächen-  n.  Körperb 
beispielen  ans  d.  Arithmetik  a.  Algebra. 
2  Mk.;  cart.  2  Mk.  40  Pf. 

Thaer',  A.,  fib.  d.  Zerlegbarkeit  e.  I 
raden  Linien.    4.    Giessen,  Ricker.    1  Mk 

Worpitzky,  J.,  Elemente  d.  Mathenu 
Beriin,  Weidmann.    1  Mk.  60  Pf. 

Trl^sonetrie. 

Spitz,  C,  Lehrbuch  d.  ebenen  Trigoi 
C.  F.  Winter.    2  Mk.-,  Anhang  1  Mk. 

Oanss,  F.  W.,  d.  Teilung  d.  Omndstai 
legg.  rechtwinkl.  Coordinatcn.    Berlin,  v.  I 

Jordan,  W.,  Handbuch  d.  Vermeseut 
Geodäsie.    Stntlgart,  Metzler.    10  Mk. 

Mechanik. 
Somoff,  J.,  theoret.  Mechanik.    Ans 
1.  Tbl.    KinemaÜk.    Leipzig,  Tenbner.    6 


Praktlsehe  Mechuiib. 

Graahof,  F,,  Theorie  d.  ElasticiUtt  u.  Festigkeit  m.  Bezug  auf 
ihre  Anwenduugen  in  d.  Technik.    2.  Afl.    Berliu,  Gärtner.    9  Hk. 

Mechanik,  tcehu.  bearb.  u.  hrsg.  vom  Ingenieur- Verein  am  Poly- 
technikum zu  Stattgart    1-7.  Kap.    Stuttgart,  Wittwer.    ä  2  Mk. 


Optik. 

Kitao,D.,  zur  Farbenlehre.  Göttingen,  Vaudenhoeck  &  R.  ■ 


Astronomie  und  Meteorologie. 

Beobachtgn. ,  mcteorolog.,  in  Deutschland.  Äugest,  an  17  Sta- 
tionen 2.  Ordng.  Im  J.  1876.    4.    Leipzig,  Teubner.    8  Mk. 

Groiffeustein,  J.  G.,  d,  Bewegung  d.  Himmelskörper  um  ihre 
Axen.    Darrastadt,  Scblüpp.    60  Pf. 

Kempf,  P.,  Untersucbgn.  üh.  d.  Ptolemäische  Theorie  d.  Mond- 
bowegnng.    Berlin,  Majer  ä  M.    1  Mk. 

Littrow,  J.  J.  V.,  d.  Wunder  d.  Himmels.  6.Äfi.  31.~35.Lfg. 
Berlin,  Hempel.    4  50  Pf. 

Vierteljahrsscbrü^  d.  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  £.  Schön- 
feld u.  A.  Winnecke,  13.  J.  1878.  1.  Hft.  Leipzig,  Engelmann. 
2Mk. 

Hantlk. 

Albrecht,  M.  F.,  u.  C.  S.  Vierow,  Lehrbuch  d.  Navigation 
u.  ihrer  mathem.  Htllfs  wissen  schaffen  f.  d.  k,  prenss.  Navigations- 
schulen.   5.  Afl.    Beriin,  v.  Decker.    10  Mk.  50  Pf.,  geb.  12  Mk. 

Schaub,  F.,  naut.  Astronomie  f.  d.  Gebranch  d.  .k.  k.  See- 
officiere.    Neu  bearb,  v.  E.  Gleich.    3.  Afl.    Wien,  Gerold's  S.   6Mk. 


Pkrslk. 

Reis,  P.,  Lehrbuch  d.  Physik.  4.  Afl.  Leipzig,  Quandt  &  H. 
7  Mk.  80  Pf. 

Schröder,  C,  Anleitang  z.  Gebrauch  pbysikal.  Apparate.  2.  Afl. 
Magdeburg,  Kröoing.    1  Mk. 

Vermischte  Scltr]ft«D< 

Annalen,  matbera.  Hrsg.  v.  F.  Klein  u.  A.  Mayer.  14.  Bd. 
(4  Hfte.).    1.  Hft.    Leipzig,  Teubner.    pcpit  20  Mk. 


inbscbriften  d.  kaiserl.  Akademie  d.  WiBBonschaften.  Ma- 
•  natamissenscbafU.  Klaase.     38.  Bd.    4.    Wien,  Gerold's    S. 

da88.    35.  Bd.    Ebd.    30  Mk. 
lialze,   H,   d.   physik.   Er&fte  im  Dienste  d.  Gewerbe,    der 
n.  d.  Wissenschaft    Frei  nacli  Gaillemin.     1.  Lfg.     Leipzig, 
rg.    l  Mk. 

zangabcriclitc  d.  kaiserl.  Akademie  d.  Wisseuschaften.  BCa- 
-natnrwisBensrbaftl.  Klasse.  I.  Abth.  76.  Bd.  3.  Hft.  Wien, 
8  S.    4  Mk.  40  Pf. 

dass.    2.  Abth.    76  Bd,    3.  Hft.    Ebd.    5  Mk. 
zuugsberichto   d.    kaiserl.   Akademie  d.  Wissenschaften.    Ma- 
-naturwissenscbafti.  Klasse.    J.  1877.    1.  Abth.    9.  n.  lO.Uft. 
Gerold's  S.    4  Mk.  50  Pt 

dass.    2.  Abth.    9.  Hft.    Ebd.    3  Mk. 
llnor,    F.,   wissenscbaftl.    Abhandlungen.     2.  Bd.     1.  Tbl. 
,  Staackmann.    12  Mk. 


Verlag  von  loiis  Nebert  in  Halle  a/S. 

Unter  dor  Presse  befindet  sich  und  wird  noch  vor  Beginn  des  Winter- 
semesters erscheinen: 
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Dr.  M.  Curtze. 
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Leipzig, C.  A.  Koeh's  Verlagsbuchhandlung. 
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